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563 

Über eine 
mögliche Erweiterung des Gravitationsgesetzes. 

II. Abhandlung. 

Von A. Koni. 

(Hingelaufen 7. November.) 

IV. Abschnitt. 

Über die in einem System schwach kompressibler Teilchen 
infolge der universellen Schwingungen auftretenden schein- 

baren Fernkräfte. 

3 1. 

I )ie Kontinuitätsgleichung: 

1N de (du dv dw 
1} dt=-E[dz + dy+ ds 

lautet für das Zwischenmedium, in dem: 

3 m 
« = s o X 

3 
V = 

r 
dy' 

3) 

ist, folgendermassen : 

_dr 

U d.z 

I <p — /ta (/.) — 0 

sa" 
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4) 

oder, wenn 

5) 

de 
dt 

E % � ir  </'  

<1 = <l>  sin -y-2 Ti 

abgesehen von Grössen, die gegen <P von der Ordnung , 
T 

Zeiteinheit 
klein sind, und unter der Voraussetzung, dass weder <1> noch 
d 0 
dt 

6) 

von der Ordnung — gross sind: 

T t 
F = f0 ( 1 + o _ /•»* ,J> «OS 2 JI ), 

wo f„ eine Konstante vorstellt. 

71 

Die hydrodynamischen Differentialgleichungen : 

d u d p 
dt 3 x ' 

d V 3 )) 

dt 

div 
d t 

3 y 

• 3 p 
_ 3 s 

erhalten somit die folgende Form: 

8) 

drP+ 1 li  
dt  ̂

d <P 

'd cp\‘l 3,ry\ 
d? 

+ f0 
(I> -7T- «Os'J 7n 2 71 

d p 
d X ’ 

unter Vernachlässigung von Grössen, die von der Ordnung 
T 

r, , klein sind, oder: 
Zeiteinheit 

fj  

d<r. 
dt + 4 1 l[ dv 

<P t, 

\\3x 

T 

+ + 
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Es handelt sich darum, mit Hilfe der Formel 9) für p 
die scheinbaren Kräfte: 

10) 

t-\-T 

X = —J J p cos (n x) d o) d t, 
1 i Ol 

Y = — -= X J p cos (ny) dco d t, 
1 i co 

t +  T 

Z = — — j X P cos (n z) d co d t 
1 t o, 

zu berechnen, welche auf ein schwach kompressibles Teilchen 
mit der Oberfläche co und den äusseren Normalen n infolge 
der Drucke p der Flüssigkeit ausgeübt werden. 

Schreiben wir 9) in der Form: 

t-\-T 

11) 

P : 
dep j j /3 r/A  2 

dt - \\dx, + 
(3 <p\ 2 ^3 çA 2' 

J 

— 1 fo p1 (I)l cos2 -jT 2 n , 

so erkennen wir, dass wir die erste Formel 10) so darstellen 
können : 

1 *+rrd 
X = Y X -j f {X  fo V c°s 0 x) d co) 

12) 

£n X sin y 2 it ^- (d co cos (n x)) 

 f  o (• f (d 

2 \\ dX 

fpy !3 (p\‘z l3 <]>  'Y\ t J j cos (nx) sin2 — 2 TI d i 

+ \ £n Y X >l cos
 (nx) cos2 -=- 2 TI d co 

CO -I 

dt. 

Die erste Zeile rechts enthält zu vernachlässigende Grössen, 
für die Bedeutung der zweiten Zeile kommen die bekannten 
Formeln : J) 

9 Man vgl. z. B. A. Korn, Eine Theorie der Gravitation und der 
elektrischen Erscheinungen auf Grundlage der Hydrodynamik, Berlin 1S9G 
bis 1898, 2. Aufl., 8. 145. 
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13) 

dt 

. .. T fdu ,dV,Sw\ , . 
«cos (»*)) = ( 9“  + a y + 37 Jcos (wx') 

/3M .. Sv , . Sio 
- ( 3x cos (n x)+—cos (ny)+- - cos (»s) df«, 

(Y7co cos (ny)) = 
Sn 3 v 3 w/ 

\3a; 3y+ 3æ 

(fZfo cos (ns)) = 

cos Oy) 

(a \j  cos (w ^+91cos (M  y) + 3 y C0S (”*))  

3M , SV S W\ . . 

9a; + 8!,
f3j)cos(" ) 

cos (na;)+---cos (w y)+^ cos (ra#) 
3 .S’ £ à z 

(1(0, 

dm 

in betracht; berücksichtigen wir schliesslich, dass: 

14) 
\ t-\-T 1 t+r  

, j sin1 -fp 2n dt — rjT j  cos‘ 
T 

2jidt = i 

ist, so folgt aus 12): 

15) 

X ‘ n '' j*  02 cos (n x) d m 
4: 0) 

<I>  +£oJ 
2“  

s% <i> aa <j> d~ (]>  

ix*  !" <nx^dx s,/°<n^sx a/0H(H-:) 

1 f/^y_ 
- I \ 3 a: / 

^ 3 0\ 2 

cos(n x) 

analog Y und Z, wobei die zweiten Ableitungen von 0 in der 
äusseren Flüssigkeit zu nehmen sind. 

Nach dem Stokes'schen Theorem ist für jede geschlossene 

Fläche m: 

I 
3 TF 
Sy 

SV 
3 z 

+ 
3 V 

Sx 

cos (n x) -j- 

SJ]\ 
— cos (n s) 

2/jJ \ 

SU 3 W 
3 s ~ Sx 

cos (n y) 

dm = 0, 
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wenn U V W drei beliebige, mit ihren ersten Ableitungen ein- 

deutige und stetige Funktionen der Stelle (x y s) auf o> vor- 

stellen. Setzen wir: 

U = 0, 

3 0 
V = 0 

W=<P 
3 0 

so folgt: 

x! 0 

3y 

f  3 0\ 
2 32 0 32 0\ 

3/0 'r 3.0 J 

3 0 3 0 , . 3 0 3 0 / s 
^ 5 cos (m ?/) — r— -- cos 0 0) 3 X 3 y 3 x 3 8 

cos (re #) 

32 0 

3 x3y 
- ^ 3 * 0 1 

0 _ - : cos (re//) — 0 -—- cos («0) (10) = 0, 

oder : 

16) 

n (31 0 32 0 3a 0 \ 
J 0 cos (re *)  + - ^ COS (re y) + cos (re *)J d o> 

=yd j"  0* cos (re x) d o)+J 
OJ 

„3030 

3 re ^m’  

cos (% «.<:) 0o 

wenn wir: 

30 
17) 

0 3 0 3 0 
cos cos (re//) + cos {ne) 'n c'x ' ' 

1
 3 y s 3 

setzen. Auf diese Weise folgt aus 15): 

18) 

X = -ny j 02 cos (nx) d i 
^ CO 

3x3 n ( \3 x cos (nx) 00, 

analog Y und 0. 
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I\r. Die infolge einer Eigenschwingung eines 
Systems schwach kompressibler Teilchen auf jedes 
derselben wirkenden scheinbaren Kraftkomponenten 
sind durch die Formeln gegeben: 

19) 

X = - 9°S[  U U„  - -1 { U2 F V2 F W2 f iu2&} cos(»æ)]dm, 

Y= -  ̂S [ y Un - \ { U2 F V2 + W2 + /I*  <I>}  cos (ny)] dco, 

Z = - e°S [_ WU„— 4 {IP F v2 + W2 + ,U2<P} cos(nF)] dm ; 

dabei ist 

20) 

ir — d<1> 
ü ~dx' 

21) Un = U cos (nx) -F F cos (% ny) F TK cos (wF) 

g e s e t z t. 

Wir können aus dem Sat/. IV einige Schlüsse ziehen, 
welche den sich für den Fall // = 0 ergebenden Resultaten1 ) 
einigermassen analog sind: 

Setzt sich das System aus einer Zahl n schwach kom- 
pressibler Teilchen zusammen, und bezeichnen wir die schein- 
baren auf die einzelnen Teilchen wirkenden Kraftkomponenten 
mit Xj Yj Zj (j = 1,2.. n), so ergibt sich für die Summen 

)l V u 

2jj xj: 1F Yj, Di Zj 
% � 1 1 

') A. Korn, eine mechanische Theorie der Reibung in kontinuier- 
lichen Massensystemen. Berlin, Perd. Dümmlers Verlag 1901, S. 130 ff. 
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ein einfaches Resultat; es ist, wenn man die Integrale über 
die Oberflächen (Oj der Teilchen in ein Integral über den 
Aussenraum a (den von der Flüssigkeit eingenommenen Raum) 
umformt: 

u dü d_V dW 

3 x 3 y 3 z 

ulE+vf. + w!" � 
3x 3 y dz 

u!U-rlr - 
dX dx 

w sw 
dx 

oder : 

analog: 

22) 

/il <I>  
d<I>  

dx 

Xj — 0, 
1 
n 

Yj = 0, 
1 
n 

Zj = 0. 
1 

Zusatz 1 zu IV. Der Schwerpunkt eines Systems 
schwach kompressibler Teilchen bewegt sich gleich- 
förmig in grader Linie. 

Für den Fall n — 2 folgt aus 22): 

I *, = -*,  
23) Yl=-Y' 

I X, = - X,. 

Zusatz 2 zu IV. Für die scheinbare Wechsel- 
wirkung zweier schwach kompressibler Teilchen gilt 
der Satz der Gleichheit von actio und reactio. 
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Für die Rechnung in speziellen Fällen ist eine andere 
Form der Gleichungen 19) für die Kraftkomponenten vorzu- 
ziehen. 

Wir verwandeln die Integrale Uber die Oberfläche co in 
Integrale über den Innenraum i des betreffenden Teilchens, 
dann folgt: 

analog Y und Z. 

Zusatz 3 zu IV. Die infolge einer Eigenschwin- 
gung eines Systems schwach kompressibler Teilchen 
mit dem Potential (T> auf jedes der Teilchen wirkenden 
scheinbaren Kraftkomponenten sind durch die folgen- 
den Formeln darstellbar: 

oder: 

24) X = J f0 (Je7, -p ,«2) J (I )7 cos (nx) d co 
U) 

X — y (/c2 -j- /t2) f 02 cos (nx) dœ, 
4 o) 

25) Y — y (le7 -j- ,u2) j*  <Z>2 cos (n y) d m, 
4 

Z=fn (7c* + fi7) J <7>2 cos (n s) d m ; 
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dabei bezeichnet le1 die der universellen Funktion <J> 
zugehörige Zahl, unter n sind nach vor die in das 
Innere der Flüssigkeit gerichteten Normalen der Ober- 
fläche co des betreffenden Teilchens zu verstehen. 

Für )i = 0 gehen alle diese Sätze in die früher1) abge- 
leiteten einfachen Resultate der Theorie der universellen 
Schwingungen über. 

Y. Abschnitt. 

Über die Wechselwirkung kugelförmiger, schwach kompressibler 
Teilchen infolge ihrer  Grundschwingung. 

§ 1. 

Wir nehmen zwei Kugeln vom Radius Ii‘ l) an und suchen 
bei beliebig vorausgesetztem u die universelle Grundschwingung 
derselben zu finden, d. h. eine mit ihren ersten Ableitungen 
eindeutige und stetige Funktion des Innen- und Aussenraumes 
(I>. welche im Unendlichen verschwindet, im Innern der beiden 
Kugeln der Differentialgleichung: 

1) A <I> + fc»{P = 0, 

im Aussenraume der Differentialgleichung: 

2) J cp — <], = o 

genügt. 

Von den Lösungen, deren nach unseren Existenzbeweisen 
unendlich viele existieren müssen, haben wir die mit kleinsten 
ifc* auszuwählen, um zur Grundschwingung zu gelangen. 

Unsere Aufgabe wird wesentlich erleichtert werden, wenn 
wir voraussetzen, dass der Radius II der Kugeln sehr klein 
gegen ihre Zentraldistanz g ist. Wir können dann nämlich 
eine Methode der successiven Näherungen zur Anwendung 

*) Vgl. S. 5G8, Anm. 1. 
2) Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass beide Kugeln den- 

selben Radius haben. 
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bringen, welche der Methode von Murphy für das Zweikugel- 
problem in der Elektrostatik analog ist : ') 

Es wird in erster Annäherung in der Kugel 1 und in der 
Nähe derselben:2) 

3“) 

(p 
e 

ausserhalb , 

sin Jc0 Ii  
sm]t'°r A 

sein (?•, Entfernung des variablen Punktes vom Zentrum der 
Kugel 1, lig die kleinste Wurzel der Gleichung: 

4) lc0 cos lig R -f- /t sin h0 R = 0), 

gerade so, als ob die zweite Kugel nicht existierte, und in der 
Kugel 2 resp. in der Nähe derselben: 

3k) 

p~ !n 2 

cp = c % � �   ausserhalb co9 , 
^ o 

e !'h sin hn r2 . 
= C - . , • in der Kugel 2 

sin lcn R ra 
h 

(r2 Entfernung des variabeln Punktes vom Zentrum der Kugel 2), 
gerade so, als ob die erste Kugel nicht existierte; c ist dabei 
eine Konstante, die willkürlich bleibt, so lange wir die gesamte 
lebendige Kraft der Schwingung nicht kennen, und wir haben 
— was schon aus Symnietriegründen folgt — das c für beide 
Kugeln gleich angesetzt. Wir müssen nun die Funktion (P 
genauer berechnen und setzen: 

!) Für den Fall // = 0 habe ich die Berechtigung der Anwendung 
dieser Methode ausführlich bewiesen (Communications de la Soc. Math, 
de Kharkow 1903) ; der Beweis lässt sich ohne Schwierigkeiten auch auf 
den allgemeinen Fall eines beliebigen g Schritt für Schritt ausdehnen. 

-) Man vgl. 111. Abschnitt, S. 43-1. 
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ce~ 
4“) fI> = ,, [- ll\, rin clor Kiigelfliiclie  (0J, h 

4l j) <Z> = —— 1/^, an der Kugelfläclie o>2, 
;   II 11 

5) k = ka -f E, 

wobei wir aussagen können, dass 

Glieder redits um so kleiner sein 

'1\ lP2 E gegen die ersten 

müssen, je kleiner ist; 
’ J o 

wir wissen übrigens nach den allgemeinen Existenzbeweisen, 
dass die Zahl k'1 und die Funktion <I> existieren, und dass <P 
mit seinen ersten Ableitungen im ganzen Raume eindeutig und 
stetig ist. 

Wir können I/1 auf coI nach Kugelfunktionen entwickelt 
denken : 

Ga) 'I\ = c, + cn cos {r 1 x) -f cI2 cos (V, y) -f c13 cos (V, z) 

+ • • • , an co,, 

ebenso W2 auf co2 : 

G1’) 'F2 = c2 + cn cos (r2 x) -\- c2i cos (r2 y) -f c23 cos (r2 .r) 

an m2. 

Tatsächlich wissen wir über die hier vorkommenden Kon- 
stanten c, c.j cn .. cn .... noch gar nichts, abgesehen davon, 

ce~-u  ̂
dass sie gegen ——— um so kleiner sein müssen, je kleiner 

11 

o 
wir werden aber zunächst so verfahren, als ob wir 

diese Konstanten kennen, mit Hilfe der Randwerte 4a), 4b) die 
Funktion <I> im Aussen- und im Innenraume bestimmen und 
nachträglich die Konstanten c1 c2 cu . . c2] . . .. E durch die 
Forderung berechnen, dass auch die ersten Ableitungen von <I>  
bei dem Durchgänge durch w1 und a>2 stetig bleiben müssen. 
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Unsere erste Aufgabe ist, die Funktion (I> des Aussen- 
rauines zu berechnen, die mit ihren ersten Ableitungen ein- 
deutig und stetig ist, im Unendlichen verschwindet und der 
Gleichung: 

7) A (ß — fi2 <P = 0 

genügt, bei den Randwerten: 

8a) '/'= j, +c1-F[c11cos(;'1.r)-|-c12cos(r 1»/)-f-Cj 3co.s(r,'$')| 
il  

+ • • • . an to,, 

cc~ •"  ̂
81’) </>= R +c2+Lc21cos(r2.«) + c22cos(r2y)i-c23cos(r,,^)i 

an tt)2. 

Die Lösung dieser ersten Aufgabe lässt sich mit Hilfe der 
Methode von Murphy1) erlangen: 

Wir bestimmen die Lösung <PU für den Aussenraum 
von co1 mit den Randwerten 8a): 

9“) <I\  
B 

u l:  
e — % " ’ 1 t e 

\c - 
% J — u lt 

B + 0 

B2 e~i‘' 1 1 +,«r, 
e-)iu r~ l-\-,uB ){cncos(r1a:) + D2cos(r12/) 

+ c13cos(rre-)} 

die Lösung <Pn für den Aussenraum von a>., mit den 
Randwerten 8b): 

9b) (K •> — u lt l X 
B‘ l e "’ 2 1 [ir 2 , / \ I / s 

7- „  u • ”  W - • 1 JIM » K»cos te*) + cn cos (rsy) rl 1 -j-/.iB 

+ c23cos(r2^)}4 ; 

') Man vgl. /. B. A. Korn. Lehrbuch der PotentiaHheorie, L Hd., 
S. 354 ft*. Berlin 1S3D. 



A. Korn: Über Erweiterung des Ornvüationsgesetzcs. 575 

hierauf die Lösung 0I2 für den Aussenraum von a>, mit 
den Randwerten (— 091) an o\, also mit den Randwerten: 

2 R e-ee 
!(,.) '!% „=-c    jry,!" � -e, »n», 

und die Lösung 022 für den Aussenraum von o>2 mit den 
Randwerten (— 0n) an co2, also mit den Randwerten: 

/»—/«*• 1 R — 
] 0 '<) 022 = — c - -     u % � - - - ex an w2 

72* 
hei Vernachlässigung von Grössen, die gegen c-„ 

L' 
klein sind, und so fort, dann wird: 

0 = 0n + 021 + 0,2 + <K 2 + % � % � • 

die gesuchte Lösung darstellen, und es ist leicht zu übersehen, 
dass wir bei unseren Vernachlässigungen die Reihe nach den 
vier ersten Gliedern abbrechen können: 

11 ) <[>  = + ,]> -n + ^12 + ^22- 
Es ist nur noch notwendig, die Funktionen 0,2 und 02., 

aus ihren Randwerten 10a), 101’) zu berechnen. 

Verstellt man unter o die Entfernung und Richtung: 

Zentrum der Kugel 1 — > Zentrum der Kugel 2, so hat 
man an ro2 : 

= YQl -j- É1 -j- 2 U g cos (r2 g), 

ß—t‘e . R 
r = o {!  — -(!+ ,« 2) cos (r2o)},  

unter Vernachlässigung kleiner Glieder höherer Ordnung, und 
analog an : 

>\ 2 = VQ* -f- R* — 2 11 g cos (r2 g), 

£ — > 2 £ — /‘  î? JJ 
r = —— U + o 0 + Q) COS (V, Q)\ , 

so dass wir die Randwerte 10a) und 10b) auch so schreiben 
können : 
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12a) <I\2 = — (c + -c.^j  6 - — (1 + u Q) COS (r, o), 

12'0 ^2=-(c + e~
c. 

somit : 

13!1) 
"V, = 

.ft c-."ri 
>• ' /. -7-0 

C- -- + ^ 0 + /' e) cos (r2 Q) , 

77 
c -H ~-17Ti c-2 

(fin <»,), 

i n) cos (r2 

(an co2), 

1 -|- /( r e ' 

13 b) 

77 e 
'^*22 Z ' n-u It ( C ~t~ „ - /(/( C1 

77 e_“ i 

<? 

773c 1 -f /.i r2 e '"'2 . 
oW; l+/<77 e-u,‘K ' • v 2 

Wir bilden nun nach 11), 9) und 13) die Funktion 0; 
wir werden dieselbe in der Nähe der Kugel 2 in der folgenden 
Gestalt darstellen können: 

0 = 

77 e-’ 1 r e~',/( . ) 
ê T,R--~ \C~~R~^C'\ 

, 77 e-.,,r2 I e~tlR , i 
+F»-—{«• it + 7 

77a G~‘U> 2 1 f x / v . . . 

+ ~-7T/i ’ • 1+|{J>1C21cos(»s*)+622cos(»Jÿ)+cfflcos(r,,?)} 

77 c e_">i. e-.«e 
1* n /? “  /< ^ 

R e~ "’2 / 77 
r„e-" u \ 1 e~"A 1 

773c 1 +/<>', c "'2 n , s / % 
+ .,2-, , T, ' -IW (' + /' f) co« (' .Pi 

£T > i 1 + ,M 77 e /'% “  

oder, da wir wieder: 
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e —/<£> 

O 
1 2 (1 K Q) COS (r2 Q) 

setzen können, in der Nähe der Kugel 2: 

r II e~i‘ru e~'lB , t 
0 =   \C - r. + C,\ 

14 a) 

e - % “ 11 r2 \ R 

It !2 e~/'r2 1 + ur 
+ e- u li  rz 2 -I , r~j, K, COS (rs x) -j- c22 cos (r2 y) 1 —j— /1 h 

+ c23 cos (ra 5)} 

R 
+ (1 ~ ri-Kii  ) ( c + K-nlt C1 

e-t‘B 
p 

c cos s_(r^e~^e f _ (1 +,« r s) ») 
l+WJr ^(1 + !-tR)e-'iii  r 

Analog in der Nähe der Kugel 1: 

14b) 

0 
i? ( e~t'R , i 

 r, (‘TT+'O n — U li  

IR 
+ e->‘Ä 

1 — 

e - • ‘  ’! 1 +/tr, 

r'i  , , „P{ C11 cos(V,«) + c12cos(r,y) 
I  -p [À -il  

+ cn cos (r, *)}  

Re~"r  0- R 
,H C* 

+ 
c cos (r2 o) e ' A-, N C i?3 (1 + «r.) c-/‘rn 

8 3- 

Unsere nächste Aufgabe ist, 0 für die Innenräume von 
cu, und co2 bei den Randwerten 8a), 8b) zu berechnen. Wir 
führen zu diesem Zwecke statt der Konstanten 

h Wir lassen die Konstante 
_JJ_c C-2'"B 

(f'e-'R1 

fort; dieselbe würde sich bei Berücksichtigung von 03 und 03 übrigens 
von selbst fortheben. 

1903. Sitzungsb. d. matli.-pbys. Kl.  39 
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C.) C.>« CQO C.yn 

die neuen Konstanten 

p ri  p p 
^11 ^12 °13 

^22 ^23 a,  a 
durch die folgenden Relationen ein: 

15a) 

c e 

O 

— fl li 

7? 

15b) 

c e — //. R 

+ Cj = C\ sin Je II, 

cn = Cn (sin Je R — Je R cos Je R), 

cI2 = C'j2 (sin Je R — Je R cos Je R), 

c13 = Cn (sin Je R — Je R cos Je R) ; 

+ c2 = C2 sin Je R, 

cn — (721 (sin Je R — Je R cos Je R), 

c22 ----- C22 (sin Je R — Je R cos Je R), 

c23 = ^*23 (si11 h rt — 7c R cos Je R) ; 

dann ist im Innern von 

R 

16a) 

<I> = C. H sin Je r. 
ri 

R1 

+ —(sin7cr1-7cr1cos7cr1)(6']1cos(r]:»)+G'j2cos(r1?/)4-6,
]3cos(r1£)), 

im Innern von eo2: 

16b) 

([> = C2 — sin Je r2 
r2 

RÏ 
+ -jj- (sin 7er 2- 7er2cos 7cr2)(C'21cos(r2æ)+6'22cos(r2«/)+6'23cos(r2^)). 

Die Gleichsetzung der normalen Ableitungen von <I> innen 

und aussen an mt und co2 wird uns nun Relationen liefern, 

durch welche die Verhältnisse der 

(< ri ( I fi fi fi fi fi 
yl w2 11 12 w13 W21 ^22 ^23 
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und die Konstante Je bestimmt werden, wobei wir uns der 

Tatsache bedienen können, dass 7c von lea nur um Grössen ver- 
U 

schieden ist, die um so kleiner werden, je kleiner — ist. 

§ 4. 

Bezeichnen wir mit n die äussere Normale von C/J, bezw. 
co2, so ist an oo2 nach 16b) : 

17“) 

301 C 
— * sin 7c E + 7c C9 cos 7c E dnU E ' 2 

— ~ (sin IcE—7c E cos 7c E) (G'21cos(r2 x) -j- G'22cos(r2 y) 

+ G'23 cos (r2 z)) -f- 1c1 E sin 7c E (G21 cos (r2 x) 

+ C22 C0S 0*2 y) + C23 C0S (r2 *))  % � 

und nach 14a) 

! 90 

9 w 

17 b) 

= — ÿ (! + /t E) sin 7c E 

E 
(sin 7c E — 7c E cos 7c E) (C21 cos (r2 x) 

+ G'22 cos (r2 y) + G23 cos (r3 ^)) 

+ ~4 T e-J/i 

: (1 + /< Ji) sin 7c R 

3G'jJ7e /,s(l + /te) . , n r . 
- *-  — sin 7c 17 % � cos (r2 o); 

in der letzten Zeile rechts konnten wir für c bei unseren Ver- 
nachlässigungen 

G'j E . 
—-—Tr sin 7c E 

setzen. 

Aus der Gleichung: 

01 
18a) 

3 n L 

3 0 
Si» a 

an co„ 

ergeben sich die folgenden 4 Relationen: 
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19a) C.2 (7c cos 7c 77 + !l sin ^ -77) = Cj 
e~'ie 1 -f juB . 

R sin 7c 77, 

_ 9/7 cos(pa;) e-/‘c (1 + /.tg) 
lv °2i d 0ä ‘ e~'lR ' 

OA»X 7.Î /, _ _ Q /7 cos_(e +) e “ (1 + + g) 
7 k +2 - d 04 ' g-/iR > 

Q =  _ g £ cos (gf _) _ e~/le(l + /< _g). 
23 1 O ^ C ~ ^ ’ 

analog folgt aus der Gleichung: 

1 8b) 

dass: 

3 I>  ; 3 <P 

3n\i \dn\a 
an w. 

19 b) C'j (7c cos 7c 77 -j- ju sin 7c II)  = C2 % � 
1 + ,» 77 

t — 2 /< /f sin 7c 77. 

20b) 

**<?„  = +3<7,- “  
~ COS (£>#) (1 -f- [A Q) 

> — « /£ » 

7c>C12 = + 3C2—- 
cos (o ÿ) e-/'? (1 -|- 7« £>) 

Ä* 6- = , g c cos (g *) _ e~/,g(l + /<g) 
13 "T 2 2 ’ ß-/*Ä 

Die 8 Gleichungen 19), 20) bestimmen 7c und die 7 Ver- 
hältnisse: 

p • p % � p % � p % � p . p . P . p L/j . 02 . (vn . 0]2 . Cy]3.021.022.023. 

§ 5. 

Aus 19a), 19b) folgt für 7c die Gleichung: 

(7c cos 7.’ R + ,» sin 7c 77)J = e-/‘+l  + ,»77) . 
sin k R 

Q % � e — u lt 

oder : 

21) 7c cos 7 77+ 7* sin 7c 77 = ^-^^+  ̂sin 7c 77. D 7 1 ^ or'1" ' 

1) Wir wählen das Vorzeichen so, dass 6j und C2, die ja nahe 
gleich sein sollen, gleiches Zeichen haben. 
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Wir setzen liier : 
22) k = k0 + E 

ein, bedenken, dass E gegen 7"0 klein ist und dass: 

23) kn cos ltn 77 n sin k0 77 = 0, 

und erhalten in zweiter1) Annäherung: 

E {cos7'0 Ii  — 7i'0 11sin Jc0 R -j- u Rcos/ % „  R\ —   ~ 1* ~ • sin 10 77, 

oder : 
e-i‘0 l'n 1 -f ju R 24) 7? = 

Q n (]cl -f /i2) 77 

Es wird ferner nach 19a), 19b) 

25) Cx = C2 ~ C, 

und hierauf nach 20a) und 20 b): 

n „  Q ncos (? *) e~" (1 + , u  Q) 
° o2 I e ! 

n _Qncos ( oy) + ju  Q) 
" I2 e2 7c2e-/<" ’ 

r, _ o r  cos (G P e~!“ J P + 7g) 
13 ~ ° »» ' 7-2 ; 

r _ qncos (p*) e-"e(l -{-  ,(t o) C21 _ - 3 7 -J ’ 

n _ g^cosfeP e_"e0+/lP G2a--3G • 

26a) 

26b) 
O 

/ ?   o / ' Ci? P ® ^ ' (1 “h 7 (?) 
23 ~ O2 We-vK % � 

Wir können jetzt sogleich die Werte von <I> an coj und o>2 

bilden : 

27a) 
( = C', sin k R + (sin 7- 77 — 7- 77 cos /,• 77) (6'n cos (r, x) 

\ + cos pj y) -j- Cj3 COS (I-J p), an co, ; 

0 In erster Annäherung ist 7 = 0. 
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(p=Csml:R-\-3C- 

<P — C sin lv It — 3 6' L/ 

an ro2. 

Wir können jetzt leicht mit Hilfe der Formeln des Zu- 
satzes 3 zu IY (S. 570 und 571) die scheinbaren Kraftkom- 
ponenten berechnen, welche auf jedes der beiden Teilchen in- 
folge der Grundschwingung wirken. 

Es sind nach diesen Formeln die auf das Teilchen 2 
wirkenden scheinbaren Kraftkomponenten : 

Setzen wir hier für (P den Wert 28b) ein und bedenken, 
dass : 

X2 — Y (Je2 -j- iP) J 'P2 cos (n x) d CD , 
(On 

29) Y2 = — (1P iP) J* <P2 cos (n y) d w, 
Mn 

Z2 = (là + /P) J* cos 0 e) d o>. 
4 Wo 

J* cos (n x) d co = 0, 

30a) J cos (n y) d œ = 0, 

J* cos (n z) d o) = 0 ; 
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30” ) 

j*  cos'l(nx)dco =  § cos* (ny)dm = j*cos?(nz)dco= ~ R*, 
o) 2 C02 C02 O 

J cos (n y) cos (n z) d m = 0, 
o>2 

j*  cos (n z) cos (n x) d CD =  0, 
o>2 

J cos (n x) cos (« y) d m — 0, 
o>2 

so folgt : 

31“) 

V— o «»s (ox)  ̂-A.0     a  , 
Q‘ 

e re{\ +/<e), 

cos (p y) , . 1 (1 -4- u p) , 

0 cos (o :— ^,2 v“ ' o- na za=- e-^(l + HQ), 

wo n2 einen positiven Faktor vorstellt, der von der gegen- 
seitigen Lage der beiden Teilchen ganz unabhängig ist; analog 
sind die auf das erste Teilchen wirkenden scheinbaren Kraft- 
komponenten : 

31b) 

„ „ COS (p x) 
\1—a — e /e(l + ^e)> 

Tr „cos (py) , . 
r i = a \ (1 + ü e). 

z,= 
p 

COS (p z) 
e~tlß (1 + /4 e); 

p bedeutet stets die Entfernung und Richtung: 

Zentrum der Kugel 1 —> Zentrum der Kugel 2. 

V. Zwei schwach kompressible Teilchen mit der 
Zentraldistanz p üben infolge ihrer universellenGrund- 
schwingung aufeinander eine anziehende Kraft: 

32) P = a2 e ^0 + Pg) 
p2 

aus, wenn das Zwischenmedium derart mit Absorption 
begabt ist, dass das Geschwindigkeitspotential <p des- 
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selben nicht der Laplaceschen Gleichung, sondernder 
Differentialgleichung: 

33) A cp — /i2 cp — 0 

genügt. Dabei ist « von der gegen - eine positive, 

seitigen Lage der beiden Teilchen unabhängige Kon- 
stante, und es werden rechts in 32) Glieder vernach- 
lässigt, welche gegen das erste Glied von der Ordnung 
R adius der T ei 1 chen 

klein sind. 

Denken wir uns 2 Gruppen von Teilchen vom Radius B, 
von denen die eine nv die andere n2 Teilchen enthält, so dass: 

n, : n., = mi : m2, 

wenn mx und m2 die Massen der beiden Gruppen bezeichnen, 
so ist [entsprechend der Formel 32), die man ohne Schwierigkeit 
für die Wechselwirkung zwischen je zwei Teilchen eines aus 
beliebig vielen Teilchen zusammengesetzten Systems erhält, 
wenn nur der Radius 11 gegen die Zentraldistanzen klein ist] 
die Anziehungskraft zwischen den beiden Gruppen 

34) P12 = /?* », n. 
e "s (1 -j- fi g) 

wo ß2 eine von der gegenseitigen Lage der Teilchen unabhängige 
positive Konstante ist und g den Abstand der beiden Gruppen 
bezeichnet, unter der Voraussetzung, dass die Distanzen inner- 
hall) der einzelnen Gruppen gegen g klein sind. 

Da nun schliesslich: 

35) 

so folgt aus 34) : 

36) = Gr in. m9 
c ,no (1 -j- fi  ß) 

wo fl eine positive, von der gegenseitigen Lage der Teilchen 
unabhängige positive Konstante vorstellt. 

Die Formel 36) stellt das erweiterte Gravitations- 
gesetz dar, welches ich durch diese Untersuchungen 
auf eine mechanische Grundlage zurückzuführen ver- 
sucht habe, 
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Schlussbemerkung. 

Die Theorie der Gravitation, welche sich auf die Theorie 
der universellen Schwingungen stützt, wurde von mir ursprüng- 
lich unter der einfachst möglichen Annahme ausgearbeitet, 
dass sich das Zwischenmedium, welches die Wirkungen von 
einer Masse auf die andere vermittelt, wenigstens in bezug auf 
rasche Schwingungsbewegungen genau so verhält, wie eine 
ideale, inkompressible Flüssigkeit, d. h. dass das Geschwindig- 
keitspotential einer universellen Schwingung in dem Zwischen- 
medium der Gleichung: 

genügt. Diese Annahme führt zu dem Gravitationsgesetz in 
der Newton’schen Form, zu einer Anziehungskraft zwischen 
zwei Massen m1 m2 in der Entfernung r:  

wo f eine positive Konstante vorstellt. 

In dieser Abhandlung haben wir zwar auch noch ange- 
nommen, dass das Zwischenmedium den hydrodynamischen 
Gleichungen folgt, dass aber eine gewisse Absorptionsfähigkeit 
des Zwischenmediums vorhanden ist, infolge deren das Ge- 
schwindigkeitspotential der universellen Schwingung nicht der 
Laplace’schen, sondern der folgenden Differentialgleichung zu 
genügen hat : 

wo /t* eine positive Konstante vorstellt. Diese allgemeinere 
Annahme führte zu einem verallgemeinerten Gravitationsgesetz, 
zu einer Anziehungskraft zwischen zwei Massen m2 in der 
Entfernung r:  

O 

A cp — 0 

38) 

39) J f/ ' — U2 Cf = 0, 

40) 
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wo 

41) fi =  Y? 

zu setzen ist. 

Es bedarf kaum des Hinweises, dass auch bei dieser 
zweiten allgemeineren Annahme nur von einer mathematischen 
Abstraktion die Rede sein kann, welche in der Gleichung 

A cp % — fi2 cp = 0 

ihren analytischen Ausdruck findet. 

Es erhebt sich die Frage: Wenn sich das Zwischen- 
medium etwa auch, wie ein schwach kompressibles Medium, 
verhalten würde, ähnlich wie die eingebetteten Teilchen, nur 
viel schwächer kompressibel, wie wird sich das Gravitations- 
gesetz in diesem Falle abändern? Wir wollen hier zunächst 
bemerken, dass in diesem Falle die Ausschliessung jeg- 
licher Absorption des Zwischenmediums für die universellen 
Schwingungen zu absurden Folgerungen führen würde. 

Das Geschwindigkeitspotential einer universellen Schwin- 
gung müsste in diesem Falle im Zwischenmedium der Gleichung: 

42) A cp -j- K2 cp = 0, 

in den eingebetteten Teilchen der Gleichung: 

43) zl<p-j-Z;a9? = 0 

genügen, wo K2 eine gegen /i*  kleine Konstante vorstellt und 
K2 

die kleine Zahl 2 als bekannt vorausgesetzt wird. 

In dem einfachsten Falle der Grundschwingung eines kugel- 
förmigen Teilchens muss dann cp von der Form sein: 

sin 1: r 

44) 

' 1 9 cp = a sin -y 2 Ti  ̂

cp- = sin — 2 .1 

in dem Teilchen, 

ausserhalb, 
cos Kr sin Kr 

ß-r- + ' r 
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und wie immer ß 
wird für 

und y sich bestimmen mögen, 

K$Q 

in jedem Falle 

die lebendige Kraft im Aussenraume: 

unendlich; genau dasselbe gilt für jede beliebige Oberschwingung. 

Universelle Schwingungen sind nur möglich, wenn 
das Zwischenmedium entweder ideal inkompressibel, 
oder kompressibel und absorbierend angenommen wird. 

Der allgemeinste Fall der gleichzeitigen Kompressibilität 
und Absorptionsfähigkeit findet darin seinen analytischen Aus- 
druck, dass das Geschwindigkeitspotential cp einer Differential- 
gleichung von der Form genügt: 

45) A cp + ß 
3 cp 

a7‘ 

Wenn cp das Geschwindigkeitspotential einer universellen 
Schwingung sein soll, muss : 

46) cp = <I\  cos — 2 n -j— (I\ sin \ 2 n 

sein, wo T eine ausserordentlich kleine Zeitdauer vorstellt, und 
(I\ (I>2 Funktionen von x, y, t, deren Ableitungen nach t 

nicht von der Ordnung -= gross sind. In dem einfachsten Falle 

der Grundschwingung eines einzigen kugelförmigen Teilchens 
ergibt sich dann durch bekannte Rechnungen,1) dass cp im 
Aussenraume von der Form sein muss: 

47) cp = c • cos f 2 TI — K r -(- , 

*) Man vgl. z. B. Riemann-Weber, Die part. Dfïgl. cl. math. Phys. 
Braunschweig 1901, 2. Bd., p. 312 und 322 ff. 
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wo c und ô beliebige Konstanten vorstellen nncl //, K den 
Gleichungen genügen :*)  

Damit die äussere lebendige Kraft endlich sei, muss /t 
positiv, also : 

50) fi = Y /t21 

sein, und — da ß stets positiv ist — auch: 

51) K = 1Œÿ 

wegen der zweiten Gleichung 48). 

fi und K müssen ausserordentlich klein sein, so, dass, 
wenn z. B. Q eine Entfernung innerhalb des Sonnensystems 
vorstellt, auch 

a Q und Ko 

noch ausserordentlich kleine Grössen darstellen. 

Wie nun dem Geschwindigkeitspotentiale 

0 Derm es ist: 

A rp — c ——— |t“2 — 7t2) cos ( 2 .T — k r -f b 

— 2/1 K sin ( y 2 .1 — kr-\- ô 

dt2 

Rdcp — ßTt -% � 

2 .T\ 2 

“^ 72=- Wn n ' c — 7 cos -=7 2-T— kr + 8), 1 

2 7t e~,lr % � 
-f'ß-c —j- 8111 2 jt — 1er-\-S 
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cos I ^ -f <5 ) 2 n 

eines kugelförmigen Teilchens die Anziehungskraft: 

dem Geschwindigkeitspotentiale 

c cos 
r 

t 
-(-<5)2 n 

eines kugelförmigen Teilchens die Anziehungskraft: 

e-no 

Q 

zwischen 2 Teilchen ml m2 in der Entfernung g entspricht, so 
ergibt eine völlig analoge Betrachtung, dass dem Geschwindig- 
keitspotentiale 

P -  /<  r ff  
c —— cos ( ÿ 2 7i — K r <5 

eines kugelförmigen Teilchens die Anziehungskraft entspricht: 

52) G- = — m m2 [/',   cos Kg f2   sin Koj, 
d g ( 1 g 6 ) 

wo f\ und f 2 gewisse universelle Konstanten (im besonderen 
f\ > 0) vorstellen. 

Die Formel 52) stellt das allgemeinste Gravi- 
tationsgesetz dar, wenn wir die Theorie der univer- 
sellen Schwingungen zu gründe legen und das Zwi- 
schenmedium zugleich sehr schwach kompressibel und 
absorbierend voraussetzen. 

Freilich ist noch zu bedenken, dass wir dabei Glieder 

vernachlässigen, welche gegen 6r0 von der Ordnung — 

/.Radien der Teilchen 
\Entfernungen der Teilchen 

klein sind. 
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Die wirkliche Anziehungskraft ist: 

53) Gr = 6r0 -j“  Gr, -j- Gr2 -)-•••, 

li ( Ii\  
wo Gr, Gr2 . . . gegen Gr0 von der Ordnung —, ( j ... klein 

sind. Wenn wir eine weitere Annäherung, etwa durch Hinzu- 
nahme von Gr,, ZU erreichen wünschen, können wir, solange 
/< g und K g noch kleine Grössen sind, für die Berechnung 
von Gr, grade so verfahren, als ob das Zwischenmedium eine 
ideale Flüssigkeit wäre. Ich gedenke, auf die Berechnung 
von Gr, auf Grundlage der Theorie der universellen Schwin- 
gungen bei einer späteren Gelegenheit zurückzukommen. 


