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Uber den Ursprung der durchdringenden
atmosphirischen Strahlung.
Von R. Seeliger.

Vorgelegt von A. Sommerfeld in der Sitzung am 9. Februar 1918.

Inhaltstibersicht: § 1. Einleitung. §2. Das Beobachtungsmaterial. §3. Die
Problemstellung. § 4. Abhiingigkeit der Jonisation von der Hohe;
Bestimmung der Absorption. § b. Zusitze und Ergiinzungen (Erd-
kriimmung, Richtungseffekt). § 6. Die Streuung der Strahlen.
§ 7. Bestimmung der Aktivitit. §8. Zusammenfassung der Resultate.

§ 1. In ihrem vorziiglichen Buch iiber die Radioaktivitiit
haben St. Meyer und von Schweidler?) eingehend auch den Ur-
sprung der dauernden schwachen Jonisierung diskutiert, welche
die Gasfiillung allseitig geschlossener Gefifie zeigt. Sie finden,
daB dieselbe sich zusammensetzt ans sieben Summanden, von
denen sechs sich zwanglos erkliren lassen durch die jonisie-
rende Wirkung der Strahlungen radioaktiver Substanzen, die
im Jonisationsgefifi selbst und in dessen Umgebung vorhanden
sind; abziiglich gewisser Unsicherheiten hinsichtlich der Kon-
zentration der Thor- und Aktiniuminduktionen ergibt sich der
Betrag der beobachteten Jonisierung qualitativ und quantitativ
aus den bekannten Konzentrationen strahlender Substanzen in
den irdischen Korpern (Gefilimaterial, feste KErdrinde, Atmo-
sphiire usw.) und aus den ebenfalls bekannten Eigenschaften
dieser Strahlungen. Anders liegen jedoch die Verhiltnisse be-

1) St. Meyer und v. Schweidler: Die Radioaktivitiit (Teubner 1916),
S. 472 ff.
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2 R. Seeliger

ziiglich des siebten Summanden, dessen Deutung sich nicht,
wie die der iibrigen, auf bereits Bekanntes zurtickfiihren lift;
man deutet ihn, in erster Linie veranlafit durch die Ergeb-
nisse einiger Ballonhochfahrten von Hef, Kolhorster u. a. als
die Wirkungen einer y-ihnlichen Strahlung bisher unbekannten
Ursprungs, der sogenannten durchdringenden Strahlung. Um
deren Herkunft erkliren zu konnen, sah man sich nun zu
Hypothesen gezwungen, die nicht nur geophysikalisch, sondern
auch rein physikalisch hinsichtlich der Eigenschaften der emit-
tierenden Substanzen und der Strahlung selbst das grifite In-
teresse beanspruchen konnen, worauf besonders v. Schweidler
in einer grundlegenden Arbeit hingewiesen hat'). Die Unter-
suchung v. Schweidlers weiter zu fithren und namentlich die-
selbe mathematisch tunlichst exakt auszuarbeiten, schien mir
nun wiinschenswert, um ein Urteil dariiber zu bekommen, in-
wieweit die Tatsachen zu derartigen Hypothesen wirklich zwingen
und um gewisse Richtlinien fiir die weitere Erforschung der
durchdringenden Strahlung zu erhalten.

Wihlt man die Wandstirke des Jonisationsgefifies ge-
niigend grofi, so dal von aufien kommende « und j Strahlen
abgehalten werden und nur y Strahlen durchzudringen ver-
mdigen, so kommen als Jonisatoren aufler den Strahlungen des
GefiBes und der Gasfiilllung selbst bzw. der auf dem Gefili
sitzenden Induktionen nur y Strahlen in Betracht, welche aus
dem AuBenraum des Gefiies stammen; die Gesamtwirkung der
ersteren (die von der Grokenordnung 10 Jonen pro Sekunde
zu veranschlagen ist) kann im stationiiren Zustand als eine
Konstante des Apparates betrachtet werden, so daf wir uns im
folgenden also lediglich um die letztere zu kiimmern brauchen.
Beobachtungen im Freiballon und im Gebirge haben nun ge-
zeigt, daf diese cet. par. abhiingt von der Lage des Jonisations-
gefiBies im Raum, d. h. von der Hiohenlage desselben iiber dem
Meeresniveau, und es ist gelungen, sie nicht nur qualitativ als
Funktion der Hohe, sondern auch quantitativ zu bestimmen.

1) v. Schweidler, Festschrift fiir Elster und Geitel 1915, S. 411,



Uber den Ursprung der durchdr. atmosphiir. Strahlung. 3

Unter der obigen Annahme, daf der hier interessierende Anteil
der Jonisation herriihrt von einer von aufien in das Jonisations-
gefiif eindringenden Strahlung, lilit sich dann das Problem
folgendermafen formulieren: Gegeben ist die Anzahl von Jonen-
paaren, welche in der Volumeinheit des Fiillgases pro Zeit-
einheit erzeugt werden, und zwar ist diese Anzahl gegeben
als eine Funktion des Orts; gesucht sind die riumliche Ver-
teilung und die Ergiebigkeiten der Strahlungsquellen im Aufien-
raum und die Eigenschaft der durchdringenden Strahlung, d. h.
vor allem der Absorptionskoeffizient und die Gesetze ihrer Aus-
breitung im Raum. Damit ist die Problemstellung absichtlich
moglichst formal, #hnlich etwa den Problemen der Potential-
theorie, gegeben; ein zweiter Schrith erst wird es dann sein, die
erhaltenen Lisungen physikalisch zu interpretieren und an sie
Hypothesen iiber die Natur der Strahlungsquellen anzuschliefzen.

§ 2. Die erste Aufgabe ist es natiirlich, das Beobachtungs-
material daraufhin zu diskutieren, was wir an demselben als
gesicherte Kenntnis betrachten diirfen. Wie wir bereits be-
merkten, hiingt die Jonisation ab von der Erhebung des Beob-
achtungsortes iiber das Meeresniveau; die ganze Sachlage be-
dingt nun, daB die experimentelle Untersuchung gebunden ist
an die Moglichkeit, im Freiballon zu beobachten, und dies
wiederum ist der Grund, warum bisher nur eine geringe Zahl
von Messungsreihen uns zur Verfigung steht. Jedenfalls ist
es notwendig, nachdriicklich auf den geringen Umfang des
vorhandenen Beobachtungsmaterials hinzuweisen, um vor einer
Uberschitzung der quantitativen Seite desselben bewahrt zu
bleiben. Andererseits aber ist es immerhin schon heute bei
vorsichtiger Interpretation méglich, gewisse Daten als sicher
gestellt anzunehmen und auf ihnen einige das Prinzipielle ohne
Zweifel treffende Schliisse aufzubauen. Wenn wir nun alle
hypothetischen Elemente a priori tunlichst ausschalten wollen,
ist es unbedingt erforderlich, jene Daten herauszuschiilen; eine
gewisse Schematisierung der Beobachtungsergebnisse unter Her-
vorhebung der wichtigen Punkte ist allerdings notwendig, aber
sie diirfte zuniichst fur die Theorie nur von Vorteil sein.

1#



4 R. Seeliger

Wir charakterisieren die Intensitit der jonisierenden Strah-
lung in der iiblichen Weise durch die Anzahl ¢ von Jonen-
paaren, welche pro Volum- und Zeiteinheit in Luft von Atmo-
sphiirendruck erzeugt werden. Die Beobachtungen haben dann
zweierlei Angaben zu liefern; die der ersten Art sind quanti-
tativer Natur und geben jeweils den Zahlenwert von ¢ an,
die der zweiten Art sind funktioneller Natur und geben ¢ als
Funktion der Hohe. Beide sind fiir die Theorie von gleicher
Wichtigkeit, beide aber kinnen aus den Beobachtungen nicht
direkt entnommen werden, sondern erst nach einer Reduktion,
die mit einiger Unsicherheit behaftet ist. Was man niimlich
direkt mift, ist die Gesamtjonisation ¢ i der Volumeinheit
des Fiillgases, die sich zusammensetzt aus dret Teilen, nimlich
aus 1. der gesuchten, d. h. in die Theorie eingehenden Volum-
jonisierung ¢ durch die iuBere Strahlung, 2. der bereits be-
sprochenen und sozusagen als Apparatkonstante aufzufassenden
Eigenjonisierung ¢, des Jonisationsgefifies und 3. der Joni-
sierung ¢, durch die von der dulleren Strahlung in den Winden
des Gefiiies ausgelisten Sekundiirstrahlen. Ks ist also

(L)- =1q + q, + q,- 1)
Der Teil g, lifit sich, wie verschiedentlich gezeigt wurde?),
exakt bestimmen und ist fiir denselben Apparat in der Tat
konstant, so daf er also bei der Redukfion des ¢ aus dem ¢
lediglich als additive Konstante auftritt. Wesentlich anders
liegt jedoch die Sache leider hinsichtlich des Anteils g,, welche
eine betrichtliche Unsicherheit in jene Reduktion hereinbringt.
Man wird im allgemeinen annehmen Lkonnen — es hat darauf
wohl zuerst Linke hingewiesen?) —, daf g, proportional ¢ 1st.
Setzt man g, = aq, so wird Gl 1)

1

Die GroBe des Proportionalititsfaktors @ wird nun nicht
nur von der Gestalt und dem Material des benutzten Jonisations-

7=

1) 7. B. Bergwitz, Festschrift fiir Elster und Geitel 1015, S. 585,
2) Linke, Meteor. Zeitschr. 33, S, 157, 510, 1916,



{Iber den Ursprung der durchdr. atmosphir. Strahlung. D
gefifies abhiingen, sondern auch von der Natur der primir
einfallenden Strahlen, d. h. von deren Durchdringungsfihigkeit.
In welchem MaB eine solche Abhiingigkeit besteht, 1iBt sich
allerdings kaum angeben, um so mehr, als wir tiber die Natur
der erregenden Strahlung a priori nichts aussagen konnen, son-
dern dies ja gerade erst auf Grund einer Diskussion der redu-
zierten Beobachtungsergebnisse tun wollen. Jedenfalls zwingt
nichts dazu, fir a etwa gerade den fiir die y Strahlen des
RaC gefundenen Wert *[; einzusetzen und man wird dem-
gemif; auf die quantitativen mit a ="1[s erhaltenen g Werte
kein allzu grofes Gewicht legen diirfen. Um ein Bild des
Finflusses der GroBe von @ zu geben, habe ich die Resultate
von Kolhérster!) reduziert mit « = 0,1 und a = 0,5 und das
Ergebnis in Fig. 1 dargestellt. Bedenkt man, daf die ange-
nommenen Werte von a immerhin einen bereits recht weiten
Variabilititsbereich umfassen diirften, so wird man aus dieser
Figur wohl abnehmen kénnen, daf die genannte Unsicherheit
der Reduktion die Gritenordnung und den Charakter des funk-
tionellen Verlaufs von ¢ kaum veriindern. wird, daB aber die
Yrrechnung exakter quantitativer Einzelwerte (wie dies z. B.
Hr. Linke loc. cit. getan hat) nicht als bindende Unterlage
fiir eine Theorie angesehen werden kann.. Dazu kommt nun
aber noch ein weiterer Punkt, der immerhin einiges Bedenken
erregen kann und mindestens zur Vorsicht mahnt. So lange
a konstant ist fiir alle Héhen, aus denen Beobachtungen vor-
liegen, wird der Charakter der reduzierten g Kurve durch die
GroBe von a in wesentlichen Punkten nicht beriihrt; es ist
dann z. B. das Verhiiltnis zweier ¢ Werte fiir zwel verschiedene
Hohen ganz unabhéingig von « XEine solche Abhiingigkeit
wird aber eintreten, sobald « nicht mehr riumlich konstant
ist; so z. B. verliuft die von Linke erhaltene ¢ Kurve in ihrem
oberen Teil nahezu linear, wiirde aber bei einer Zunahme von
a mit der Hohe gegen die « Achse konkav verlaufen und so
ihren Charakter in einem wesentlichen Punkt indern. Nun ist

') Kolhorster, Abh. d. Naturf. Ges. Halle, N. F., Nr. 4 (1914).



6 R. Seeliger

es allerdings nicht moglich, im einzelnen eine etwaige Ver-
fiinderlichkeit des a mit der Hohe abzuleiten; es liiit sich aber
immerhin aussagen, dai fiir homogene Strahlen a konstant ist.
Da andererseits fiir inhomogene Strahlen eine Filtration der-
selben in der Atmosphiire und damit eine Zunahme der mitt-
leren Durchdringungsfithigleit mit abnehmender Hihe eintreten
wird, -—— und zwar wie eine einfache Rechnung etwa fiir ein
von oben in die Atmosphiire eindringendes ,Spektrum® zeigt,
in recht betriichtlichem Maf — wird man eine Verinderlich-
keit des a jedenfalls a priori nicht von der Hand weisen und
bei der Bewertung quantitativer Schliisse aus den Beobach-
tungen nicht ignorieren kénnen.
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Es hat nun v. Schweidler in der oben zitierten Unter-
suchung eine andere Methode der Reduktion angewendet.
v. Schweidler macht allerdings von vornherein iiber die Eigen-
schaften und die Herkunft der Strahlen bestimmte Annahmen,
es ist aber bemerkenswert, dafi die von ithm und von Linke
erhaltenen Kurven fiir ¢ nahe zusammen fallen, wenn man
beriicksichtigt, dali die bet v. Schweidler mit g bezeichneten
Jonisierungswerte unseren (7 -+ ¢,) entsprechen und demgemiifs
jeweils etwa 83°[o von ihnen abzuziehen sind.
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Man kann nun aber trotz der eben besprochenen Unsicher-
heiten in der Reduktion gewisse wesentliche Aussagen iiber die
GroBe und den Verlauf der Jonisierung machen; exakt quan-
titative Angaben aus dem Beobachtungsmaterial zu entnehmen,
scheint mir zur Zeit noch nicht moglich zu sein und ist auch
vorerst nicht notwendig, da sich auch so schon recht brauch-
bare Unterlagen fiir die Theorie und Fingerzeige fiir die weitere
experimentelle Untersuchung ergeben. Fassen wir das Krgebnis
der obigen Diskussion zusammen, so konnen wir (unter der
Annahme der Homogenitiit der primiren Strahlen) als sicher
gestellt folgendes iiber die Grifie g aussagen. 1. Die Joni-
sation ¢ nimmt mit zunehmender Hishe rasch zu, und zwar
derart, daB diese Zunahme mit zunehmender Héhe jedenfalls

nicht kleiner wird, d. h. dak stets gleich oder gréer

d’q
dH?
Null ist. Im grofien und ganzen ist der Verlauf von ¢ also
jedenfalls charakterisiert durch Kurven der Art, wie sie in
Fig. 1 gezeichnet sind. 2. Wir kénnen aus diesen I{urven mif
hinreichender Genaunigkeit das Verhiltnis je zweier ¢ Werte
fiir zwei verschiedene Hohen entnehmen. 3. Die Absolutwerte
von ¢ sind der Griienordnung nach bekannt und fiir den Erd-
boden von der Grifienordnung 1. Auf diese Angaben also
wollen wir uns im folgenden im wesentlichen stiitzen und zu-
sehen, welche Schliisse sich aus denselben ziehen lassen.

§ 3. Wir nehmen an, im Raum seien Strahlungsquellen
verteilt, welche eine jonisierende Strahlung vom Absorptions-
koeffizienten 4 mit der Intensitit i aussenden. Wenn dann
die Strahlung bei ihrer Ausbreitung lediglich durch Absorption
geschwiicht wird, eine Strewung also ausgeschlossen wird, so
ist die Intensitiit derselben in bekannter Weise als Funktion
der KEntfernung von der Quelle gegeben. Wir setzen dem-
gemily fiir die Jonisation dq, welche von einem strahlenden
Volumelement dv in der Entfernung » herrithrt, an

i e

(1:/=4 Ao ——du. 3)

T /i



8 R. Seeliger

Die Bedeutung von i in diesem Ansatz erkennt man so-
fort durch eine Integration {iber den ganzen unendlichen Raum
um das strahleifde Element; es ist ndmlich

3 —Air
= szf? dv-dv = ido 4)
4 72

d. h. i ist die Anzahl von Jonen, welche die von der Volum-
einheit in der Zeiteinheit ausgehende Strahlung in dem be-
trachteten Medium iiberhaupt erzeugen kann. Im allgemeinen
Fall ist nun 2 eine Funktion des Ortes, d. h. es ist 2 =1,
f(x,y,2), worin f(x, ¥, 2) eine bekannte Funktion sein soll.
Dann ergibt also 3) fiir den im Jonisationsgefifi beobachteten
Wert von ¢ die folgende quellenm'dféice Darstellung :

----- fff i e——/ifdv 5)

und die Problemstellung lifst sich nun analytisch in Strenge
folgendermafien fassen. Gegeben ist g als Funktion des Ortes,
gesucht ist die Ergiebigkeit i und die Verteilung der Quellen
und der Wert von 7,. Fiir die uns hier interessierenden Fragen
vereinfacht sich nun die Sachlage insofern noch in formaler
Beziehung, als alle eingehenden Grofien nur Funktionen einer
Koordinate, niimlich der Héhe z iiber dem Boden sind. Wir
koénnen nidmlich in allen hier in Betracht kommenden Fillen
ohne Bedenken annehmen (vgl. S. 26 ff.), dafi alle Verhiltnisse
jeweils in horizontalen, der Erdoberfliche parallelen Ebenen
dieselben sind, d. h. daB ¢, ¢ und f nur Funktionen der ver-
tikalen Koordinate 2 sind. Eine einfache Uberlegung?) gibt
dann auf Grund des Ansatzes 3) die Beziechung 5) in der
folgenden Form

@ o>
n— N

” 2 . e .
q(;):—;‘fz(x)dxf — dn, 6 2)
0 L(z, 5|
worin zur Abkiirzung gesetzt ist

L(x,s)~fx(>d.a 6b)

1) Man vgl. eine Arbeit von Schrodinger, Wien. Ber. 121, 8. 2391, 1912,
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Diese beiden Gleichungen werden wir allem folgenden
zu Grunde legen. Der eingehenden Diskussion ist jedoch
noch eine Bemerkung allgemeiner Art iiber die Kindeutigkeit
der Losungen vorauszuschicken, deren Inhalt von ausschlag-
gebender Bedeutung fiir die Bewertung des Folgenden ist.
Es ist aus den Gleichungen 6) ohne weiteres ersichtlich, daf
die Problemstellung in obiger allgemeinen Form ganz unbe-
stimmt ist, und zwar aus 3 Griinden: 1. sind die Werte von
g nicht im ganzen unendlichen Raum 0 <& <o, sondern nur
in einem relativ kleinen Raumteil bekannt, nimlich in den
uns zugiinglichen Teilen der Troposphire. 2. ist nicht nur
die Funktion é(z), sondern auch der Wert von 7, (der auch
in L(z, &) eingeht) unbekannt. 3. endlich ist — worauf, so-
- weit mir bekannt, bisher noch nicht geachtet wurde, — eine
weitere Grofie unbekannt, die implicite in L (z, &) steckt, nim-
lich die Absorption der Strahlung in der strahlenden, rium-
lich verteilten Substanz selbst. Man wird diese durch eine
dem 2, analoge Konstante 4’ beschreiben und hat dann strenge
genommen mit der Komplikation zu rechnen, dak L(z, &) threr-
seits wieder Funktion von i(x) ist. A priori wird man jeden-
falls die Eigenabsorption der strahlenden Substanz schon des-
halb nicht vernachlissigen, weil erfahrungsgemifs die Absorp-
tion in einem Medium stark mit dem Atomgewicht desselben
ansteigt und wir iiber dieses nichts wissen, bzw. nicht von
vornherein bestimmte Annahmen dariiber machen diirfen. Ab-
gesehen davon werden wir auch rein formal zur Einfiihrung
einer Eigenabsorption gedringt durch den Umstand, daf das
Doppelintegral in Gl 6a) ohne eine solche nicht mehr kon-
vergent ist, wenigstens so lange wir die obere Grenze des
dulieren Integrals unendlich grof ansetzen. Dies ist natiirlich
auch physikalisch unmittelbar verstiindlich; denn die Grenze oo
bedeutet eine Verbreitung von Strahlungsquellen im ganzen
unendlichen Raum und liefert bei endlicher Dichte und Er-
giebigkeit der Quellen die Strahlungsintensitit unendlich, wenn

nicht eine Eigenahsorption der quellenerfiillten Raumteile an-
gesetzt wird.
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Bei dieser Sachlage der Dinge erscheint nun eine Dis-
kussion der Gl. 6) — abgesehen von den noch nahezu unge-
losten Schwierigkeiten bei der Losung derartiger Integral-
gleichungen erster Art — unmoglich; es bleibt bis jetzt in
der Tat nichts anderes iibrig, als die eben besprochene Unbe-
stimmtheit der Aufgabe zu kompensieren durch irgend welche
Zusatzhypothesen. Als solehe bieten sich nun von selbst alle
Annahmen dar, welche die Verteilung i(x) von vornherein fest-
legen, und zwar im Anschlufi an anderweitig bekannte oder
physikalisch gerechtfertigte Verhiltnisse. So wird man z. B.
die Dichte der kontinuierlichen Verteilung eines gasférmigen
Strahlers in der Erdatmosphiire nach dem Daltonschen Gesetz
annehmen oder wird in der erfahrungsgemifi bestehenden
scharfen Grenze zwischen Stratosphiire und Troposphire einen
Grund fir eine Diskontinuitit in der Verteilung staubférmiger
Strahler erblicken kénnen usw. Kine weitere willkommene
Moglichkeit, hypothetische Annahmen bestimmter zu gestalten
und zu stiitzen, wird ferner die Heranziehung anderer dem
Problem an sich fremder Daten bieten, wie z. B. die Absorption
und die diffuse Zerstreunung des Lichts in den mit strahlender
Substanz erfiilllten Riumen oder etwa die Festlegung der Grifie
von in der Atmosphiire suspendierten Substanzteilchen durch
die Geschwindigkeit des stationiiren Herabsinkens derselben usw.
Ks gelingt in der Tat in solcher Weise die Losung wesentlich
bestimmter zu gestalten, d. h. die Zahl der Moglichkeiten weit-
gehend einzuschrinken.

Eine Moglichkeit in diesem Sinne wire nun, als Strah-
lungsquelle ein in der Atmosphiire vorhandenes noch unbe-
kanntes radioaktives Gas anzunehmen. Dieser Fall wurde auch
bereits von v. Schweidler und dann ausfiihrlicher von Schridinger
behandelt und gezeigt, daB er zu einer Erklirung des beob-
achteten Verlaufs der Jonisation nicht herangezogen werden
kann. Da mir durch die genannten Untersuchungen diese Frage
m der Tat im verneinenden Sinn erledigt zu sein scheint, wollen
wir gleich zur Diskussion einer zweiten Mdglichkeit iibergehen;
wir wollen annehmen, daf als Strahlenquelle radioaktive Sub-
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stanzen in Betracht kommen, die in sehr grofien Hohen lagern.
Obne weitere Hypothesen konnen wir dies zuniichst formal so
ausdriicken, dafi wir ansetzen

i@=0  H<z<H,

7
i(x) =1, H,>x>1H, )

worin bereits H, eine Hohe jenseits der uns bis jetzt erreich-
baren ist. Dieser Ansatz umfabt fir H, = oo naturgemif als
speziellen Unterfall zugleich die Annahme eine Erfiillung des
Weltraumes oder praktisch hinreichend groBer Teile desselben
mit strahlender Substanz. Ferner wollen wir annehmen, dafB
i, eine konstante Grofie ist, niimlich der Mittelwert der Quellen-
dichte; wie man unschwer einsieht, geniigt diese wesentlich
vereinfachende Annahme zuniichst allen Bediirfnissen. Die

GL 6a) wird dann also

1, b

q (&) = 7“’;‘-’ fdxf(n" dn. 8)

o L 9l

Um diese nun der Diskussion zuginglich zu machen,
miissen wir ferner L analytisch darstellen, d. h. wir miissen
hinsichtlich des Verlaufs von 2 mit der Hohe gewisse An-
nahmen machen. Es ist wohl als sicher anzunehmen, daB 2
aufierhalb der mit strahlender Substanz erfiillten Raumteile
proportional der Dichte o der Atmosphiire ist. Uber den Ver-
lauf dieser sind wir nun namentlich in den hohen Schichten
nur sehr unvollkommen unterrichtet!); wie man sich rech-
nerisch jedoch leicht tiberzeugt, nimmt die genaue Kenntnis
der Dichte und der chemischen Zusammensetzung der Atmo-
sphiire mit steigender Hihe praktisch an Bedeutung sehr rasch
ab, so daB nur der Dichteabfall in den unteren Schichten von
Wichtigkeit ist. Am einfachsten und niichstliegendsten ist es
jedenfalls, nach der gewdhnlichen barometrischen Hohenformel

) Man vgl. etwa die Diskussion der hier hereinspielenden Fragen
in dem Artikel von Bemporad iiber die Refraktion des Lichts in der
Erdatmosphire.  Winkelmanns Handbuch, Bd. VI, S, 503 ff,
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fiir eine isotherme Atmosphiire zu rechnen, die bei Annahme
einer geeigneten Mitteltemperatur eine fiir das Folgende voll-
kommen geniigende Anschmiegung an die wirklichen Verhilt-
nisse ergibt. Innerhalb der strahlenden Substanz selbst kommt
nun zu der Absorption der Atmosphiire noch die Selbstabsorp-
tion der strahlenden Substanz, deren Einfithrung bereits oben
begriindet wurde. Setzen wiralso 9 = 0,-¢=*" (e =1-25-107")
und dementsprechend 2 = 4;-e~“" und bezeichnen den Koeffi-
zienten der Selbstabsorption mit 2/, so wird

)

BN a0 —as —ax ‘
L(x,,)—u(c $—em 22y 4 ) (z — H). 9a)
Dieser Ausdruck ist nun zur weiteren Verwendung recht
wenig geeignet, er fihrt zu sehr komplizierten und uniiher-
sichtlichen Rechnungen. Wir wollen deshalb zuniichst eine

erste Niherung benutzen in der Form:
L(x$ §) = (: (C_"-: i cﬁuﬂl) T /-l(x - 1[[)7 9)

d. . wir wollen die Luftabsorption innerhalb der strahlenden
Schicht einfach gegeniiber der Selbstabsorption vernachliissigen.
Dadurch erhalten wir die Moglichkeit zu einer fast miihelosen
Behandlung des Problems ohne merkliche Einbufie an Genauig-
keit; die Anniiherung durch den Ausdruck 9) ist niimlich eine
sehr gute, wenn H, geniigend grofi ist. Man erkennt dies am
einfachsten, wenn man die Totalabsorption der Atmosphiire
oberhalb I, die wir eben vernachlissigt haben, ausrechnet,

und die sich zu
Ad ~M—al
J e (1 —e ¢ ‘)

ergibt. Fiir « =1,25.10"" und 4, ~5-10"" entsprechend
den spiteren Resultaten erhilt man

H, (km) 20 30 40 50 100
aJ

7 0.27 0.09 0.025 0.008 <107
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Man sieht nun ohne weiteres, daf unsere Niherung bis
zu Hohen H, ~ 30 km herab eine gentigende ist, so dafi wir
also die folgenden Ausfithrungen zuniichst auf diese Verhiilt-
nisse — die strahlende Substanz soll, um dies nochmals zu
wiederholen, nicht tiefer als bis zu einer Hohe von etwa 30 km
herabreichen — beschriinken wollen. Damit umfassen wir
jedenfalls einen groBen Teil der Mdoglichkeiten, und zwar,
wie ich glaube, gerade diejenigen, welche eine grofie Wahr-
scheinlichkeit fiir sich haben. Der Vollstindigkeit halber
werden wir jedoch am Schlufi dieses Abschnittes auch noch
eine Erstreckung bis in geringere Hthen herab behandeln und
dafiir eine der Gl. 9) analoge Néherung angeben (vgl. 8. 21 ff.);
vorgreifend sei bemerkt, daB sich dort auberdem der Giiltig-
keitsbereich der jetzigen Niherung gerade in den wichtigsten
Punkten als ein noch betrichtlich unter die 30 km Grenze
herabreichende erweisen wird. Zum Schluff ist endlich noch
ein Wort zu sagen iber den oben benutzten Ansatz des iso-
thermen Dichteabfalls mit der Hohe, soweit dieser nicht von
selbst aus der ganzen Sachlage sich rechtfertigt. So konnte
man, wie dies z B. Linke in der oben zitierten Arbeit getan
hat, eine der vollstiindigen barometrischen Hhenformel oder
eine empirische Dichteformel anwenden; ich habe deshalb die
Rechnungen iiberschlagsweise durchgefiihrt unter der Annahme
eines linearen vertikalen Temperaturgradienten!) von 6° pro
km, fiir den sich L(z &) ebenfalls in einfacher geschlossener
Form darstellen lifit und mich itberzeugt, dak sich in Betracht
kommende Anderungen der numerischen Werte von ¢ dadurch
nicht ergeben.

§ 4. Die beiden Gl 8) und 9) geben nun zuniichst fiir
den einfachsten Fall H, = o sofort den folgenden Ausdruck
filr ¢ (£), wenn man die Integrationsfolge in der iiblichen Weise
umkehrt und die Integrale auswertet:

!) Diesen Ansatz hat Tetens (Jahrbuch des adrolog. Observ. Linden-
berg 1911) verwertet; derselbe Ansatz ist benutzt z. B. in der Refraktions-
theorie von Schmidt (vgl. Bemporad, loc. cit.).
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1@ =" a0 10)
R /i{) (c_,gf_ c-—u”l)’ 11)
a

worin @ die verschiedentlich tabulierte Transzendente!) ist:

»
DY) =e¥— g/f?r; dn. 12)
y

Aus diesem Resultat konnen wir nun bereits eine Reihe
wichtiger Folgerungen ziehen. Da nach allen bisherigen Er-
fahrungen sowohl i, wie 2’ proportional der riumlichen Dichte
der strahlenden Substanz ist, so folgt, daf ¢(&) unabhiingig
ist von der Dichte; wir kdnnen also die strahlende Substanz
im Raum mit beliebiger Dichte verteilen, ohne die heobach-
teten ¢ Werte zu beeinflussen.

Wenn wir in Gl 11) das zweite Glied des Arguments weg-
lassen, also die untere Grenze der strahlenden Schicht eben-
falls in sehr grofie Hohe legen, so erhalten wir, da an sich
H, > 30 km und & <10 km anzusetzen ist, nur geringe Ande-
rungen der ¢ Werte. Wie eine numerische Rechnung zeigt,
betragen diese selbst gegen die Werte fiir /7, = 30 km nur
11%¢ (fiir &= 0) bzw. 13%, (fiir £ = 10 k) und nehmen
mit wachsenden [, sehr rasch weiter ab. In Anbetracht der
nach § 2 geringen Genauigkeit der bis jetzt zur Verfiigung
stehenden Beobachtungsresultate ist es also gleichgiiltic bzw.
nicht zu entscheiden, in welcher Hohe die strahlende Schicht
(oberhalb 30 km) beginnt.

Nach Gl 10) enthiilt nun der Ausdruck fiir g aulier 2,
noch die Unbekannte 4, deren Griofie zuniichst wenig interes-
siert und zudem ganz unbekannt ist, so dafy wir sie tunlichst
aus der weiteren Diskussion eliminieren miissen; es geniigt
nun in der Tat, dies in gewissem Umfang zu erreichen. Zu-
niichst kénnen wir lediglich aus der S. 7 postulierten Eigen-

1) Tabellen und Literaturnachweise in dem Buch von St. Meyer
und v. Schweidler, S. 72, 489,
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schaft der q Kurve, nirgends konkav zum Erdboden zu ver-
laufen, einen unteren Grenzwert fiir 2, abzuleiten. Bilden wir

niimlich @% und setzen zur Abkiirzung
2,0 e--a;‘ = z; 2"0 e—ull‘ —_ c]’ 13)
ca a
so erhalten wir .
dq e . ;
T konst. zJ p dn = o(2). 14)
142

Die Funktion o(2) steigt nun mit wachsendem 2 rasch zu
einem Maximum auf, um dann langsam wieder gegen Null
abzusinken; sie ist in Fig. 2 fir ¢, = 0 (H, = o) und zur
Ubersicht noch fiir ¢, = 0.05 (H, ~ 35 km) aufgezeichnet.

d2

Nun ist nach der Voraussetzung im ganzen Beobachtungs-

5 JEE
intervall > 0. Bezeichnen wir die Abscisse des Maximums von
o mit 2z, , so mu also das ganze Beobachtungsintervall zwi-

schen z = }(;’ und z = z,, liegen, d. h. es mub 2>z, sein.
Nach GI. 13) erhalten wir daraus die folgende Ungleichung
fur 2, o> a2, e, 15)
worin &, den groBten Wert von & im Beobachtungsintervall
bedeutet. Nun ist auber fir H, = oo die Groke z, nach
Gl..13) ihrerseits wieder Funktion von Z,, so daB 15) in Strenge
nur fiir ersteren Fall eine untere Grenze fiir 4, ergibt. In praxi
ist jedoch, wie aus der Fig. 2 hervorgeht, der Einflug dieser
Vernachlissigung so gering, daf er nicht in Betracht kommt?).
Setzen wir nun in 15) die Zahlenwerte a = 1,25-107°, Z,= 0,45
und &, entsprechend dem jetzigen Stand der Beobachtungs-
technik 10 km = 10%, so erhalten wir

79>1,6-107"

1) In Strenge lifit sich natirlieh die entsprechende analoge Un-
gleichung direkt aus Gl. 13, 14 gewinnen fiir den Fall ¢; &= 0 und nume-
risch relativ einfach lisen.
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Pz
|

Durch VergriBerung des Beobachtungsintervalls wiirde sich
naturgemiits diese Grenze nach grifieren Werten verschieben,
die Festlegung des wahren Wertes von 7, also wie zu erwarten,
eine genauere werden. Zur Ubersicht dariiber, in welehem Mal
die Erreichung griBerer Beobachtungshohen hier Vorteile bringen
wiirde, diene die folgende Zusammenstellung:

Groste Hohe &, 10km 12 15 20
Grenzwert Z,- 108 1,7 25 40 73

Um weitere Angaben iiber 2, machen zu kinnen, miissen
wir nun allerdings die Eigenschaften der ¢ Kurve etwas spe-
zieller fassen; entsprechend dem in § 2 Gesagten wird es da-
bei jedoch erwiinscht sein, immerhin so wenig wie miglich
tiber dieselbe vorauszusetzen. Ein erster Schritt in dieser Rich-
tung ist nun eine Bestimmung der Griofienordnung von 2,
die sich bereits aus zwei Punkten der g Kurve ergibt. Und
zwar bilden wir, um die Unbekannte 2’ zu eliminieren, nach
Gl. 10) das Verhiiltnis zweier ¢ Werte, die wir moglichst giin-
stig auszuwilhlen haben. Um hierbei die Gestalt der ¢ Kurve
tunlichst zu eliminieren, werden wir die beiden Punkte mog-
lichst weit auseinander liegend wiihlen; andererseits ergibt sich
aus der ganzen Sachlage, daf es nicht giinstig ist, den unteren
Punkt allzu nahe am Erdboden zu wiiklen, da dort die ¢ Werte
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nicht nur sehr klein und deshalb relativ unsicher, sondern
auch durch die Erdstrahlung beeinflut sind. Da der letztere
Einflug nach dem bekannten Durchdringungsvermdgen der Erd-
strahlung (A, ~ 5-107") in 2 km Hohe praktisch bereits er-
loschen ist, scheint von den genannten Gesichtspunkten aus
die Wahl der Punkte & == 2 km und & = 9 km (entsprechend
der groBten von Kolhorster erreichten Hohe) die giinstigste
zu sein, Wir setzen demgemif als Bestimmungsgleichung fiir

2, nach Gl 10) und 11) an:
(I){ Ao (=8 — c—aHt)}
N

e (p{z()(e—asg_c—(/,lh)}
a

16)

die sich an Hand der fiir die Transzendente @ existierenden
Tafeln numerisch 16sen liBt. Zu bemerken ist, dafl die in
§ 2 besprochene Reduktion hier wegen der Quotientbildung
ganz herausfiillt und die Grofe des dort eingefiihrten Reduk-
tionsfaktors also keine Rolle spielt; ebenso ist, wie wir bereits
sahen, der Einflub der Griofie von I bereits von H, = 30 km
ab kein nennenswerter. Zur Ubersicht ist in Fig. 3 die Lisung

der Gl 16) fiir verschiedene Werte von Z‘l und fiir H, = o
9
sowie fiir If, = 30 km gegeben. Fiir die von Kolhorster

beobachteten Werte ist g": 12,7, so dal sich also 4, zu
2
5.107" ergeben wiirde. Dies ist, wie nebenbei bemerkt sei,

in vorziiglicher Ubereinstimmung mit dem auf Grund recht
spezieller Annahmen von Linke erhaltenen Resultat 4.,6-10-°
und diirfte die eingangs empfohlene, etwas grofiziigigere Inter-
pretation des Beobachtungsmaterials rechtfertigen.

Wir hatten nun bisher die Form der beobachteten ¢ Kurve
absichtlich weitgehend unbeachtet gelassen und nur gewisse
allgemeine Eigenschaften derselben verwendet. Berechnen wir
nun zum SchluB den Verlauf von ¢: nach Gl 11) und ver-
gleichen ihn mit dem beobachteten Verlauf, so erhalten wir
* Sitzungsb. d. math.-phys, K1, Jahrg, 1918, 2

Pl
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das in Fig. 4 gegebene Bild. Die theoretische Kurve ist dabei
gezeichnet fir H, = oo, da bereits fiir H, = 30 km die Ab-
weichungen so gering sind, daf sie keine Rolle spielen. Ohne
Zweifel ist der Charakter der beiden Kurven durchaus der-
selbe; quantitativ aber treten immerhin Abweichungen auf, die
bereits jenseits der Messungsfehler liegen diirften, so dafi immer-
hin die Diskussion anderer Annahmen iiber die Verteilung der
strahlenden Substanzen lohnend erscheintf. Meines Erachtens
sind die Abweichungen aber andererseits keineswegs grofi ge-
nug, um die vorhergehenden Ausfilhrungen — deren Grundlage,
nimlich die Erfiillung des Weltraums mit strahlender Substanz,
zweifellos sehr viel Sympathisches fiir sich hat, — von vorn-
herein als zwecklos erscheinen zu lassen (vgl. tibrigens 8. 21).

Wir wollen deshalb die niichstliegende Erweiterung der
bisherigen einfachsten Annahme vornehmen und die strahlende
Schicht nun auch nach oben hin begrenzt uns denken. Die
Ausgangsgleichungen 8) und 9) geben dann, wenn man nach
geeigneter Teilung des Integrationsintervalles wiederum die
Integrationsfolge umkehrt, an Stelle von Gl. 11) die folgende
Beziehung:

1) =524 0@ — v+ 2}, 19)
worin zur Abkiirzung gesetzt ist:
d=H,— H; c=%"(c—“3—e““”1). 20)

Der Ausdruck 19) konvergiert mit wachsendem d natiir-
lich gegen den fritheren Ausdruck 11). Andererseits erhalten
wir fiir kleines A'd durch eine Entwicklung nach Taylor

g = rd- (p_z(,zqdje = dn, 21)

Es ist dies nun gerade der von Linke loc. cit. benutzte
Ansatz, der sich hier also als eine spezielle Form des allge-
meinen Ausdrucks ergibt. Der Vorteil von 21) gegen 19) liegt

nun in dem Fortfall der unbekannten Gréfe 2, doch ist dieser
2*
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Vorteil natiirlich ein nur scheinbarer und hier lediglich da-
durch erreicht, daf wir eben die benutzte Reihe mit dem
ersten Glied abgebrochen haben. Nimmt man iibrigens, wie
dies Linke spiiter in der Erwiderung auf einige von Bergwitz!)
gedufierte Bedenken tut, die Schicht nun doch wieder von
endlicher Dicke an, indem man mehrere Schichten von kleiner
Dicke iibereinander lagert, so kommt 1’ auch physikalisch
wiederum herein, wenn man nicht die Selbstabsorption iiber-
haupt vernachlissigt.
In Gl 19) kionnen wir nun wie frither setzen

X'I d = (21)(_)=1 Q- d = (;\-‘)L)zl * MaSSe 22)

und erhalten so das allgemeine Resultat, dal ¢ nur abhiingt
von der in der Schicht verteilten Gesamtmasse, dab es dagegen
ganz gleichgiiltig ist, wie dick die Schicht ist. Wir konnten
z. B. deshalb, wenn 2’ bekannt wiire, aus unseren Beobach-
tungen die Gesamtmasse und die untere Grenze der Schicht be-
stimmen, aber nichts tiber die Hohenlage der oberen Grenze aus-
sagen; natiirlich ist dies Resultat eine Folge unseres Niherungs-
ansatzes 9), wird aber jedenfalls mit groler Anniherung gelten.

Zum Schluf; sei noch kurz hingewiesen auf die Moglich-
keiten, durch eine Erweiterung des Ansatzes 8) ev. einen engeren
Anschluli der theoretischen an die beobachtete g Kurve zu ge-
winnen; bei der Mannigfaltigkeit der sich bietenden Moglich-
keiten und dem heutigen Stand der experimentellen Forschung
scheint ein niiheres Eingehen mir hier unnétig zu sein und ein
allgemeiner Hinweis zu geniigen, zumal prinzipielle Schwierig-
keiten bet der Durchfithrung nicht auftreten. Wir konnten
einmal &, rdumlich variabel annehmen und dadurch die g Kurve
in weiten Grenzen verbiegen, oder wir kinnten die Strahlung
inhomogen annehmen und damit an Stelle von 8) den folgen-
den Ansatz treten lassen:

q(¢§) = *1, i Lylvfd?cf —dn. 23)

Hy L

1) Bergwitz, Met. Zeitschr. 33, 8. 310, 1916.
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Ein derartiger Ansatz wird durch die Erfahrungen an
radioaktiven Substanzen jedenfalls plausibel gemacht und er-
laubt natiirlich eine heliebig genaue Darstellung der Beobach-
tungen; zu bemerken ist, dal die Zahl der verfiigharen Kon-
stanten 2, und 4. nicht gleich 2 m, sondern wegen der Be-

)"‘41 }“42

ziehungen die man wohl als giiltig wird ansehen

by Ay
milssen, nur 1gleich (1 4+ m) ist. Kine Durchrechnung spezieller
Beispiele eriibrigt sich mangels jedes Anhaltes iiber die Grofie
der %, umsomehr, als die Groienordnung fiir das 4, der durch-
dringendsten, also gerade der physikalisch interessantesten
Strahlen, durch einen Ansatz der Form 23) nur nach hdheren
Werten verschoben werden kann.

Wir miissen nun noch auf die bereits S. 13 angekiindigte
Erweiterung unserer Ansiitze filr die Fille eingehen, in denen
die Brauchbarkeit der bisher benutzten nicht mehr geniigt
oder wenigstens nicht unmittelbar einzusehen ist. Solche Fille
liegen, wie wir sahen, vor, wenn die strahlende Substanz
wesentlich unter eine Hohe von 30 km herabreicht, und diese
Annahme ist nun jedenfalls nicht a priori von der Hand zu
weisen und wird physikalisch sogar recht plausibel, wenn man
nach Linke die Grenze zwischen Tropo- und Stratosphire in
gewissem Sinn als eine hydrodynamische Diskontinuititsfiiche
in der Atmosphiire ansieht!), und die untere Grenze der strah-
lenden Substanz ebenfalls in sie verlegt.

Die bisher benutzte Nitherung bestand nun physikalisch
darin, daf wir oberhalb 30 km die Luftabsorption iiberhaupt
vernachlissigt und die Figenabsorption der strahlenden Sub-
stanz allein beriicksichtigt, unterhalb dieses Niveaus bzw. von
der unteren Grenze der substanzerfiillten Schichten ab die Luft-
absorption entsprechend der isothermen Dichteverteilung in
Rechnung gezogen haben. Aunschliefiend an diesen das Problem

1) Vegl. die diesbeziiglichen Ausfihrungen von Wegener, Meteor.
Zeitschr. 29, 8. 49, 1912, Die genannte Hypothese wurde iibrigens bereits
von Wigand im Jahre 1914 ausgesprochen. Vgl. Wigand, Phys. ZS. 18,
8.1, 1917, wo sich verschiedene andere wichtige Bemerkungen finden.
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namentlich 1 mathematischer Beziehung wesentlich verein-
fachenden Aunsatz wollen wir nun fiir den Fall, da die untere
Schichtgrenze H, < 30 km ist, fiir alle H> 30 km wie bisher
die Luftabsorption ignorieren und nur die Eigenabsorption be-
riicksichtigen, fiir H, < H <30 km die Luftabsorption nun
aber auch innerhalb der strahlenden Substanz und zwar in
der Weise Dberiicksichtigen, dafi wir dort mit einer mittleren
homogenen Absorption rechnen, entsprechend der mittleren
isothermen Luftdichte zwischen H, und 30 km. Dadurch er-
reichen wir einen recht guten Anschlufy an die wirklichen Ver-
hiiltnisse, ohue die mathematische Behandlung zu komplizieren;
allerdings tritt dabei gerade die Hohe H = 30 km willkiirlich
als Grenzniveau der Absorption und der Mittelwertsbildung
auf, sie kann aber natiirlich ohne prinzipielle Anderung durch
eine andere ersetzt werden und auBerdem diirfe ihre Wahl
durch die S.12 durchgefiihrte Uberschlagsrechnung auch sach-
lich in gewissem Grad gerechtfertigt sein. Erstreckt sich die
strahlende Schicht von H, bis H, (d = H,— H,), so ist fiir
H, < 30 km :

L9 =0 i— e i — B
s [/l
L /':0 e rz]l,(l___'(/: rilrl_) ) a‘)
T a d

wobel hier wie im folgenden die Kigenabsorption der unter-
halb 30 km liegenden relativ diinnen Schichten gegen die Luft-
ahsorption vernachlissigt ist; fiir die oberhalb 30 km gelegenen
Schichten dagegen ist, wie dies in den folgenden Formeln zum
Ausdruck kommt, die Eigenabsorption nach wie vor beriick-
sichtigt, da sich diese im Grenzfall bis H, = o erstrecken
konnen und die Luftabsorption rasch mit der Hohe auf sehr
kleine Werte abnimmt. Ks hat iibrigens gar keine Schwierig-
keiten, die vollstindigen Formeln hinzuschreiben.

Ist H,> 30 km, so erhalten wir die Jonisation ¢ (&) durch
Zerteilung der Schicht in zwei Teile, deren einer von H, bis
30 km reicht und in der eben besprochenen Weise behandelt
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wird, deren anderer von 30 km bis /, reicht und wie frither
zu behandeln ist. Wir erhalten dann aus GL 8) und 9a) die
der Formel 19) entsprechenden Ausdriicke?)

H,<30km q(&) = ??j)" {D(0) — Do+ )}

5o e e (A —em )
a d

o
H,>30km ¢(§) = 2 2 {P(e) — e, + 2 (H, — 30))}

ﬁﬁg{m@—¢@+um—ﬂm}l%>

§ g e e

a 30 :Hl
PR
¢ = e—as e— oty
" ( )
— Z0 —af — 30
=0 (o e — o)

Far H, = 30 km werden wegen d = 30 — H,, wie dies
sein. muB, beide Ausdriicke identisch. Vergleichen wir nun
19a) mit 19), so erkennen wir ohne weiteres, in welcher Rich-
tung nun eine Modifikation eingetreten ist, und wir tibersehen
auch, wie die bisher auf Grund von 19) abgeleiteten allge-
meinen Folgerungen umzuschreiben sind, bzw. in welchem
Umfange sie noch gelten. Die Verhiiltnisse liegen so einfach,
dafi ein niheres KEingehen hierauf sich wohl eriibrigt; hemerkt
sei nur, daf maBgebend dabei in erster Linie der Umstand ist,
daf nun 72 nicht mehr proportional der Dichte der strahlenden
Substanz ist.

Was die quantitativen®) Folgerungen aus den neuen For-
meln anlangt, so ist zwelerlei zu bemerken. Zunichst ist von

1) Zur Abkiirzung ist die Bezeichnung 30 eingefiihrt fiir 30 km; da
alles im C. G. 8-System gilt, ist natiirlich Hy, — 30 nsw. in cm zu messen.

2) Fur kleine Anderungen des Arguments ist zur numerischen Rech-
nung benutzt @(c) — D(c+ d¢) = — Fi(—c)






