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1. Vorbemerkung

Bei Zentral- oder Parallelprojektion einer Fliche @ ! auf eine
Bildebene x sind der wahre UmriB (U) von @, (in dessen Punkten
die Fliche @ von Projektionsstrahlen bertihrt wird)? und seine
Projektion, der scheinbare Umri8 () von @, von besonderem
Interesse. In der vorliegenden Arbeit wird eine Konstruktion der
Kriimmungskreise des scheinbaren Umrisses (U) einer Fliche @
unter ganz allgemeinen Voraussetzungen hergeleitet und an
einigen Beispielen vollstindig durchgefiihrt.

! Die Fliche @ mit der Parameterdarstellung t = ¢ («, ) sei im Bereich
B (u, v) glatt und stetig gekrilmmt.

2 Im folgenden wird (U) reell vorausgesetzt.
Miinchen Ak. Sb. 1960



278 Hermann Schaal

Im Fall der senkrechten Parallelprojektion hat A. Mannheim
1880 eine Formel angegeben (vgl. [7] S. 309), nach der sich die
Kriimmungsradien von (U) bestimmen lassen. Es sei P ein
Punkt von (U), P seine Projektion. Der Kriimmungsradius #
des scheinbaren Umrisses () im Punkt 2 hingt ab von den
Hauptkriimmungsradien R; und R, der Fliche @ im Punkt 7
und vom Winkel ¢, den die Projektionsrichtung mit der zu R,
gehorenden Hauptkrimmungsrichtung bildet. Es gilt nach
A. Mannheim

(1) R = R,sin?¢p + R, cos? . 3

Die konstruktive Bestimmung von R nach der Beziehung (1)
hat den Nachteil, dal schon bei verhidltnismiBig einfachen
Flichen die Konstruktion der Hauptkrimmungsrichtungen und
der zugehorigen Hauptkrimmungsradien R; und R, einen
ziemlichen Aufwand an Zeichenarbeit erfordern kann. AuBer-
dem gilt (1) im allgemeinen nur im Fall senkrechter Parallel-
projektion.

Die im folgenden hergeleitete, sehr einfache Bezichung (2)
(s.u.) bedarf weniger an Voraussetzungen als (1) und gilt
nicht nur bei senkrechter Parallelprojektion, sondern auch bei
schiefer Parallelprojektion und bei Zentralprojektion. Es wird
dabei von zwei durch den UmriBpunkt 2 gezogenen Flichen-
kurven () und (C,) ausgegangen, deren Tangenten #; und #,
in P konjugiert sind (Abb. 1). Im tibrigen kénnen (C,) und (C,)
— von kleinen Einschrinkungen abgesehen — beliebig gewihit
sein.* Die Krimmungsradien ihrer Projektionen (C) und (C,)
im Punkt 7 seien £, und R,. Dann gilt

(2) R =R, + R,

Im Fall senkrechter Parallelprojektion 1a8t sich (2) noch in
anderer Form darstellen, vgl. (13) S. 283, aus der sich (1) un-
mittelbar als Sonderfall ergibt.

3 Diese Beziehung wurde auch von Blaschke [2] S. 118 und von Kruppa
[5] S. 114 jeweils in anderer Weise hergeleitet.

4 Die betrachteten Flichenkurven seien in einer Umgebung des Punktes 7
glatt und stetig gekriimmt; keine ihrer Tangenten sei Projektionsstrahl oder
Haupttangente von @ in P.



Zur Konstruktion der Kriimmungskreise 279

Abb. 1

2. Bestimmung von R im Fall senkrechter Parallelprojektion

Die Beziehung (2) werde zunichst im Fall senkrechter Par-
allelprojektion von @ bewiesen.® Zur Vorbetrachtung sei durch
den Punkt P des wahren Umrisses (U) von @ eine beliebige
Flichenkurve (C;) gezogen,* deren Tangente # in £ mit der
Projektionsrichtung den Winkel ¢, (0 << ¢; << @) einschliefe

8 Man kénnte (2) auch sofort ganz allgemein fiir Zentralprojektion be-
weisen (es sind dazu nur kleine Abinderungen einiger Beweisschritte erfor-
derlich, vgl. FuBnote 11 S.286). Wegen der besonderen Bedeutung der senk-
rechten Parallelprojektion in der Darstellenden Geometrie wird jedoch der
vorliegende Weg gewihlt. Aulerdem gilt Satz 3 S. 283 im allgemeinen auch
nur fiir senkrechte Parallelprojektion.

21 Miinchen Ak, Sb. 1960
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(Abb. 2). Der Zylinder Z, der (C;) projiziert, berithrt @ in P.
Daher haben die durch #; gefiihrten Normalschnitte (Cg4) und
(C,) von @ und Z nach dem Satz von Meusnier denselben Kriim-
mungsradius RY. Da (C,) und (C,) dieselbe Projektion (C))
haben, ergibt sich der Kriimmungsradius £, von (C,) im Bild-
punkt 2 von P aus der auf Z angewendeten Formel von Euler;

man erhalt

(3 R, = RY sin? P, O ¢, m S

Abb. 2

Nach (3) hingt R, nur ab von R¥ und ¢,, aber nicht von der
Neigung der Schmiegebene von (C)) in 2 gegen die Normale #
von @ in P. Daher gilt

Satz 1. Die Projektionen aller Flichenkurven, die im Punkt 2
des wahren Umrisses einer Fliche eine gemeinsame Tangente
besitzen (vgl. FubBnote 4), haben im Punkt 2 denselben Kriim-
mungskreis, dessen Radius durch (3) bestimmt ist.

¢ Bei E. Kruppa [5] S. 114 findet man etwa dieselbe Uberlegung speziell
fir (U).
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LiaBt man zur Erweiterung von Satz 1 noch zu, daf} ¢ eine vom
Projektionsstrahl verschiedene Haupttangente von @ in P ist,
so sind zwei Fille zu betrachten:

a) Im Punkt 2 ist die Tangentialebene von @ zugleich Schmieg-
ebene von (C;). Der Projektionsstrahl durch P liegt dann in
dieser Schmiegebene. Daher hat die Projektion (C,) in P ecine
(mindestens) dreipunktig bertihrende Tangente.

b) Im Punkt P ist die Tangentialebene von @ nicht Schmieg-
ebene von (). Dann ist der Kriimmungskreis von (C;) in 2 aus-
geartet zur (mindestens) dreipunktig bertihrenden Tangente #,.
Wegen der Invarianz der Berlihrungsordnung hat daher auch
die Projektion (C,) in £ eine (mindestens) dreipunktig beriihrende
Tangente.

Demnach gilt der

Satz 1a. Die Projektionen aller Flichenkurven, die im Punkt P
des wahren Umrisses einer Fliche als gemeinsame Tangente
eine vom Projektionsstrahl verschiedene Haupttangente der
Fliche besitzen, haben in P verschwindende Kriimmung.

Zum Beweis von (2) sind zwei Flichenkurven (C,) und (C,) zu
betrachten, die in P konjugierte Tangenten #,, #, haben. Ent-
sprechend zu (3) gilt fiir (C,) in sinngemiBer Bedeutung der
Bezeichnungen

(4) Ry = Rising,, o<gy<m.

Zunichst sei 7 ein elliptischer oder ein hyperbolischer Flichen-
punkt auf @, und je nachdem sei ¢ = -+ 1 oder ¢ = —1. In
einem schiefwinkligen Parallelkoordinatensystem (x, y), dessen

Abb. 3b

21
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Achsen konjugierte Durchmesser der Dupinschen Indikatrix (/)
von @ im Punkt 2 (o0, 0) sind, und dessen Einheitspunkte Z, (1, 0)
und £, (o, 1) auf (/) liegen (Abb. 3a und 3b S. 281), lautet die
Gleichung von (/)

(s) |2 + ep®| = 1.

Sind PQ; (¢ = 1, 2) zwei konjugierte Halbmesser von (/) mit
den Richtungen #;, dann besteht zwischen den Koordinaten
x;, ¥; von Q; die Beziehung

(6) | 72| = | 1.
Setzt man x5, ¥, in (5) ein, so folgt mit (6)
) yi+ey:| =1

Ist die x-Achse der Projektionsstrahl des Punktes 2, und wird
PQ; = V|R{| im MaBstab der y-Achse gemessen, dann gilt
mit A = < (#, ¥) nach dem Sinussatz

(®) VIR sing; = | ] sin 4.

Durch Eliminieren von | R¥|sin? ¢; aus (3) bzw. (4) und (8) er-
hilt man

©) | R;| = yisin®2.
Damit gibt (7)
(10) [|B;] + | R,|| = sin® 4.

Da R, gemiB (3) mit demselben Vorzeichen zu versehen ist wie
R¥, und da RY, Ry in einem elliptischen Punkt P gleiche, in
einem hyperbolischen Punkt 2 verschiedene Vorzeichen haben,
gilt

Die Konstante sin* A hat folgende geometrische Bedeutung.
Der den wahren UmriB (U) von @ projizierende Zylinder beriihrt
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@ lings (U). Nach einem Satz von Dupin? ist daher die y-Achse
Tangente von (U) in P. Da der Kriimmungsradius des die y-
Achse enthaltenden Normalschnittes von @ im System (x, ) den
Wert PE, = 1 hat, folgt fiir den Kriimmungsradius £ von (U)
entsprechend zu (9)

(12) | R| = sin® .

Aus (11) und (12) folgt (unabhingig von der Wahl des MaQ3-
stabes) nach geeigneter Festsetzung des Vorzeichens von R die
in 1. behauptete Beziehung

(@) R=R,+ R,
Es gilt also

Satz 2. Sind durch den Punkt £ des wahren Umrisses (U)
einer Fliche @ zwei beliebige Kurven (C;) und (C,) gezogen,
deren Tangenten in 7 konjugiert sind (vgl. FuBnote 4), dann ist
im Punkt 2 der Kriimmungsradius £ des scheinbaren Umrisses
(U) von @ gleich der algebraischen Summe der Kriimmungs-
radien der Projektionen von (C,) und (Cy).

In 3. wird gezeigt, dafl Satz 1 und Satz 2 auch bei schiefer
Parallelprojektion und bei Zentralprojektion von @ gelten. Da-
gegen gilt der nachstehende Satz 3, der aus (2), (3) und (4) un-
mittelbar folgt, im allgemeinen nur bei senkrechter Parallel-
projektion.

Satz 3. Der Kriimmungsradius £ des scheinbaren Umrisses
(U) einer Fliche @ in einem Punkt 2 ergibt sich aus den Kriim-
mungsradien Ry, R; konjugierter Normalschnitte im Punkt 2
und aus den Winkeln ¢;, @, dieser Normalschnitte gegen die
Projektionsrichtung nach der Beziehung

(13) R = R} sin? @, + R} sin? g,.

7 Satz von Dupin: Wird eine Fliche @ lings einer Flichenkurve (C) von
ciner abwickelbaren Fliche berithrt, dann sind die Tangenten von (C) und
die Erzeugenden der abwickelbaren Fliche in den Punkten von (C) konjugiert.
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Es ist unmittelbar ersichtlich, daB (13) eine Verallgemeinerung
der Beziehung (1) von A. Mannheim ist, denn sind in (13) R, R}
speziell die Hauptkriimmungsradien von @ im Punkt 2, so geht
(13) uber in (1).8

Ist P ein parabolischer Flichenpunkt auf () mit den Haupt-
krimmungen 1:R; 5 0, 1:R, = 0, dann sind in 2 alle Tan-
genten zur Hauptkriimmungsrichtung von &, konjugiert. Diese

sei mit ¥ bezeichnet (Abb. 4). Nach dem Satz von Dupin liegt
demnach die Tangente #, an (U) im Punkt P fir alle von y ver-
schiedenen Projektionsrichtungen in y-Richtung. Nach Satz 1a
hat (T) in P also die Kriimmung

(13" 1:R = o.

Dies steht ganz im Einklang mit Satz 2 und Satz 3, denn von
den konjugierten Tangenten ¢4, ¢, von (C,), (C,) im paraboli-
schen Punkt P besitzt zumindest eine die y-Richtung, etwa #,;
dann ist nach Satz1a 1: £, = 0. Da auch 1: R} = o ist, bleiben
ohne Einflu von £; und R} die Beziehungen (2) und (13) auch
im Fall eines parabolischen Punktes 2 richtig. Der scheinbare
UmriB (U) kann in 2 einen Wendepunkt oder einen Flachpunkt

8 Eine entsprechende Verallgemeinerung der Formel von L. Euler

1t costp sin® @
. H

3 z, R,
die als ,,duales Gegenstiick** zu (1) angesehen werden kann, hat der Verfasser
in [10] hergeleitet.
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besitzen (jeweils auch von héherer Ordnung). Dies hingt ab
vom Verhalten der Fliche @ in der Umgebung des parabolischen
Punktes P, fiir das bekanntlich 4 Grundfille méglich sind (vgl.
z. B. K. Strubecker [11] Bd. III S.48).

Der bei hyperbolisch gekriimmten Flichen mogliche Fall, daB
R = o wird, verdient besondere Beachtung. A. Mannheim (vgl.
[7] S.309) hat darauf hingewiesen, dal tg? ¢ = — R,: R, eine
notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Verschwinden
von R ist und daB die Projektionsrichtung demnach Hauptangen-
tenrichtung der Fliache im Punkt 2 ist. Da die Haupttangenten
zu sich selbst konjugiert sind, wird der wahre UmriB (U) in
diesem Fall in Richtung seiner Tangente projiziert. Seine Pro-
jektion (U) hat in 2 daher im allgemeinen eine Spitze.? Es gibt
jedoch auch Fille, bei denen 2 ein Spitzpunkt von () oder ein
isolierter Punkt von (U) ist.10

Durch Spezialisierung von Satz 2 ergibt sich ein Sonderfall
eines bekannten Satzes der ebenen Kinematik. Auf einer Schieb-
fliche @ bilden die beiden Scharen der kongruenten Erzeugenden
ein konjugiertes Netz. Die senkrechte oder schiefe Parallelprojek-
tion dieses Netzes wird von zwei Scharen paralleler kongruenter
cbener Kurven gebildet. Jede dieser beiden ebenen Kurven-
scharen 143t sich auch dadurch erzeugen, daf} irgendeine Kurve
der einen Schar lings irgendeiner Kurve der anderen Schar
parallel verschoben wird. Die dabei auftretende Hullbahn der
bewegten Kurve ist der scheinbare UmriB () von @. Der
Kriimmungsradius dieser Hiillbahn ergibt sich daher nach Satz 2
als algebraische Summe der Kriimmungsradien der festen und
der langs dieser parallel verschobenen Kurve. Dader Kriimmungs-
mittelpunkt eines Punktes der bewegten Kurve eine zur festen
Kurve kongruente Bahnkurve durchliuft, ergibt sich so ein
Sonderfall des bekannten, von A. Reuschel [8] S. 17 in folgen-
der Weise formulierten Satzes der ebenen Kinematik: Der
Kriimmungsmittelpunkt der zu einer Systemkurve (d. h. der

? Der Verfasser hat gezeigt (vgl. [9] S. 170ff.), wie sich die bei Parallel-
projektion von Regelschraubenflichen moglicherweise auftretenden Spitzen
des scheinbaren Umrisses konstruieren lassen.

10 Beispiele dazu finden sich in [9], Abb. 22b S. 176 bzw. Abb. 21b S. 175;
dort Bezeichnung A statt 7.
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bewegten Kurve) gehorigen Hiillbahn fiir ihren augenblicklichen
Bertihrungspunkt ist zugleich auch der Kriimmungsmittelpunkt
derjenigen Bahnkurve, die von dem zum Beriihrungspunkt ge-
horigen Krimmungsmittelpunkt der Systemkurve beschrieben
wird.

3. Bestimmung von R bei Zentralprojektion und bei schiefer
Parallelprojektion

Der in 2. fiir den speziellen Fall senkrechter Parallelprojektion
gefiihrte Beweis von (2) 1aBt sich ohne wesentliche Schwierig-
keiten auch auf den aligemeinen Fall einer Zentralprojektion und
auf den Fall einer schiefen Parallelprojektion {ibertragen.i!
Nachdem jedoch (2) fir die senkrechte Parallelprojektion be-
reits bewiesen ist, liegt es nahe, den folgenden Weg einzuschla-
gen, der zudem den Vorzug besonderer Anschaulichkeit hat.

Das (eigentliche oder uneigentliche) Projektionszentrum O,
die Projektionsebene & sowie die Fliche @ seien gegeben. Dabei
sei (U) der wahre Umrill von @ und 2 ein Punkt auf (/). Durch
P seien auf @ zwei Kurven (C;) gezogen (vgl. FuBnote 4), deren
Tangenten #; in P konjugiert sind in bezug auf @ (Abb. 3).
Durch eine perspektive Kollineation & des Raumes, die z als
Perspektivititsebene besitzt und die den Punkt O dem uneigent-
lichen Punkt O, der Lotrichtung von @ zuordnet,? wird die
Fliche @ auf eine Fliche @' abgebildet. Die Kurven () und

11 Es andern sich zunichst die Formeln (3) und (4), und zwar kommen bei
jeder auf der rechten Seite noch zwei Faktoren hinzu. Ist O das Projektions-
zentrum, so ist der eine Faktor OP:0P; im Fall schiefer Parallelprojektion ist
fiir diesen der Wert 1 zu setzen. Ist ¢ der Winkel, den die Spur der Tangential-
ebene von @ in  mit dem Projektionsstrahl durch 2 bildet, und # der Nei-
gungswinkel der Flichennormale von @ in 7 gegen die Projektionsebene,
dann ergibt sich nach den Sitzen von Euler und Meusnier der zweite Faktor
zu cos #:sin? p (vgl. (29) S.306). Entsprechend zu (5) bis (12) zeigt sich, daB
die beiden Faktoren auch auf den rechten Seiten von (9) bis (12) auftreten.
Beim Gleichsetzen der linken Seiten von (11) und 12) heben sich die Faktoren
heraus, und es gilt (2).

12 Das Projektionszentrum Z von & kann dabei bekanntlich auf OO}, be-
liebig, aber von O und O, verschieden angenommen werden; dann liegt die
Kollineation fest.
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\
Abb. 5 \\\l

(C;) von @ gehen {iber in die Kurven (U”) und (C}) von @'. Dabei
ist (U") der wahre UmriB3 von @' fiir die Parallelprojektion aus
O.. Da konjugierte Richtungen auf einer Fliche projektiv in-
variant sind, so sind die Tangenten # von (C)) im Bildpunkt
P’ von P konjugiert in bezug auf @'. Daher gilt Satz 2 fiir die
zu  senkrechten Parallelprojektionen von (U') und (C)). Da
diese aber auf Grund der Kollineation & mit den Projektionen
(U) und (C;) von (U) und (C,) aus dem Zentrum O auf die Bild-
ebene & identisch sind, gilt Satz 2 und damit (2) auch im Fall
einer Zentralprojektion und einer schiefen Parallelprojektion
der Fliche @. Dieselbe SchluBlweise zeigt, da3 auch die Sitze 1

und 1a bei Zentralprojektion und bei schiefer Parallelprojektion
giltig sind.
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4. Beispiele

In den folgenden Beispielen wird fiir einige besondere Flichen
die Konstruktion von £ jeweils in einem nicht speziellen Punkt
P von (U) mit den Methoden der Konstruktiven Geometriel3
vollstindig durchgefiihrt. Fiir spezielle Punkte 2 (z.B. in
symmetrischen Scheiteln von (U)) wird die Konstruktion von
R meist besonders einfach. Die vorausgehende Konstruktion
des Punktes 7 und der Tangente von (U) in 2 wird als bekannt
crachtet und daher nur sehr kurz beschrieben.

1. Beispiel

Die senkrechte Parallelprojektion @ (NormalriB) einer durch
die Achse ¢ und den Meridian (M) gegebenen Drehfliche @ in
allgemeiner Lage (Abb.6: Projektionsebene =, Projektions-
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Abb. 6

13 Vgl. die trefflichen Vorworte in den Lehrbiichern von E. Kruppa [5]
und F. Hohenberg [3].
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richtung /| 7) kann aufgefat werden als Kreuzril @""' von @,
wobei @ in der Aufriebene 7, liegt und gegen die KreuzriBebene
7 geneigt ist.}* Zur punktweisen Konstruktion des scheinbaren
Umrisses () im Normalri3 geht man in bekannter Weise zweck-
méBig vom Aufri (K)" eines Parallelkreises (X)) von @ aus, auf
dem ein reeller Punkt 7 des wahren Umrisses (U) liegt. Die
Normalen von @ in den Punkten von (X) schneiden sich im
Punkt &V der Achse a. Da I|w, und PN | /ist, folgt P" N | [".
Der Normalenabschnitt PNV erscheint daher im NormalriB in
wahrer Grofle PN = P;' N”. Die Tangentialebene 7 von @ in
P wird im Normalri3 als Tangente 7, an (U) in P projiziert.
Daher ist PN Normale von (U) in P. Auf dieser muB3 der
Mittelpunkt 475 des gesuchten Kriimmungskreises von () in 2
liegen.

Im Punkt P sei R; der Hauptkriimmungsradius von @, der
zur Parallelkreistangente #; gehort, und entsprechend sei R,
der zur Meridiantangente ¢, gehorige Hauptkrimmungsradius
von @. In Abb.6 sind R, = P, N" und R,= P M, ge-
geben zu denken. Die Parallele zu / durch die Spitze 7" des
Drehkegels, der @ lings (X) beriihrt, ist die AufriBspur s der
Tangentialebene 7 von 2. Wird 7 um s in die Aufriebene herein-
gedreht, so geht das Zweibein 2, #,, ¢, Uber in P, #1,, #5, (Abb.7).

F—‘A_tj e PL B ——— o1
7 8l ?rF—“R,— —v

\Y )4@’

== §

1 Vgl. z. B. F. Hohenberg [3] S. 177; dabei sind KreuzriB und AufriB
zu vertauschen.
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Die Winkel ¢, = < (5, #19) ( = 1, 2) erscheinen dann in wahrer
GroBe.

Der Krimmungsradius £ von (U) in 2 kann nun aus ¢; und
R; mit Hilfe der Beziehung (1) von A. Mannheim wie folgt kon-
struiert werden.

Aus (1) folgt mit ¢ = @, (oder auch aus (13) mit @, = %— @1,

BY =y, RY = Ry)
(14) R = (Ry— R,) cost ¢, + R,.

Werden R, und R, im Fall eines elliptischen Flichenpunktes
P wie in Abb.7 (Ry> R,) auf s abgetragen, so ist 7.5 =
= R,— R,. Das rechtwinklige Dreieck S7'4, hat die Winkel
X Ay ST = ¢,, X S74y= ¢, und den Hypotenusenabschnitt
BS = (Ry,— R,) cos® ¢,. Nach (14) folgt daher £ = BV. Dies
gilt gleichermafen fir R; > R,. Im Fall eines hyperbolischen
Flichenpunktes P ist |R,| von V aus in der anderen Richtung
abzutragen. Beim Zuriickdrehen der Tangentialebene um s in
die Ausgangslage (P, — P) bleiben die Punkte 7BSV auf s
fest. 7Py geht in 7P und 4 in A Uber. S4 ist parallel zur Tan-
gente #; von (K) in P. Daher ist S” A" parallel (X)"”. Bei der
Drehung bleibt A" B”" | s"'. Daraus ergibt sich — ohne daf} die
Drehung von 7 um s konstruktiv auszufiithren ist — folgende

Konstruktion von R fiir einen beliebigen Punkt P von (U)
(Abb. 6)

Auf der Spur s der Tangentialebene t des Punktes P werden
im AufriB Ry, = P/'M; = 7"V" und R, = P/N" = I"S"
so abgetragen, da3 im Fall eines elliptischen Flichenpunktes 7
7"S" = ||Ry| — |Ry]|, im Fall eines hyperbolischen Flichen-
punktes P 7"S"” = |R,| + |R,| ist. Die Parallele zu (K)”
durch S" schneidet 7" P” in A”. Das Lot von A" auf s hat
den FuBpunkt B”. Dann ist # = B"V".

Im untersten Punkt P3; von @ (Abb. 6) hat die Tangential-
ebene von @ Profillage. Die angegebene Konstruktion von &
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1aBt sich daher fur Pg nicht ohne Modifikation ausfithren. Dies
ist jedoch kein Nachteil, da sich £ in diesem Fall sehr einfach
folgendermalen bestimmen 1iBt. Der Projektionsstrahl von P,
ist Tangente an den in x, liegenden Meridian von @; also ist

9, = %— Aus (14) folgt also R = R,. Da aber R, gleich dem

Normalenabschnitt P33 des Meridians von @ ist, und da
Py N, parallel z liegt, so ist ¥ der Kriimmungsmittelpunkt von
(U) im Scheitel Py. — Dieses Ergebnis erhilt man auch aus fol-
gender geometrischer Uberlegung. Der Kriimmungsmittelpunkt
von (U) in Py ist nach einer der méglichen Definitionen die
Grenzlage des Schnittpunktes N der Normale PN und der
festen Normale in P fiir £ — P,. Da PN immer parallel z ist,
14Bt sich die Grenzlage N4 von N fiir P — P, langs (U) im Auf-
riB} sofort angeben (Abb. 6), und daraus ergibt sich unmittelbar
die Grenzlage NV, von V.

Ist 2 auf (U) ein Aquatorpunkt von @, so wird 7" der uneigent-
liche Punkt der Achse a. Die von PT und dem Projektionsstrahl
durch P aufgespannte Tangentialebene von @ ist in diesem Fall
parallel zur AufriBebene m,. Die Winkel ¢,, ¢, projizieren sich
also in wahrer GréBe. Daher 148t sich £ auch in diesem Fall
gemdB Abb. 7 konstruieren, wenn statt 7" ein beliebiger Punkt
von a gewihlt wird.

Die Tangente ¢, von (U) in 2 erhilt man im Aufrif durch
folgende Uberlegung. Im Punkt P sind #, und die Projektions-
richtung 7 konjugiert in bezug auf @. Ist « = < (#y, £,), so gilt
die bekannte Beziehung fiir konjugierte Richtungen

R
(15) tg o = — 3= Ctg ¢y

In Abb.7 ist 4gDy= R, sing,, DoV = R, cos ¢,. Wegen
(15) ist also & = ¢ VAyD,. Das Lot von P, auf 4,V bildet
also mit der Umklappung #,, von #; den Winkel « (und zwar in
dem durch das Vorzeichen in (15) festgelegten Sinn). Fiir die
Ausgangslage der Tangentialebene ergibt sich also #, | AV.
Um auch hier die listige Drehung der Tangentialebene v um s
in die AufriBebene zu vermeiden, wird die Lotebene A4 von #, im
Punkt A betrachtet (Abb. 6). Sie enthilt die Gerade AV (da
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¢, L AV ist) und die Parallele AC zu PN durch 4 (da ¢, 1 PN
ist). Der Spurpunkt C von AC liegt auf der Spur @ der Ebene
7PN und auBerdem, da A" C" || P"N"" | A" B" ist, auf 4" B".
Der Spurpunkt von A4V ist V. Daher ist CV die AufriBspur von
2 und demmnach 7/ | C” V"”. Man hat also fiir einen nicht
speziellen Punkt 2’ die einfache

Konstruktion der Tangente ¢, von (U)"

Die (bereits gezeichnete) Gerade 4''B’" schneidet ¢” in C".
Das Lot von P auf C" V"' ist die gesuchte Tangente 2.

Die Tangente an den Aufri3 (U)” im Punkt 2; ist nicht die
Projektion der (zu 7, senkrechten) Tangente an (U) in Pz und
148t sich daher in der angegebenen Weise nicht bestimmen. Thre
Konstruktion erfordert weitergehende Untersuchungen, die in
einer spiteren Arbeit dargelegt werden sollen.

2. Beispiel

Der ParallelriB @ einer Schiebfliche @ wird — gleichgiiltig,
ob die Projektionsrichtung / zur Bildebene & senkrecht ist oder
nicht — von zwei Scharen kongruenter und paralleler Kurven
gebildet, welche die Bilder der beiden Scharen kongruenter und
paralleler Schiebkurven von @ sind. In Abb. 8 ist der Punkt 7,
des scheinbaren Umrisses () von @ der Ri3 eines elliptischen
Flachenpunktes P;. Die beiden Schiebkurven ((;) (7 =1,2)
durch 2; haben in 2, bekanntlich konjugierte Tangenten. Die
Kriimmungsradien R, = P, M,; der Projektionen (C)) von ((;)
im Punkt 7, seien bekannt.!® Dann ergibt sich der Kriimmungs-
radius £ = P, M, von (U) in P, (Abb. 8) nach Satz 2 aus

(2) R =R, +R,.

15 Sind zunichst nur die Kriimmungskreise (X73) der Flichenkurven (Cy) in
P, gegeben, so lassen sich die Kritmmungsradien & von (Cy) in bekannter
Weise z. B. als Krimmungsradien der Bildellipsen (£7) von (&%) in 7, be-
stimmen.
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Abb. 8

In Abb. 8 ist der Punkt 2, von (U) der Rif} eines hyperbolischen
Flichenpunktes P,. Der Kriimmungsradius £ = P3; M, von
(U) ergibt sich aus den Kriimmungsradien R; = P/ ,; der
Projektionen der Scharkurven durch Pj daher als Differenz

(2") R =|R,|—|R,|

SchlieBlich ist der UmriBpunkt 7, in Abb. 8 das Bild eines para-
bolischen Fliachenpunktes 2, von @. Nach (13) verschwindet die
Kriimmung von (U) in P,; daher ist P, in Abb. 8 Wendepunkt
von (U).

3. Beispiel

Die durch ihre Schraubachse @, die Erzeugende ¢, und die
reduzierte Ganghohe £ gegebene schiefe, offene nicht abwickel-
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bare Regelschraubfliche @ ist in Abb. g in allgemeiner Lage
im NormalriB @ (Projektionsebene 7, Projektionsrichtung 7 | =)
und in spezieller Lage im Aufri} @' (AufriBebene 7, | 7,7, )
dargestellt. Die Konstruktion des Kriimmungskreises des schein-

KII

B Iia—C L¢>T<I—
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baren Umrisses () von @ ist dabei fiir einen allgemeinen Punkt
P von (U) nach Lage und GroBe (Mittelpunkt A7, Radius
R = PM) vollstindig durchgefithrt. Ebenso sind die Kon-
struktionen der Kriimmungskreise in den Scheiteln 2, von (U)
und Py von (U,)", wobei (U,)" der scheinbare 2. UmriB} von
@ ist, vollstindig angegeben. Aus Griinden der Ubersichtlich-
keit wurden die Konstruktionen samt Punkt 2 unterhalb der
Risse gesondert herausgezeichnet.

Zunichst sind 2 und die Tangente 7, von (U) in P zu be-
stimmen; dies kann in bekannter Weise wie folgt geschehen.

Zur Konstruktion von 2 gehe man von einem beliebigen Punkt
Py der gegebenen, zu @, parallelen Erzeugenden ¢, aus. Die
Grundriebene 7; sei | a. Es seien (S) die Bahnschraublinie von
Py, R die gemeinsame Spitze der Richtkegel von @ und (S)
(Hohe £), £, der Fluchtpunkt von e, 7 der Fluchtpunkt der
Tangente von (S) in Py und L der Fluchtpunkt der Projektions-
richtung /. Auf der Fluchtspur £(7, der Tangentialebene 7, von
@ in Py sei L, ein Punkt, der durch Drehung um @ in L iiber-
geht (Drehwinkel 8 = <t Ly R'L"). Bei der durch diese Drehung
und den Schraubparameter 2 bestimmten Schraubung © gehen
Py in einen Punkt 2 von (S) und 7, in die Tangentialebene 7 von
P {iber, deren Fluchtspur durch L' geht. Daher ist 7|/ und P
ein Punkt des wahren Umrisses (U) von @. Der Punkt 2 ergibt
sich aus P’ durch Umprojektion.

Die Tangente 7, von (U) in P ergibt sich z. B. als Normalrif3
der Tangente ¢, von (S) in P. Zur Vereinfachung der Umprojek-
tion von ¢, werde der Punkt 7, auf ¢, verwendet, fur den P7,
gleichsinnig parallel und gleich der (zu ¢, parallelen) Mantel-
linie R7" des Richtkegels von (S) ist. Ist R auf @ so gewihlt, da
R'" wie in Abb. g auf dem Ordner P P liegt, so liegt 7, auf dem
Ordner durch 7"'. Die Abstandsdifferenz der Punkte 2 und 7,
von 4 ist gleich dem Abstand des Drehfluchtpunktes 2’ von der
Ebene (P,, a), der dem GrundriB zu entnehmen ist. Somit liegt
T, fest, und es ist £, = PT .

Die Konstruktion des Krummungskrelses von (I)in P schheBt
sich nun folgendermafBen an.

Auf @ sind durch P zwei Kurven (Cy), (Cs) zu ziehen, die in P
konjugierte Tangenten #,, £, haben. Es sei (C) = (S), und (Cy)

a2 Miinchen Ak, Sb. 1960
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sei der Normalschnitt von @ in P durch die zu #; = ¢, konju-
gierte Tangente #,. Zur Bestimmung von R sind die Kriimmungs-
radien R, R, der Normalrisse (C,), (Cy) in P zu ermitteln.

R, ergibt sich mit Hilfe des Normalrisses (£) der Ellipse (%),
nach der die Schmiegebene von (C,) in 2 den Schraubzylinder
von (C,) schneidet. Die kleine Halbachse von (%) ist der Schraub-
radius PQ; die groBe Halbachse ist parallel # und hat die
Linge P7,. Die Ellipse (£) mit Mittelpunkt @ ist daher durch
zwei konjugierte Halbmesser gegeben. Der eine davon ist 20, der
andere ist in Abb. 9 in parallel verschobener Lage 27, bereits
gezeichnet. Der Kriimmungsradius £, von (£) in P ist in
Abb. 9 in bekannter Weise unter Verwendung der Scherung |7,
konstruiert. Da (C;) und (£) in P einen gemeinsamen Kriim-
mungskreis besitzen, so ist wegen der Invarianz der Beriihrungs-
ordnung gegen Projektion R, = PM,.

Die Konstruktion von &, erfolgt mit Hilfe der Dupinschen
Indikatrix (/) von @ in P und wird durch folgende Vorbetrach-
tung sehr einfach. Projiziert man die in 2. mit 2Q; (7 = 1,2)
bezeichneten konjugierten Halbmesser von (/) (vgl. Abb. 3a, 3b
S. 281), deren Linge J/|R¥|ist, in Richtung / auf eine ebenfalls
in der Tangentialebene 7 liegende beliebige Gerade g, die mit / den

Winkel g = < (, 8), o< < - einschlieSt (Abb. 10), so wer-

of——,

l

P
/ %17/152/ :sin @

Abb. 10

den auf g mit Riicksicht auf (3) und (4) S. 280f. zwei Strecken
der Linge V|R;|:sin ¢ festgelegt. Ihr Verhiltnis ist gegen
Affinitiit invariant. Sind also von PQ;, /, g die (nicht ausgearte-
ten) Risse P'Q;, I/, ¢’ in einem beliebigen MaBstab gegeben,
dann schneiden die Parallelen zu /’ durch die Punkte 2’ und Q;
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auf der Geraden g’ zwei Strecken der Linge

(16) ¢;=c*V|R,], ¢=const.Fo0

aus. Sind die drei Strecken £, und ¢; bekannt, dann kénnen
zunichst die Konstante ¢2 und anschlieBend der gesuchte
Krimmungsradius £, jeweils nach dem Héhensatz konstruiert
werden.

Im vorliegenden Beispiel (Abb. 9) ist die zu #; konjugierte
Tangente ¢, Fallinie von 7.1® Auflerdem ist die Erzeugende ¢
von @ durch P Asymptote von (/). Zur Vereinfachung der Kon-
struktion werde an Stelle von (/) die Dupinsche Indikatrix (/;)
von Py betrachtet. (/)" geht aus (/)’ durch die Drehung P’ — P
um R’ hervor. An Stelle der Richtungen ¢/, ¢, #, und /' treten
die Richtungen R'Eglley, R'Ty | R' Py, ToD' | ToE, (Fallinie
von 7,!) und /; = R'Lg, die bis auf 7;D' gezeichnet vorliegen.
Der MaBstab von (/) sei so gewidhlt, daB3 der zu #; gehérige
Halbmesser im GrundriB die Linge R'7, hat. Der zu #, ge-
horige Halbmesser hat dann im Grundrifl vermdoge einer elemen-
taren Eigenschaft der Hyperbelasymptoten die Linge 7, D’. Da-
mit sind die konjugierten Halbmesser von (/)" in ihrer durch
7, parallel verschobenen Lage R'7, und 73D’ bestimmt.

Als Gerade g’ werde nun zweckmiBig R’'7, gewihlt. Durch
die Projektion von R'7, und 7D’ in Richtung /; werden auf g’
die zu ]/|—]§1_| und ]/I—]?,_,—| proportionalen Strecken

17 6g=RT7T, und ¢,= ST,
1 2 0

festgelegt. In Abb. ga ist aus ¢, und R, die Konstante ¢2 und
aus ¢2 und ¢, — jeweils nach dem Héhensatz — der Krimmungs-
radius R, konstruiert. Der gesuchte Kriimmungsradius £ kann
dabei als Differenz von £, und £, unmittelbar abgegriffen wer-
den.

Geht man von den Punkten aus, die bei der Konstruktion von
P und £, bereits verzeichnet wurden, so hat man also folgende
bemerkenswert einfache

18 Vgl. [9] S. 159 Satz 11,

22"






