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Die Grundgleichungen der Flächentheorie 

und ihr Ausdruck durch Integralsätze. 

Von Frank Lübell in Stuttgart-Cannstatt. 

Vorgelegt von S. Finsterwalder in der Sitzung am 1. Juni 1929. 

In neuerer Zeit beginnt die kinematische Differentialgeo- 
metrie, wie sie besonders Cesàro in seinen Vorlesungen über- 
natürliche Geometrie1) dargestellt hat, mehr Pflege zu finden; 

so wurde sie verschiedentlich von Herrn Lagally gefördert und 
auch bei mechanischen Untersuchungen angewandt2). Allgemein 

bekannt ist die wichtige Rolle, die kinematische Überlegungen 
in der Darbouxschen Behandlung der Kurven- und Flächen- 

theorie spielen. Bedenkt man, wie nahe verwandt diese Methoden 
durch ihre Anschaulichkeit mit der rein geometrischen Betrach- 

tungsweise sind, durch die kürzlich die Herren Finsterwalder 
und Sauer die Einsicht in mancherlei differentialgeometrische 
Zusammenhänge erleichtert haben3), so werden vielleicht die fol- 
genden Bemerkungen zu den Fundamentalgleichungen derFlächen- 
theorie einigem Interesse begegnen. 

b Cesàro, Lezioni di geometria intrinseca, Napoli 1896; Cesàro- 
Kowalewski, Vorl. ü. natürliche Geometrie, 1. Aufl. Leipzig 1901, 2. Aufl. 
Leipzig u. Berlin 1926. 

2) Lagally, Die Verwendung des begleitenden Dreibeins für den Auf- 
bau der natürlichen Geometrie, Sitzungsb. d. Bayer. Akad. d. Wiss., Math.- 
naturw. Abt., 1927, S. 5ff.; Lagally, Vorl. ü. Vektorrechnung, Leipzig 1928, 
S.60�98; Lagally, ÜberSpannung und elastische Deformation von unebenen 
Membranen, Zeitschr. f. ang. Math. u. Mech., Bd. 4 (1924), S. 377ff. � An- 
wendungen der kinematischen Flächentheorie finden sich auch in zwei Ar- 
beiten des Verfassers in der Zeitschr. f. ang. Math. u. Mech., Bd. 7 (1927), 
S. 463ff. und Bd. 9 (1929), S. 213ff. � S. auch Delens, MØthodes et pro- 
blŁmes des gØomØtries diffØrentielles euclidienne et conforme, Paris 1927. 

3) Sauer, Geometrische Überlegungen zu den Grundgleichungen der 
Flächentheorie, Sitzungsb. d. Bayer. Akad. d. Wiss., Math. - naturw. Abt., 
1928, S. 97 ff’. 



166 P. Löbell 

1. Die Lagrange-Darbouxsche Beziehung- und die 
Orundgleichungen der Flächentlieorio, 

Besitzt ein starrer Körper eine Beweglichkeit von zwei Frei- 

heitsgraden, sodaß seine Lage als Funktion von zwei Parametern 
p und q angesehen werden kann, so bezeichnen wir als seine 

partiellen Winkelgeschwindigkeiten bezüglich der gewählten 
Parameter die Winkelgeschwindigkeitsvektoren lt, und it� der Be- 
wegungen, die der Körper beschreibt, wenn das eine Mal q als 

Konstante und p als die Zeit, das andere Mal p als Konstante und 
q als die Zeit betrachtet wird; es gilt dann die schon auf 
Lagrange zurückgehende, aber wohl erst von Darboux viel 

gebrauchte Formel1): 

(1) 
3 U, 3 U„ 
3q dp 

- + »1 X Uo = 0. 

Diese Beziehung kann man zur Untersuchung einer Fläche 
verwenden, wenn man auf dieser zunächst eine integrable 
Richtungsübertragung2) einführt und dann einem starren 

Körper @ eine zweiparametrige Bewegung durch die Forderung 

x) Sind a, 6, c drei beliebige Vektoren, so bedeute im folgenden a b 

das skalare Produkt, aXb das Vektorprodukt von a und b; ferner wird 

a(bxc) = abc besetzt. � Die Formel (1) ist bewiesen bei Hamei, Ele- 

mentare Mechanik, Leipzig u. Berlin 1912, S. 532; es möge jedoch ihre 

Herleitung hier skizziert werden: Wenn q irgend einen mit dem starren 

Körper fest verbundenen Vektor bedeutet, so gilt 

folglich ist 

32q 
dpd'l 

3q 
di> 

= u, q und 
3q 

3 <1 
U ,, X q ; 

3 U, 
3 <1 

3u., 

dl> 

3 q 
X q -p u, X � 

X q -p ua X 
3 q 
3 V 

i� X q -p Ui X (uä X q) 
à '1 
3 u., , , , , 
~ X q -p 1!., X (it, X q). 

Vermöge der Identität 

it, X {u., X q) -p if, X (q x u,) + q X (U, X it .) = 0 
ist also 

X 11 � aif X q + («i X Uo.) Xq = 0; d <1 dp 

da dies für jeden Vektor q gilt, ist (1) bewiesen. 
2) Hessenberg, Beispiele zur Richtungsübertragung, Jahresber. d. D. 

Math. Verein. Bd. 33 (1925), 2. Abt., S. 93K. 
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aufzwingt, daß ein Punkt P von <3 sich auf der Fläche bewege, 

und daß ferner die orientierte Tangentialebene und die durch die 
soeben eingeführte Richtungsübertragung in jedem Flächenpunkte 
festgelegte, tangentielle Leitrichtung in dem Körper 3 fest sei. 

Die Winkelgeschwindigkeiten von & können dann durch soge- 

nannte Krümmungsvektoren ersetzt werden; unter dem Krüm- 
mungsvektor einer Flächenkurve1) in einem ihrer Punkte P ver- 
steht man den Vektor 

(2) b = T t + N\ + Gn, 

wo T die geodätische Windung, N die Normalkrümmung, G die 
geodätische Krümmung, t und j die Einheitsvektoren der Tangente 

und der Tangentialnormale2) und n � t X f den Einheitsvektor 
der Flächennormale in P bedeutet. Sind nämlich b, und b» die 
Krümmungsvektoren der Parameterlinien q — const, u. p = const., 
vl und v., die Geschwindigkeitsbeträge von P bei Konstanz von q 
h/.w.p und bei Deutung von p bzw. q als Zeit, ferner cpx und cp„ 
die Winkel der Leitrichtung mit den Tangentenvektoren tx und t2 

der Parameterlinien, sodaß also m = <px -� <p2 der Winkel zwischen 
diesen ist, so wird, wenn man 

setzt, 
by, V y b J , v„ b„ 

3 Ti 
d J) 

Uo b<i + n 
3 (p 2 

3 q 

und man findet, wenn man die für jeden mit dem Körper ' fest 

verbundenen Vektor i] gültigen Formeln 

anwendet: 

(3) 

y,=«,x.,=(^+.,X�)x’i- 

U=x =(b’+“ V?)x ’ 
3 by, 

3 q 

3b, 

3 P 
+ by, X b, -j- 1t 

3a m 
3 p 3 q 

= 0. 

b Es ist dies der �Darbouxsche Vektor� bei Lagally. (Die nach- 
folgende Beziehung (2) dient beim Aufbau der kinematischen Differential- 
geometrie zur Definition der drei Flachenkrümmungen G, N, T einer 
Flächenkurve.) 

2) Diese Bezeichnung stammt von Knoblauch. 
Sitzungsb. (1. math.-natiirw. Abt. Jalirg. 1929. 12 
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Diese von der speziellen Wahl der Richtungsübertragung, wie 
zu erwarten war, unabhängige Gleichung umfaßt die Grundglei- 
chungen der Flächentheorie von Gauß, Codazzi und Mainardi1). 

2. Gauss’ theovema egregium und dev Gauss -Bonnetsche 

Multipliziert man die Gleichung (3) skalar mit u, so erhält 
man wegen 

Es erweist sich nun vielfach als nützlich, neben dem Krüm- 
mungsvektor b einer Flächenkurve noch dessen mit einer be- 
sonderen Bezeichnung versehene Tangentialkomponente zu 
verwenden ; wir setzen 

wird. Die Bedeutung des Vektors g wird von vornherein ein- 
leuchten, wenn man beachtet, daß g die Winkelgeschwindigkeit 
eines starren Körpers bei Zugrundelegung der Bogenlänge als 
Zeitskala ist, der mit der längs der Kurve im Levi-Civitäschen 
Sinn parallel verschobenen Berührebene fest verbunden ist. Es 
ist dann 

n b,7 = vxv2 • n g,g2. 

Nun erkennt man unmittelbar aus der Beziehung 

/r7. «Dt 
(7) ds — 9 X H , 

in der s die Bogenlänge der Flächenkurve, zu der g gehört, be- 

Iutegralsatz. 

(5) 
sodaß nach (2) 

(6) b = g -|- G n 

1) Eine Zusammenfassung dieser drei skalaren Gleichungen in eine 
Vektorgleichung gab zum ersten Mal Cesaro, Lezioni (s.Fußn.l, S. 165) p. 253. 


