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Die Grundgleichungen der Flichentheorie
und ihr Ausdruck durch Integralsidtze,

Von Frank Lébell in Stuttgart-Cannstatt.
Vorgelegt von S. Finsterwalder in der Sitzung am 1. Juni 1929.

In neuerer Zeit beginnt die kinematische Differentialgeo-
metrie, wie sie besonders Cesaro in seinen Vorlesungen fiiber
natiirliche Geometrie!) dargestellt hat, mehr Pflege zu finden;
so wurde sie verschiedentlich von Herrn Lagally gefordert und
auch bei mechanischen Untersuchungen angewandt?). Allgemein
bekannt ist die wichtige Rolle, die kinematische Uberlegungen
in der Darbouxschen Behandlung der Kurven- und Flichen-
theorie spielen. Bedenkt man, wie nahe verwandt diese Methoden
durch ihre Anschaulichkeit mit der rein geometrischen Betrach-
tungsweise sind, durch die kirzlich die Herren Finsterwalder
und Sauer die Einsicht in mancherlei differentialgeometrische
Zusammenhiinge erleichtert haben?®), so werden vielleicht die fol-
genden Bemerkungen zu den Fundamentalgleichungen der Fliichen-
theorie einigem Interesse begegnen.

1) Cesiro, Lezioni di geometria intrinseca, Napoli 1896; Cesaro-
Kowalewski, Vorl. i. natiirliche Geometrie, 1. Aufl. Leipzig 1901, 2. Aufl.
Leipzig u. Berlin 1926.

2) Lagally, Die Verwendung des begleitenden Dreibeins fiir den Auf-
bau der natiirlichen Geometrie, Sitzungsb. d. Bayer. Akad. d. Wiss,, Math.-
naturw. Abt.,, 1927, S.5ff.; Lagally, Vorl. i. Vektorrechnung, Leipzig 1928,
8.60—98; Lagally, Uber Spannung und elastische Deformation von unebenen
Membranen, Zeitschr. f. ang. Math. u. Mech., Bd. 4 (1924), S. 377ff. — An-
wendungen der kinematischen Flichentheorie finden sich auch in zwei Ar-
beiten des Verfassers in der Zeitschr. f. ang. Math. u. Mech., Bd. 7 (1827),
8. 463f. und Bd. 9 (1929), S.218ff. — S, auch Delens, Méthodes et pro-
blémes des géométries différentielles cuelidienne et conforme, Paris 1927.

3 Saner, Geometrische Uberlegungen zu den Grundgleichungen der

Flichentheorie, Sitzungsb, d. Bayer. Akad. d. Wiss, Math.-naturw. Abt.,
1928, S. 974,
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1. Dbie Lagrange-Darbouxsche Beziehung und die
Grundgleichungen der Fliichentheorie.

Besitzt ein starrer Korper eine Beweglichkeit von zwei Frei-
heitsgraden, sodafy seine Lage als Funktion von zwei Parametern
p und ¢ angesehen werden kann, so bezeichnen wir als seine
partiellen Winkelgeschwindigkeiten beziiglich der gewiihlten
Parameter die Winkelgeschwindigkeitsvektoren 1t; und u, der Be-
wegungen, die der Korper beschreibt, wenn das eine Mal ¢ als
Konstante und p als die Zeit, das andere Mal p als Konstante und
q als die Zeit betrachtet wird; es gilt dann die schon auf
Lagrange zuriickgehende, aber wohl erst von Darboux viel
gebrauchte Formel?):

(1)

ch am,

5q +u1><11,_-0

Diese Beziehung kann man zur Untersuchung einer Fliche
verwenden, wenn man auf dieser zuniichst eine integrable
Richtungsiibertragung?) einfithrt und dann einem starren
Korper & eine zweiparametrige Bewegung durch die Forderung

1) Sind a, b, ¢ drei beliebige Vektoren, so bedeute im folgenden a b
das skalare Produkt, a0 das Vektorprodukt von a und b; ferner wird
a(bxc) = abc besetzt. — Die Formel (1) ist bewiesen bei Hamel, Ele-
mentare Mechanik, Leipzig u. Berlin 1912, 8. 532; es mige jedoch ilwe
Herleitung hier skizziert werden: Wenn q irgend einen mit dem starren
Korper fest verbundenen Vektor bedentet, so gilt

g; =i, < q und gfg»:u;p(q;
folglich ist
92(‘(___311\ . N 3(’( au\ N
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Vermige der Identitiit
1y 4 (s Q) =1, X (g 3 ) A g X (i HKa) =0

2y, 3 1,
aq ap
da dies fiir jeden Vektor g gilt, ist (1) bewliesen.
?) Hessenberg, Beispiele zur Richtungsiibertragung, Jahresber. d. D.
Math. Verein. Bd. 83 (1925), 2. Abt., S. 931

ist also
g4y %) X g =0;
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aufzwingt, daB ein Punkt I von & sich auf der Fliche bewege,
und daf ferner die orientierte Tangentialebene und die durch die
soeben eingefiihrte Richtungsiibertragung in jedem Flichenpunkte
festgelegte, tangentielle Leitrichtung in dem Korper @ fest sei.
Die Winkelgeschwindigkeiten von © kénnen dann durch soge-
nannte Kriimmungsvektoren ersetzt werden; unter dem Kriim-
mungsvektor einer Flichenkurve') in einem ihrer Punkte P ver-
steht man den Vektor
(2) =Tt Ni+ Gn,
wo 7' die geodiitische Windung, N die Normalkriimmung, & die
geodiitische Kriimmung, t und j die Einheitsvektoren der Tangente
und der Tangentialnormale®) und n ==t X'} den Einheitsvektor
der Fliichennormale in P bedeutet. Sind niimlich b, und b, die
Kritmmungsvektoren der Parameterlinien ¢ = const. u. p = const.,
v, und v, die Geschwindigkeitsbetriige von P bei Konstanz von ¢
bzw. p und bei Deutung von p bzw. q als Zeit, ferner ¢, und ¢,
die Winkel der Leitrichtung mit den Tangentenvelktoren t, und t,
der Parameterlinien, sodal} also v = ¢, — ¢, der Winkel zwischen
diesen ist, so wird, wenn man

b, =, by, D, = v, D
setzt,
Py — L O Py
ap’ 1, ‘,11190
und man findet, wenn man die fiir jeden mit dem Kirper & fest
verbundenen Vektor q giiltigen Iormeln

u, =10, -1

3

oq o N 2@, Ny
92)—111,\11—-(@,—}-11 v A q,
2q <. 2 Pa
— Ll p— | = N
24 i, < q (Dq , 119(1),««]
anwendet:
o o Dp o bq N LD
: - VAN p =0
('J) 2q - 8])+b1 b’1"*'“9179(1

1) Es ist dies der ,Darbouxsche Vektor® bei Lagally. (Die nach-
folgende Beziehung (2) dient beim Aufbau der kinematischen Differential-
geometrie zur Definition der drei Flichenkriimmungen G, N, T einer
Flichenkurve.)

%) Diese Bezeichnung stammt von Knoblauch.

Sitzungsb. d. math.-naturw. Abt. Jahrg, 1929, 12






