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Vorbemerkung

Bei der Art, wic heute die klassische Physik in Teile zerlegt
gelehrt wird, geht leicht der Blick fiir die innere Geschlossenheit
und Schénheit des Ganzen verloren. Die Zerlegung wird dadurch
begiinstigt, dafl sich die Teile nacheinander und oft fast unabhingig
voneinander entwickelt haben. Man sieht kaum, daff Mechanik,
Elektrodynamik, spezielle und allgemeine Relativititstheorie,
sowie die Eichidee zu ciner allmihlichen Vollendung des von
Newton formulierten wissenschaftstheoretischen Programms ge-
fithrt haben. Man ist sogar zur héheren Ehre des jeweils Neuen
geneigt, das Trennende mehr als das Verbindende zu betonen.

Darum ist eine Synopsis, cine Zusammenschau der Teile
geboten, ohne dafl dadurch die Bedeutung der Einzeldarstellungen
geschmilert wird. Sie ist méglich, wenn man von den wissen-
schaftstheoretischen Grundlagen der Lehre von Newton ausgeht.
Bei thm stehen diese Grundlagen so sehr im Vordergrund, daf} im
Titel seines Hauptwerks nicht vom eigentlichen Gegenstand,
sondern nur von dem iiber diesen hinausweisenden Programm
gesprochen wird, nimlich von der Mathematisierung der Natur-
philosophie. Im Lichte dieses Programms erscheinen die Arbeiten
von Faraday und Maxwell, von Einstein und nicht zuletzt auch von
Weyl als Beitrige auf dem Wege zur Vollendung des Newtonschen
Programms. Tatsichlich bewahrt dieses Programm sogar in der
Quantenphysik seine Giiltigkeit und stellt sicher, dafl Physik bei
allen Wandlungen Physik bleibt. Doch soll letzteres erst spiter
gezeigt werden.

Hier beschrinken wir uns auf eine Synopsis von Mechanik und
Elektrodynamik, sowie von spezieller und allgemeiner Relativitits-
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theorie, wobei wir von vorneherein Weyls Eichprinzip als Schliissel
zur einheitlichen Feldtheorie betrachten. Thermodynamik und
statistische Theorien werden nicht behandelt, weil darin die
Grundgleichungen, um die es hier geht, bereits vorausgesetzt wer-
den.

Die Synopsis zerfillt in vier Teile: (1) Aus Newtons Basisvorstel-
lung ergeben sich in Verbindung mit einem Zeitpostulat die kano-
nischen Gleichungen, welche noch vorrelativistisch die Eigenzeit
umfassender als in der Relativititstheorie zu definieren erlauben. -
(2) Bei Anwendung auf Materiepunkte und andere punktférmige
Teilchen gelangt man bereits zur relativistischen Mechanik. -
(3) Sobald mehrere riumlich getrennte Materiepunkte im Spiele
sind, kénnen Bewegungen nur noch niherungsweise durch kano-
nische Gleichungen beschrieben werden. Wechselwirkungen wer-
den durch Felder vermittelt, die nach Zahl und Art durch
Symmetriceigenschaften der kriftefreien Bewegung bestimmt
sind. Zunichst wird die Eichfeldtheorie der Elektrodynamik ent-
wickelt. - (4) Weyls Eichidee ist aus der allgemeinen Relativitits-
theorie hervorgegangen. Umgekehrt gewinnt man auch diese aus
der Eichidee.

Hier werden alle Entwicklungen nur bis zu Gleichungen ge-
fihrt, von denen aus der Anschlufl an einschligige Vorlesungen
oder Biicher méglich ist. Es geht hier hauptsichlich um die Dar-
legung der grundlegenden Ideen und Erfahrungen und weder um
die Wiirdigung aller Erfahrungen, noch um die volle Entfaltung
der mathematischen Theorie.
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Teil I
Zur kanonischen Mechanik

Die kanonische Mechanik von Hamilton ist enger mit den natur-
philosophischen Prinzipien von Newton verbunden; als man histo-
rischen Wegen folgend meinen konnte. Um das in nétiger Allge-
meinheit zu zeigen, betrachten wir Systeme, deren Lage durch
beliebig, aber endlich viele Koordinaten

9= (91,92 9i--4.)

beschrieben wird. Bewegungen zeigen sich darin, dafl sich die
Lagegroflen gi (z) im Laufe der Zeit 7 dndern. Darin ist der Zeitpa-
rameter zunichst noch nicht genau definiert. Es sei nur festgelegt,
dafl grofiere Werte von 7 auf spitere Zeiten bezogen sind. Danach
ist 7 ein beliebiger Zeitordnungsparameter. Hitte Aristoteles' seine
physikalische Bewegungsdefinition schon quantitativ formulieren
kénnen, so wire er zu der gleichen Darstellung gelangt.

Die Funktionen ¢:(z) beschreiben Lageinderungen. Seit Zenon®
hat man beinahe 2000 Jahre lang an der Vorstellung festgehalten,
Bewegung sei nichts anderes als Lageidnderung. Das spiegelt sich
noch heute darin wieder, dafl man die Gruppe der kongruenten
Verlagerung von Gebieten im Euklidschen Raum Bewegungs-
gruppe nennt. Obwohl schon Platon und Aristoteles geschen
haben, daf} die Fortbewegung eines abgeschnellten Pfeils mit der
Zenonschen Vorstellung schwer vereinbar ist, haben ernsthafte
Zweifel daran erst im dreizehnten Jahrhundert begonnen. Am
Ende des vierzehnten konnte Blasius® von Parma sagen, Bewegung
sei eine von der Lage unabhingige Eigenschaft der Korper, die sich
nicht von selbst, sondern nur durch duflere Eingriffe indere.

Es ist nicht bekannt, ob Newton oder wenigstens Galilei die
Thesen von Blasius gekannt hat. Doch geht Newton’ von den nim-
lichen Vorstellungen wie Blasius aus, formuliert sie aber nicht nur
verbal, sondern von vorneherein mathematisch seinem Programm
folgend, die Naturphilosophie zu mathematisieren. Danach gehore
zu jeder Lagegrofie ¢, () eine Bewegungsgrofle ¢ (7). Die Lage-
grofien q beschreiben erst zusammen mit den Bcwcgungsgrbﬁcn

P= ([)1,])2...1),-,,,})“)
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den momentanen Zustand eines Systems. Dadurch ist Bewegung
mehr als Lageinderung. Die Zenonsche Vorstellung ist endgiiltig
iberwunden.

Es bedarf duflerer Ursachen, den Zustand p,q des Systems zu
andern. Nach Weyl® heiflen Ursachen diejenigen Grofien, welche
die Anderungsraten von Zustandsgrofien bestimmen. Das sind F,
und I; in den Gleichungen

(1) é[’L(_T_)=F“ d“(‘]E:If’ i (12..n).

Hat man erst die Existenz aller Zustandsgrofien p, g akzeptiert, so ist
der verbale Inhalt dieser Gleichungen abermals mit der physikali-
schen Bewegungsdefinition von Aristoteles im Einklang. Was hier
Ursache genannt ist, heifdt bei ihm Rope und in der scholastischen
Philosophie Vis. Entsprechend nennt Newton F; Vis impressa und I,
Vis insita (oder innata oder inertia). Erst Motte® hat in der engli-
schen Ubersetzung von Newtons »Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica® die kurzen Namen force = Kraft bzw. inertia = Trig-
heit cingefiithrt und damit den Bedeutungswandel des Wortes Kraft.
Nur die Anerkennung der Bewegungsgrifien als Zustandsvaria-
blen ist wesentlich, nicht der Bedeutungswandel des Wortes Kraft.

Die obigen Gleichungen sollen fiir beliebige Systeme gelten.
Speziell unter abgeschlossenen Systemen versteht man solche,
deren Verhalten von ihrer Umwelt unabhingig ist. In Strenge kann
nur die Gesamtwelt abgeschlossen sein. Gibe es mehrere davon, so
konnten wir nur eine kennen. Wir kénnten aber von keinen einzel-
nen Dingen reden, gibe es nicht Teilsysteme, die niherungsweise
abgeschlossen sind. Sie verhalten sich innerhalb weiter Grenzen so,
als wiiren sie allein auf der Welt.

Das impliziert einerseits, dafd alle Aussagen iiber abgeschlossenc
Teilsysteme nur niherungsweise richtig sein kénnen. Man muf
stets mit der Maglichkeit von Giiltigkeitsgrenzen rechnen. Ande-
rerseits hat man mit dem Begriff der Abgeschlossenheit immer die
Gesamtwelt im Blick, obwohl Aussagen dariiber unausweichlich
unsichere Extrapolationen enthalten, die korrigiert werden miis-
sen, sobald weitere Bereiche des Kosmos zuginglich werden.

Die Annahme der Existenz ihnlicher Dreiecke beliebiger Grofie
in der Euklidschen Geometrie, die eng mit Euklids Parallelenaxiom
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verbunden ist, liefert ein frithes Beispiel. Das Dreieck ist das Einzel-
ding. Die Annahme der Existenz von ihnlichen Dreiecken ver-
schiedener Grofle ist in begrenzten Bereichen nur mit unmerk-
lichen Fehlern behaftet. Die Extrapolation ins Unendliche kann
fragwiirdig sein und ist, wie wir heute wissen, unzulissig. Dem
Begriff abgeschlossenes System sind also von zwei Seiten her Gren-
zen gesetzt. Das diirfen wir nicht vergessen.

Da wir in abgeschlossenen Teilsystemen von Umwelteinfliissen
absehen dirfen, missen Kraft und Trigheit in den Bewegungsglei-
chungen (1) Funktionale der Zustandsvariablen p (r) und q (z) sein.
Mit der Kausalitit wire es vereinbar, wenn die Werte von F;und I,
zu einer bestimmten Zeit 7, von allen p; (), ¢:(z) in vergangenen
Zeiten T< 7, abhingen wiirden. Das wiirde mathematisch dazu
fithren, daf8 die Differentialgleichungen in (1) solche hoherer und
im allgemeinen sogar unendlich hoher Ordnung wiren, und wire
damit dquivalent, dafl p und ¢ entgegen unserer Voraussetzung
noch nicht alle Zustandsvariablen liefern. Spiter wird das zur Ein-
fithrung von Feldern fijhren.

Newton folgend sehen wir einstweilen davon ab. Wir nehmen
also an, dafl F;und I, zu einer bestimmten Zeit nur von p und ¢ zur
gleichen Zeit abhingen. Somit nehmen die Gleichungen in (1)
folgende Gestalt an:

@) PO -E(p .90, -1 ().q().0).

Betrachten wir ein einziges Paar dieser Gleichungen, so kénnen wir
die Differentiale dr eliminieren und das Gleichungspaar durch

I,‘({p,'_ F;d(];: 0
ersetzen. Die Differentialform auf der linken Seite hat gemif}
1
;\—w (l,‘dp,' - F,({(I,) = dH

stets einen integrierenden Nenner, worin H und N wie I, und F,
Funktionen von p, g und 7 sind. Man sagt, der integrierende Nenner
erzeuge ein vollstindiges Differential. Daraus folgt

H . :
L=+N% p=-N%
ap; dq
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Fiihrt man mittels

dt = Ndt

einen neuen Zeitparameter ein, so erhilt man fir das i-te Glei-
chungspaar in (2) die kanonisch aussehenden Gleichungen

dp; o0H  dg oH
-—= - =4 —,
dr aqi’  dr api

Der neue Zeitparameter ist nicht mehr ganz so willkirlich wie
der urspriingliche. Die Wah! wird allein durch die Gleichungen in
(2), also durch das physikalische System eingeengt. An die Stelle der
beiden unabhingigen Funktionen F; und I tritt eine einzige, nim-
lich die Funktion H. Das entspricht durchaus dem Umstand, daf}
wir Zeiten mittels Uhren, also mittels spezieller physikalischer
Systeme messen.

Doch ist das Ergebnis nicht so wcittragcnd, wie man meinen
kénnte. Denn im allgemeinen liefert jedes der Gleichungspaare in
(2) cinen anderen Zeitparameter. Auch wenn man beriicksichtigt,
daf} jedes Gleichungspaar viele integrierende Nenner hat, ist es im
allgemeinen nicht moglich, einen gemeinsamen zu finden. Da es
jedoch nach aller Erfahrung ecine gemeinsame physikalisch defi-
nierte Zeit gibt, liegt es nahe, nur solche F; und I zuzulassen, die
einen gemeinsamen integrierenden Nenner haben, fiir die also

1<
ist. Damit ist zu den Newtonschen Gleichungen in (2) die Forde-
rung in (3) als Zeitpostulat hinzugetreten. Es ist offensichtlich mit
der Definition der Entropie in der Thermodynamik verwandt, zu-
nichst mathematisch formal, wahrscheinlich auch inhaltlich. Doch
gehen wir darauf hier nicht ein.
Das Zeitpostulat fithrt zum Gesamtsystem der kanonischen Glei-
chungen. Aus (3) folgt dhnlich wie oben
oH oH

Fi=-N21 [ =+NZ

5 5 ie(1,2..n).

Mit dem neuen Zeitparameter

(4) dt = Ndt
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ergeben sie sich durch Substitution in (2):

(5) ‘_1dﬂ"=_a_H’ ‘_{ﬂ=+a__H.

t dqi’ dt api
Zwar ist immer noch die Zeit nicht eindeutig definiert. Denn es
gibt eine grofle Mannigfaltigkeit zeitabhiingiger kanonischer
Transformationen, die zu Gleichungen derselben Art fiihren, in
denen aber die Zeit und die Zustandsvariablen transformiert sind.
Doch ist an die Stelle der 2 n noch unbekannten Funktionen F; und
[ eine einzige getreten, nimlich die Hamiltonfunktion H (p, ¢,¢t).
Man kann H empirisch zu bestimmen suchen oder nach Prinzipien
fragen, die die Willkiir der Wahl von H einengen. Letzteres fiihrt
zu einer Theorie der Hamiltonfunktion.

Damit ist gezeigt, dafl man nur das Zeitpostulat braucht, um von
den allgemeinen Newtonschen Bewegungsgleichungen in (1/2) zu
den kanonischen Gleichungen zu gelangen und insbesondere dazu,
wie sich Trigheit und Kraft aus der Hamiltonfunktion berechnen.
Unter kanonischer Mechanik versteht man die Gesamtheit der
Sitze, die man bei gegeben angenommener Hamiltonfunktion aus
den kanonischen Gleichungen erhilt, die fiir beliebige Hamilton-
funktionen gelten.

Das kann man in allen Lehrbiichern® iiber die kanonische Me-
chanik nachlesen. Hier betrachten wir nur das Hamiltonsche Prin-
zip, weil es sich nun in einer weiterweisenden Form schreiben lifit,
und die kanonische Eigenzeit, die unter diesem Namen kaum be-
kannt ist, und die in Hinblick auf die Einsteinschen Relativitits-
theorien besonderes Interesse verdient.

Das Hamiltonsche Prinzip schreibt sich raum-zeitsymmetrisch,
wenn man g statt ¢ als Zeit eintithrt und po durch

(6) KEpO+H(p,q,q0)=0

definiert. In diesem Fall geniigt es, das Wirkungsintegral durch
B n 2
v dl x

(7) §=1 2 pudga=1 2 palde
Ax=0 Tta=0 T

zu definieren. Darin ist 7 ein willkiirlicher Parameter, der niche
variiert wird. Die Zustandsvariablen p. und g. mit o € (0,1,2...n)
werden im Integrationsintervall 4, B so variiert, daf die Neben-

4 Minchen Ak. Sb. 1983
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bedingung in (6) stets erfiille ist. Ferner soll an den Intervallgrenzen
A und B stets dg. = 0 sein. Unter diesen Voraussetzungen ist das
Wirkungsintegral fiir die wahren Zustandsbahnen stationir. Es gilt
das Hamiltonsche Prinzip

(8) 0S = 0.

Die Nebenbedingung beriicksichtigt man wie gewdhnlich mit-
tels der Lagrangeschen Parametermethode, geht also von folgender
Forderung aus

5 (Zpa‘j{i‘—AK) dr=0.
T\« T

Daraus erhiilt man (6) bei freier Variation nach 4, und die Variatio-
nen nach p. und g, ergeben

dr 99, dr ap.
woraus nach (6)
({]}n oH 8‘10
A= =) i —’[—A
dt aq)’  dr ’
i o dy_ i
dt aq’  dr ap,

oder nach Elimination von 2

(9) dp._ _oH di':+a_H dH _ oH
[{f 8qi’ dT 61)() (11[ ot

hervorgeht. Das ist mit (5) dquivalent, weil sich die letzte Glei-
chung aus den beiden vorderen ableiten lifit.

Damit ist gezeigt, dafl die kanonischen Gleichungen aus der
Forderung folgen, das Wirkungsintegral solle stationir sein.
Natiirlich ist damit das Hamiltonsche Prinzip aus den kanonischen
Gleichungen mathematisch abgeleitet. Doch stellt sich die Frage,
ob man physikalisch verstehen kann, warum gerade das Wirkungs-
integral stationir sein soll. Man wird kaum noch dem finalen
Charakter des Prinzips Bedeutung beimessen wollen. Doch legt dic
Definition des Wirkungsintegrals in (5) eine quantenphysikalische
Interpretation nahe. Denn das Wirkungsintegral in (5) ist wegen
p« =fik. zur Phase von Materiewellen” proportional. Stationires S
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bedeutet also, dafd die Phase stationir ist. Hiernach sind Bahnkur-
ven Linien, lings denen benachbarte Wellenziige giinstig inter-
ferieren. Das Hamiltonsche Prinzip entspricht hiernach der wellen-
theoretischen Definition von Strahlen. Im Rahmen der klassischen
kanonischen Mechanik miissen wir uns mit diesem qualitativen
Hinweis begniigen. Doch macht er deutlich, dafy man die Quanten-
physik braucht, um das Hamiltonsche Prinzip physikalisch zu ver-
stchen, und zeigt, dafl die Quantenphysik tiefer wurzelt als die
klassische Physik.

Aus dem Hamiltonschen Prinzip folgt der Satz: es gibt Flichen-
scharen S (g) = const, derart, daf3 die Gleichungen

_as
(10) pgx hE 5‘%‘
zu Losungen der kanonischen Gleichungen fithren. - Trifft das zu,
so mufl nach (6) fiir die Funktion S (g) die Hamilton-Jacobische
Differentialgleichung

(1) —+H<a‘,1, )=0

gelten. Nur Losungen dieser Gleichung kénnen mit  der
Behauptung im Einklang scin. Durch Substitution in das Wir-
kungsintegral (7) erhilt man

0 s=13 = {ds =5 -5,

a \L \
Wegen der Voraussetzung dqs = 0 und égs = 0 ist auch die Forde-
rung 4S = 0 ertiillt. Die Bedingungen des Hamiltonschen Prinzips
sind also auf eine beinahe triviale Weise gewihrleistet.
Es bleibt nur ibrig, die Lésungen zu konstruicren. Auf jeder
Fliche § = const hat p nach (10) in jedem Punkt einen bestimmten
Wert. Damit erhilt man aus den kanonischen Gleichungen fiir dg/d:

dia _ (8_5

dr ap‘) p =05/04q ’

In simtlichen Punkten auf den Flichen S = const ist nicht nur p.
sondern auch dgq/dt bestimmt. Durch jeden Punkt auf der Fliche
geht also eine Bahnkurve in bestimmter Richtung. Wir erhalten

4
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die ganze Bahnkurve, wenn wir von einem Punkt ausgehen und
von Fliche zu Fliche fortschreiten.

Eine einzelne Bahnkurve schneidet jede der Flichen S = const in
einem Punkt. Der Wert der Konstanten ist also zugleich ein Para-
meter, durch den man die Punkte auf Bahnkurven definieren kann.
Es ist eine durch das System selbst bestimmte Zeit. Wir nennen sie
Janonische Eigenzeit'. Der Name ist aus der speziellen Relativi-
titstheorie tibernommen. Es wird sich zeigen, daf} die Eigenzeit der
speziellen Relativititstheorie® bis auf einen Dimensionsfaktor mit
der kanonischen tibereinstimmt. Das bleibt in der allgemeinen Re-
lativititstheorie und sogar bei Gegenwart elektromagnetischer Fel-
der richtig. Die kanonische Eigenzeit ist jedoch nicht nur fiir Mate-
riepunkte, sondern auch fiir zusammengesectzte Systeme definiert.
Wegen des Zusammenhangs von Wirkungsintegralen mit Wellen-
phasen der Quantenmechanik kann man sagen, die Eigenzeit sei
eine in Wellenphasen gemessene Zeit. Das macht noch einmal
deutlich, dafl sie allein durch das physikalische System bestimmue ist.

Bekanntlich kann man nur Phasendifferenzen messen. Das mufd
sich in der Eigenzeit widerspiegeln. Um das zu schen, ist es zweck-
mifBig, die Lagrangefunktion einzufithren. Nach Substitution von
(6) in (7) erhilt man fiir das Wirkungsintegral

Tt \i=1

Der Integrand

~ d(,‘ N
(13) L=2py~H=Llgqy)

heiflt Lagrangefunktion nach Elimination von p zugunsten von ¢
mittels
_oH

<14) qi o,

Dabei geht das Hamiltonsche Prinzip in

T2

(15) 61 L{4q6)dt=0

Tt

iiber und liefert in herkdmmlicher Weise® die Lagrangeschen Glei-
chungen
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(16) L ok

Lagrangefunktionen sind durch die Bahnkurven noch nicht ein-
deutig bestimmt. Ersetzt man nimlich

’ 9 di 3
LoL'= L+ZW; )
i=1 qi g t

worin y (g, t) eine willkiirliche Funktion ist, so indert sich zwar das
Wirkungsintegral gemaf}

S—8 =S+x(q(t2),t2) —x (g (ts),15).

Doch ist der Zusatz ohne Einflufl auf die Bewegung, weil ¢ (¢) an
den Enden t; und ¢ nicht variiert wird.

Daraus folgt, da} die Eigenzeit nicht eindeutig definiert ist. Sie ist
also nicht ohne weiteres eine beobachtbare Grofle. Betrachten wir
jedoch zwei verschiedene Raum-Zeitbahnen, die von einem
Punkte A ausgehen, und die sich in einem anderen Punkte B wieder
begegnen, so heben sich die Zusatzterme heraus. Es ist also

S'=4S 0.

Die Differenzen stimmen tberein und sind im allgemeinen von 0
verschieden.

Letzteres besagt, dal die kanonische Eigenzeit wie die speziell
relativistische nicht integrabel ist. Fiir Wellenphasen ist das von
vorneherein klar, beruhen doch gerade darauf die Interferenzen.

Die Invarianz von 4S bedeutet, dall der Messung von Unter-
schieden der in Eigenzeiten definierten Alterung zwischen zwei
Punkten der Begegnung keine grundsitzlichen Schwierigkeiten im
Wege stehen. Ob und wie weit diese Unterschiede wirklich beob-
achtbar sind, bedarf der experimentellen Priifung. Wenigstens in-
nerhalb der beiden Relativititstheorien ist experimentell gezeigt,
dafl die Unterschiede beobachtbar und mit der Erwartung im Ein-
klang sind. Darauf kann man jedoch erst nach Ableitung der Hamil-
tonfunktion fiir spezielle Systeme und insbesondere fiir Marerie-
punkte eingehen.

Hier halten wir fest, dall Wirkungsintegrale eng mit quanten-
mechanischen Wellenphasen verkniipft sind, und dafl diese eine
systemeigene Zeit, die kanonische Eigenzeit definieren.
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Anmerkungen und Literaturhinweise

! Der Bewegungsbegriff von Aristoteles ist vielschichtig. Wir kniipfen hieran
seine physikalische Bewegungsdefinition an. Danach zeigen sich Bewegungen in
Andcrungen der Intensititen von Eigenschaften wie Lage, Schwiirze, Wiirme u.dgl.
Eigenschaften sind durch Intensiciten gekennzeichnee, welche sich scetig indern
konnen. Das geschicht aber nur durch duflere Eingriffe, welche Rope heifien.

2 W. Capelle: Die Vorsokratiker; Kréners Taschenbuchausgabe, Band 119; Al-
fred Kroner Verlag, Stuttgare, vierte Auflage, 1953, - Hier: Zenon (um 450 v.Chr), ab
S.169, insbesondere Ziff. 14, S.177 (Fragment 4).

* Anncliese Maier: Zwischen Philosophic und Mechanik; Studien zur Philoso-
phie der Spitscholastik; Ed. di Storia ¢ leteeratura 1953; hier: S.140/143. Verf. hat
zwei Nachschriften einer Disputation von Blasius aus dem Jahre 1397 wicderent-
decke.

1. Newron: Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, Streater, London
1687. — F. Cajori: Sir Isaac Newrton’s mathematicle principles of natural philosophy
and his system of the world, translated into English by Andrew Motte in 1729
University of California Press 1962; - Hier inshesondere: Definitionen TH und 1V,

S.

w B

> H. Weyl: Raum-Zeit-Materie, fiinfte umgearbeitete Auflage, Springer, Berlin
1923: hier: S.212.
®A. Sommerfeld: Varlesungen iiber Theoretische Physik, Band 1, Mechantk;
Akademische Verlagsgesellschatt, Leipzig 1943; hier: Kapitel VIIL sowie §§33/34.
T lst (g, 0) = u g, 6) S0 M die Wellenfunktion in geometrisch optischer Nihe-
rung, d. h. fiir langsam verinderliche Amplituden u (g,1), so gile
1
%
# Fir kriftefreie relativistische Materiepunkte in r = (x, p, 2) ist das Wirkungsinte-
gral gemifl (15) gleich

— 0y /94, = (dS/a‘/;‘) =k = 71[/1@//.

S =mc’ \1/7— i c2dr,

und die Eigenzeit stimmt mit s = = S/mc ? iiberein,



Uber die Einheit der klassischen Physik 55

Teil 1I
Kanonische Gleichungen fiir Materiepunkte

Die kanonischen Gleichungen

I s ~ AT (0

dt 94 dt api
folgen wie in Teil T gezeigt' allein aus den Annahmen, daf§
jedes physikalische System durch seine Zustandsvariablen p =
(p1,pzepi)s 4 = {q1,42.-qu), durch das Zeitpostulat und durch die
Hamiltonfunktion bestimmt sei. Speziell in der Newtonschen
Mechanik kann die Anzahl # der Freiheitsgrade beliebig grofd sein,
weil mit den Gleichungen auch die mannigfachen inneren Bewe-
gungen von Korpern erfafit werden kénnen. Das hat allerdings zur
Folge, dafl es Felder geben muf, die wie das Newtonsche Gravita-
tionsfeld, momentan in die Ferne wirken.

Schon vorrelativistisch ist das unwahrscheinlich. Wegen der end-
lichen Laufzeiten von Wirkungen ist das vollends ausgeschlossen.
Darum kénnen kanonische Gleichungen fiir Makrosysteme mit
endlich vielen Freiheitsgraden nur niherungsweise und nur so
lange gelten, als man von Laufzeiten abschen darf. Auch wenn das
in weiten Bereichen méglich ist, gelten kanonische Gleichungen
nur fiir Materiepunkte in Strenge. Da solche Gleichungen aufler-
dem auf abgeschlossene Systeme bezogen sind, erfaflt man mit
ihnen nur den Grenzfall freier Materiepunkte, bei denen Wechsel-
wirkungen mit der Umwelt vernachlissigbar sind. Nur von diesen
wollen wir hier sprechen. Am Ende werden sich Poincaréinva-
riante Bewegungsgleichungen ergeben. Doch diirfen wir hier diese
Invarianz nicht a priori voraussetzen. Nach dem Grundsatz, es sei
die Physik, die sich ihren Raum schafft, miissen wir fragen, welche
Erfahrungen bei der Bestimmung der Struktur von Raum und Zeit
zur Voraussetzung der Existenz kanonischer Gleichungen hinzu-
kommen. Selbst die Struktur des Euklidschen Raumes ist an physi-
kalische Annahmen gebunden, nimlich an die der Existenz starrer
Korper™ Hier haben wir es aber nicht mehr mit starren Kérpern,
sondern mit kanonischen Gleichungen zu tun.
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Auch ohne Euklidsche Geometrie kénnen wir die Dreidimen-
sionalitit des Raumes als empirisch gesichertes Axiom betrachten,
den Begriff Axiom im Sinne von Newton verstanden®. Das schliefit
nicht aus, dafl man durch Definitionen zu héher dimensionalen
Mannigfaltigkeiten iibergeht, z.B. zur vierdimensionalen Raum-
Zeit oder wie in Teil I zum 2n-dimensionalen Raum der Zustands-
variablen. Doch bewahrt das Dimensionsaxiom auch in solchen
Fillen seine Bedeutung.

Nach dem Dimensionsaxiom ist die Lage eines Punktes im
Raum durch drei Koordinaten bestimmt. Ein Materiepunkt hat
darum mindestens drei Freiheitsgrade. Denkt man dabei an den
Spin von Elektronen und Photonen oder an den Isospin von
Nukleonen u.dgl., so kann die Anzahl der Freiheitsgrade grofler
sein. Darauf kommen wir am Ende zuriick. Zunichst betrachten
wir Materiepunkte mit drei Freiheitsgraden. Danach ist die Hamil-
tonfunktion

20 H=H(pgt), p=(pupzps). 9=1q29)

Seien p(t), q(¢) irgendwelche Lésungen der zugehérigen
kanonischen Gleichungen, so kénnen wir nach Funktionen dieser
Groflen fragen, die lings der Zustandsbahnen gemifl

F(p(t),q(t), 1) = const
konstant sind. Dafiir gilt
) GELOF b OF oy OF o of on oF oF_
dt ap dt dq dt ot dp dq a9 dp o
Bei gegebenem H ist das eine linear homogene Differentialglei-
chung fiir F.

An dieser Stelle ist es zweckmifig, Poisson-Kommutatoren
einzufithren’. Sie sind fiir beliebige Funktionen 4 und B von p, ¢

durch

0A oB 0A 0B
“ [ B1= 5 5 o o
r o¢ 91 °p

definiert und geniigen den algebraischen Relationen
(5) [A4B]=-[BA], [AIBC]]+[B[CA]]+[C[4,B]]=0

Letztere heifdt Jacobische Identitit. Damit lautet (3)
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dF oF
— + —_——
(6) = HF]+==0,

und es gelten die fundamentalen Kommutatoren

(7) popd =0, lpoq] =64 lg59:]=0.

Beweise sind in einschligigen Lehrbiichern zu finden. Die Poisson-
Kommutatoren sind nicht nur Kiirzel. Sie erlauben, viele Rechnun-
gen algebraisch durchzufiihren, ohne daf man stets von Neuem auf
den analytischen Hintergrund einzugehen braucht.

Sind Fy, F;... spezielle Lésungen von (3), so sind auch beliebige
differenzierbare Funktionen von F;, F;... Lésungen. Die Integrale
sind darum im allgemeinen nicht unabhingig voneinander. Doch
kann man zeigen®, dafl es bei sieben Ableitungen sechs unabhin-
gige Integrale gibt, von denen mindestens eines explizit von der
Zeit abhingt. Seien # = (51,72,..75) unabhingige Integrale, in
denen die Zeit nicht explizit vorkommt, so liefern beliebige Funk-
tionen ¢ (n7) ebensolche Integrale. Das gleiche gilt fiir die Kommu-
tatoren

[ mi] = ma ()

Im allgemeinen ist i # 0. Doch gibt es auf vielfiltige Weisen dre,
aber nicht mehr als drei unabhingige Integrale

Pi(n), i€(1,23),
die gemifd
(8) [Pf,pk] = 0

vertauschbar sind.
Sei nimlich P; = 51 und P> = P (1), so folgt aus (8)

ar, oP,
P 1)7 == Sl =4+ — =U.
[n~][mmJ%2 Mnmbm 0
Es gibt also drei unabhingige Integrale fiir P2, etwa & = (&1, &2, &5).
Mit P, = &;, P; = P; (¢) erhilt man entsprechend

op;
¢

opr;
+[613§3]4_:0-

[Pg, pﬁ]=[§1’§3] 9¢;

Danach gibt es fiir Py nur noch ein unabhingiges Integral, da die
Kommutatoren nur von ¢ abhingen. Somit ist bewiesen, dafd es
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nicht mehr als drei untereinander und von der Zeit unabhiingige
Integrale gibt. Aus der Zeitunabhingigkeit folgt ferner

() [H,P]=0.

Die Kommutatorgleichungen (8/9) liefern die Lie-Algebra einer
vierparametrigen Abelschen Gruppe, - der Translationsgruppe in
der Raum-Zeit, wic wir noch sehen werden.

Aus dem Satz, daB} es nur drei zeitunabhingige und Poissonsch
vertauschbare Integrale gibt, folgt ferner die Existenz von Integra-
len Q1 (p, q), die mit P, und P, aber nicht mit P, kommutieren. Da
dann auch [P;, Q"] mit P, und P, kommutiert, muf} dieser Kom-
mutator gcmﬁﬁ

[Py, Q1] = f(Q) D)

eine Funktion von Q'y und P sein. Danach gibt es eine Funktion Q)
= ¢(Q', P), fiir dic [P}, Q4] = 1ist. Denn die Differentialgleichung

%
P, C = _= =1
PaQl- 2y
ist integrierbar. Man kann sogar von zeitabhingigen Integralen
Q' (p, ¢, t) ausgehen. Das ist unerlifilich, wenn man auf dieselbe
Weise Q, und Q; bestimmt, derart dafy

(10) [P, Qi) = 6u

ist, weil die sechs Integrale P und Q nicht alle zeitunabhingig sein
konnen.

Danach sind die Kommutatoren {Q;, Q] mit allen Komponen-
ten von P vertauschbare Integrale der Bewegung. Sie kénnen also
gemifd

[Qu Qi =1 (P) = i (P)

nur von P abhingen. Aus der Jacobischen Identitit folgt mit 9, =
a9/9 P

Oific + Oufi+ 0ifu=0, fi=208:q.(P)-0uq:(P).

Ersetzt man schliefllich Q.- Q, +f, so bleiben die Kommutatoren
in (8/10) unverindert, und fiir Q gile

(11) [Qn Q] =0.
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Es gibt also eine Transformation (p,¢)— (P, Q), nach der P und
Q denselben Vertauschungsrelationen gentigen wie p, ¢. Darum ist
diese Transformation eine kanonische. Stellt man H als Funktion
von P, Q, ¢ dar, so gelten auch nach der Transformation die kanoni-
schen Gleichungen

(12) t{£=_611(ggi)1 dQ _ +a}1(' V)_
dr a9Q dt aP

Da die Komponenten von P Integrale der Bewegung sind, folgt
"_0, H=H(PY).

(13) 50

Die Hamiltonfunktion ist also gegen die Translationen Q— Q +4,
= const, invariant. Der Raum entpuppt sich also nach ciner pas-
suld gewihlten kanonischen Transformation als ein homogener.
Die zugehdorigen Bewegungsgrofien sind die nach dem Noether-
schen Satz® zur Homogenitit gehérigen Erhaltungsgrofien und
heiflen als solche Impulse.
Die zweiten kanonischen Gleichungen in (12) liefern

dQ oH
dQ'

M)+

Hier kommt Newtons Definition II ins Spiel, nach der Geschwin-
digkeit und Impuls proportional scin sollen. Seit den Versuchen von
Kaufmann” ist bekannt, daff der Faktor von der Energie abhingt.
Drei Jahre spiter hat Einstein aus der speziellen Relativititstheorie
die Gleichung
(14) P= '1;H d—Q

- [ dt
abgeleitet, die an Stelle von Newtons Definition 1I getreten ist.
Diese Gleichung ist bis zu extremen Energien unabhingig von der
speziellen Relativititstheorie bestens bestitigt. Wir konnen sie
darum als empirische Basis der relativistischen Mechanik anschen.
Darin ist 1/¢? wie m in Newtons Definition II eine Dimensions-
konstante, aber eine universelle, die fiir alle Materiepunkte den
gleichen Wert hat. Dabei stimmt ¢ mit der Vakuum-Lichtge-
schwindigkeit iiberein.
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Mit (14) erhilt man aus dem zweiten Satz der kanonischen Glei-
chungen
dQ 100

B“ﬁ i HHE’

woraus durch Integration die Hamiltonfunktion

(15) H=c/P*+m?*c?, m?c?=const,

hervorgeht. Darin ist m?c’ zuniichst nur eine Integrationskon-
stante. Doch ist m mit Newtons Masse vergleichbar.

Daraus folgen alle weiteren Symmetrien, zunichst die Homoge-
nitit der Zeit, denn

(16) 881[1 =0, H=H(P)= const.
Die zugehérige Erhaltungsgrofie, - erst jetzt ist sie eine solche, -
heiflt Energie.
Die Hamiltonfunktion wird auch mit
(17) M=QxP

vertauschbar sein. Denn datiir gilt, wenn die Indizes ik/ durch
zyklische Vertauschung aus 12 3 hervorgehen,

[M,-,PL]Z_P[, [ML,P] +p1, [A/[/,P/]=0,
(18) [M,Q]=-Q), [M,Q]=+Q), [M,Q]=0

[M;,Mk] = —M/.
Danach definiert M infinitesimale Transformationen, die gemify
(19) [M,PY =0, [MQ?Y=0, [MM?]=0

die Quadrate P* Q?und M? invaraint lassen. Sie beschreiben also
Drehungen, und £,0 und M M verhalten sich wie Vektoren.
Danach folgt aus (15)

(20) [mM]=0, -0, M= const.
H ist also drehinvariant. Alle Rlchtungcn im Raum sind gleichbe-
rechtigt. Der Raum ist isotrop. die zur Isotropie gehorigen Erhal-
tungsgrofien M heiflen Drehimpuls.

Damit ist gezeigt, dafl der Raum die Symmetrien der Euklid-
schen Geometrie hat. Denn Homogenitit und Isotropie bestim-
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men die geometrischen Kongruenzen. Sie bilden die Gruppe der
Kongruenzen, die man gewdhnlich Bewegungsgruppe nennt, und
die in Hinblick auf das Folgende auch Euklid-Gruppe heiflen
konnte. Die Lie-Algebra der Bewegungsgruppe lautet

(21) [pi)PL']=01 [MilMi]:-_M/)
(M, P]=0, [M,P]=-M,.

Hiernach ist der Euklidsche Raum nicht mehr durch die Eigen-
schaften starrer Kérper bestimmt. Er folgt aus den kanonischen
Gleichungen, also aus den kanonischen Gleichungen in Verbin-
dung mit der Impuls-Geschwindigkeitsrelation.

Die Symmetrien der aus (15) folgenden kanonischen Gleichun-
gen sind noch nicht erschépft. Denn neben den drei Integralen P
gibt es noch drei weitere Integrale der Bewegung, nimlich

(22)  K=N-Pt =const, N=]—2HQ=1QVBZ+I}12(2.
[4 — 6.~
In der Tat ist

IK d

== H <_p-Tpo_p_y
dt dt — dP =

Die Funktionen N liefern folgende infinitesimalen Transformatio-

nen

[NH]=P, [N,P.]="1Hs,,
(23) [

[IN,M]=+N; [N,;M,]=-N, [N,M]=0.
Nach (9), (21) und (23) ist die quadratische Form

(24) Qo= ;‘HZ_PZ

mit allen Gréflen H, P, M, N Poissonsch vertauschbar. Sie ist also
gegen alle daraus hervorgehenden Transformationen invariant.
Alle durch eine Invarianz definierten Transformationen bilden eine
Gruppe. Durch die Invarianz von Q wird die zehnparametrige
Poincaré-Gruppe definiert, deren Lie-Algebra durch (9), (21) und
(23) bestimmt ist. Die Euklid-Gruppe ist nach (21) eine Unter-
gruppe. H und P liefern die (iibrigens invariante) Abelsche Unter-
gruppe der Translationen, M und N die der Lorentz-Transforma-


















































































































