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Vorbemerkung 

Bei der Art, wie heute die klassische Physik in Teile zerlegt 
gelehrt wird, geht leicht der Blick für die innere Geschlossenheit 
und Schönheit des Ganzen verloren. Die Zerlegung wird dadurch 
begünstigt, daß sich die Teile nacheinander und oft fast unabhängig 
voneinander entwickelt haben. Man sieht kaum, daß Mechanik, 
Elektrodynamik, spezielle und allgemeine Relativitätstheorie, 
sowie die Eichidee zu einer allmählichen Vollendung des von 
Newton formulierten wissenschaftstheoretischen Programms ge- 
führt haben. Man ist sogar zur höheren Ehre des jeweils Neuen 
geneigt, das Trennende mehr als das Verbindende zu betonen. 

Darum ist eine Synopsis, eine Zusammenschau der Teile 
geboten, ohne daß dadurch die Bedeutung der Einzeldarstellungen 
geschmälert wird. Sie ist möglich, wenn man von den wissen- 
schaftstheoretischen Grundlagen der Lehre von Newton ausgeht. 
Bei ihm stehen diese Grundlagen so sehr im Vordergrund, daß im 
Titel seines Hauptwerks nicht vom eigentlichen Gegenstand, 
sondern nur von dem über diesen hinausweisenden Programm 
gesprochen wird, nämlich von der Mathematisierung der Natur- 
philosophie. Im Lichte dieses Programms erscheinen die Arbeiten 
von Faraday und Maxwell, von Einstein und nicht zuletzt auch von 
Weyl als Beiträge auf dem Wege zur Vollendung des Newtonschen 
Programms. Tatsächlich bewahrt dieses Programm sogar in der 
Quantenphysik seine Gültigkeit und stellt sicher, daß Physik bei 
allen Wandlungen Physik bleibt. Doch soll letzteres erst später 
gezeigt werden. 

Hier beschränken wir uns aul eine Synopsis von Mechanik und 
Elektrodynamik, sowie von spezieller und allgemeiner Relativitäts- 
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théorie, wobei wir von vorneherein Weyls Eichprinzip als Schlüssel 
zur einheitlichen Feldtheorie betrachten. Thermodynamik und 
statistische Theorien werden nicht behandelt, weil darin die 
Grundgleichungen, um die es hier geht, bereits vorausgesetzt wer- 
den. 

Die Synopsis zerfällt in vier Teile: (1) Aus Newtons Basisvorstel- 
lung ergeben sich in Verbindung mit einem Zeitpostulat die kano- 
nischen Gleichungen, welche noch vorrelativistisch die Eigenzeit 
umfassender als in der Relativitätstheorie zu definieren erlauben. - 
(2) Bei Anwendung auf Materiepunkte und andere punktförmige 
Teilchen gelangt man bereits zur relativistischen Mechanik. - 
(3) Sobald mehrere räumlich getrennte Materiepunkte im Spiele 
sind, können Bewegungen nur noch näherungsweise durch kano- 
nische Gleichungen beschrieben werden. Wechselwirkungen wer- 
den durch Felder vermittelt, die nach Zahl und Art durch 
Symmetrieeigenschaften der kräftefreien Bewegung bestimmt 
sind. Zunächst wird die Eichfeldtheorie der Elektrodynamik ent- 
wickelt. - (4) Weyls Eichidee ist aus der allgemeinen Relativitäts- 
theorie hervorgegangen. Umgekehrt gewinnt man auch diese aus 
der Eichidee. 

Ffier werden alle Entwicklungen nur bis zu Gleichungen ge- 
führt, von denen aus der Anschluß an einschlägige Vorlesungen 
oder Bücher möglich ist. Es geht hier hauptsächlich um die Dar- 
legung der grundlegenden Ideen und Erfahrungen und weder um 
die Würdigung aller Erfahrungen, noch um die volle Entfaltung 
der mathematischen Theorie. 
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Zur  kanonischen Mechanik 

Die kanonische Mechanik von Hamilton ist enger mit den natur- 
philosophischen Prinzipien von Newton verbunden; als man histo- 
rischen Wegen folgend meinen könnte. Um das in nötiger Allge- 
meinheit zu zeigen, betrachten wir Systeme, deren Lage durch 
beliebig, aber endlich viele Koordinaten 

q = (<?/> q2-qi-q.) 
beschrieben wird. Bewegungen zeigen sich darin, daß sich die 
Lagegrößen q, (r) im Laufe der Zeit r ändern. Darin ist der Zeitpa- 
rameter zunächst noch nicht genau definiert. Es sei nur festgelegt, 
daß größere Werte von r auf spätere Zeiten bezogen sind. Danach 
ist r ein beliebiger Zeitordnungsparameter. Hätte Aristoteles1 seine 
physikalische Bewegungsdefinition schon quantitativ formulieren 
können, so wäre er zu der gleichen Darstellung gelangt. 

Die Funktionen q,(r) beschreiben Lageänderungen. Seit Zenon2 

hat man beinahe 2000 Jahre lang an der Vorstellung festgehalten, 
Bewegung sei nichts anderes als Lageänderung. Das spiegelt sich 
noch heute darin wieder, daß man die Gruppe der kongruenten 
Verlagerung von Gebieten im Euklidschen Raum Bewegungs- 
gruppe nennt. Obwohl schon Platon und Aristoteles gesehen 
haben, daß die Fortbewegung eines abgeschnellten Pfeils mit der 
Zenonschen Vorstellung schwer vereinbar ist, haben ernsthafte 
Zweifel daran erst im dreizehnten Jahrhundert begonnen. Am 
Ende des vierzehnten konnte Blasius3 von Parma sagen, Bewegung 
sei eine von der Lage unabhängige Eigenschaft der Körper, die sich 
nicht von selbst, sondern nur durch äußere Eingriffe ändere. 

Es ist nicht bekannt, ob Newton oder wenigstens Galilei die 
Thesen von Blasius gekannt hat. Doch geht Newton4 von den näm- 
lichen Vorstellungen wie Blasius aus, formuliert sie aber nicht nur 
verbal, sondern von vorneherein mathematisch seinem Programm 
folgend, die Naturphilosophie zu mathematisieren. Danach gehört 
zu jeder Lagegrößc q, (r) eine Bewegungsgrößc q, (r). Die Lage- 
größen q beschreiben erst zusammen mit den Bewegungsgrößen 

p=(pup2...pi...p«) 
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den momentanen Zustand eines Systems. Dadurch ist Bewegung 
mehr als Lageänderung. Die Zenonsche Vorstellung ist endgültig 
überwunden. 

Es bedarf äußerer Ursachen, den Zustand p,q des Systems zu 
ändern. Nach Weyl5 heißen Ursachen diejenigen Größen, welche 
die Anderungsraten von Zustandsgrößen bestimmen. Das sind F, 
und /, in den Gleichungen 

(1) 
'MT)  = p 

dz dz 
i (l,2...n). 

Hat man erst die Existenz aller Zustandsgrößen p, q akzeptiert, so ist 
der verbale Inhalt dieser Gleichungen abermals mit der physikali- 
schen Bewegungsdefmition von Aristoteles im Einklang. Was hier 
Ursache genannt ist, heißt bei ihm Ropè und in der scholastischen 
Philosophie Vis. Entsprechend nennt Newton F, Vis impressa und I, 
Vis insita (oder innata oder inertia). Erst Motte4 hat in der engli- 
schen Übersetzung von Newtons „Philosophiae Naturalis Principia 
Mathematica“ die kurzen Namen force = Kraft bzw. inertia = Träg- 
heit eingeführt und damit den Bedeutungswandel des Wortes Kraft. 
Nur die Anerkennung der Bewegungsgrößen als Zustandsvaria- 
blen ist wesentlich, nicht der Bedeutungswandel des Wortes Kräh. 

Die obigen Gleichungen sollen für beliebige Systeme gelten. 
Speziell unter abgeschlossenen Systemen versteht man solche, 
deren Verhalten von ihrer Umwelt unabhängig ist. In Strenge kann 
nur die Gesamtwelt abgeschlossen sein. Gäbe es mehrere davon, so 
könnten wir nur eine kennen. Wir könnten aber von keinen einzel- 
nen Dingen reden, gäbe es nicht Teilsysteme, die näherungsweise 
abgeschlossen sind. Sie verhalten sich innerhalb weiter Grenzen so, 
als wären sie allein auf der Welt. 

Das impliziert einerseits, daß alle Aussagen über abgeschlossene 
Teilsysteme nur näherungsweise richtig sein können. Man muß 
stets mit der Möglichkeit von Gültigkeitsgrenzen rechnen. Ande- 
rerseits hat man mit dem Begriff der Abgeschlossenheit immer die 
Gesamtwelt im Blick, obwohl Aussagen darüber unausweichlich 
unsichere Extrapolationen enthalten, die korrigiert werden müs- 
sen, sobald weitere Bereiche des Kosmos zugänglich werden. 

Die Annahme der Existenz ähnlicher Dreiecke beliebiger Größe 
in der Euklidschen Geometrie, die eng mit Euklids Parallelenaxiom 
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verbunden ist, liefert ein frühes Beispiel. Das Dreieck ist das Einzel- 
ding. Die Annahme der Existenz von ähnlichen Dreiecken ver- 
schiedener Größe ist in begrenzten Bereichen nur mit unmerk- 
lichen Fehlern behaftet. Die Extrapolation ins Unendliche kann 
fragwürdig sein und ist, wie wir heute wissen, unzulässig. Dem 
Begriff abgeschlossenes System sind also von zwei Seiten her Gren- 
zen gesetzt. Das dürfen wir nicht vergessen. 

Da wir in abgeschlossenen Teilsystemen von Umwelteinflüssen 
absehen dürfen, müssen Kraft und Trägheit in den Bewegungsglei- 
chungen (l) Funktionale der Zustandsvariablen p (r) und q (r) sein. 
Mit  der Kausalität wäre es vereinbar, wenn die Werte von F, und I, 
zu einer bestimmten Zeit r„  von allen p, (r), <p (r) in vergangenen 
Zeiten r<r„ abhängen würden. Das würde mathematisch dazu 
führen, daß die Differentialgleichungen in (l) solche höherer und 
im allgemeinen sogar unendlich hoher Ordnung wären, und wäre 
damit äquivalent, daß p und q entgegen unserer Voraussetzung 
noch nicht alle Zustandsvariablcn liefern. Später wird das zur Ein- 
lührung von Feldern führen. 

Newton folgend sehen wir einstweilen davon ab. Wir nehmen 
also an, daß F, und /, zu einer bestimmten Zeit nur von p und q zur 
gleichen Zeit abhängen. Somit nehmen die Gleichungen in (l) 
folgende Gestalt an: 

(2) = r),q(z),r), d-^ÿ- = I, (p (r), q (T),T). 

Betrachten wir ein einziges Paar dieser Gleichungen, so können wir 
die Differentiale dz eliminieren und das Glcichungspaar durch 

Ijdp,-Fidqj= 0 

ersetzen. Die Differentialform auf der linken Seite hat gemäß 

^{hdp-Fidq) = dH 

stets einen integrierenden Nenner, worin H und N wie F und F, 
Funktionen von p, q und r sind. Man sagt, der integrierende Nenner 
erzeuge ein vollständiges Differential. Daraus folgt 
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Führt man mittels 
dt = Ndr 

einen neuen Zeitparameter ein, so erhält man für das i-te Glei- 
chungspaar in (2) die kanonisch aussehenden Gleichungen 

dp, _ dH dqi _ dH 

dz dqd dz dpi 

Der neue Zeitparameter ist nicht mehr ganz so willkürlich wie 
der ursprüngliche. Die Wahl wird allein durch die Gleichungen in 
(2), also durch das physikalische System eingeengt. An die Stelle der 
beiden unabhängigen Funktionen F, und I, tritt eine einzige, näm- 
lich die Funktion H. Das entspricht durchaus dem Umstand, daß 
wir Zeiten mittels Uhren, also mittels spezieller physikalischer 
Systeme messen. 

Doch ist das Ergebnis nicht so weittragend, wie man meinen 
könnte. Denn im allgemeinen liefert jedes der Gleichungspaare in 
(2) einen anderen Zeitparameter. Auch wenn man berücksichtigt, 
daß jedes Gleichungspaar viele integrierende Nenner hat, ist es im 
allgemeinen nicht möglich, einen gemeinsamen zu finden. Da es 
jedoch nach aller Erfahrung eine gemeinsame physikalisch defi- 
nierte Zeit gibt, liegt es nahe, nur solche F, und 7, zuzulassen, die 
einen gemeinsamen integrierenden Nenner haben, für die also 

(3) £i(l idp-Fldq) = dH 

ist. Damit ist zu den Newtonschen Gleichungen in (2) die Forde- 
rung in (3) als Zeitpostulat hinzugetreten. Es ist offensichtlich mit 
der Definition der Entropie in der Thermodynamik verwandt, zu- 
nächst mathematisch formal, wahrscheinlich auch inhaltlich. Doch 
gehen wir darauf hier nicht ein. 

Das Zcitpostulat führt zum Gesamtsystem der kanonischen Glei- 
chungen. Aus (3) folgt ähnlich wie oben 

F, = - N—, 7, = + N—, ie (1,2... n). 
dH 

dq dp, 

Mit  dem neuen Zeitparameter 

(4) dt = Ndz 
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ergeben sie sich durch Substitution in (2) : 

' dt dq’ di dp; 

Zwar ist immer noch die Zeit nicht eindeutig definiert. Denn es 
gibt eine große Mannigfaltigkeit zeitabhängiger kanonischer 
Transformationen, die zu Gleichungen derselben Art führen, in 
denen aber die Zeit und die Zustandsvariablen transformiert sind. 
Doch ist an die Stelle der 2 n noch unbekannten Funktionen F, und 
/, eine einzige getreten, nämlich die Hamiltonfunktion H (p,q,t). 
Man kann H empirisch zu bestimmen suchen oder nach Prinzipien 
fragen, die die Willkür  der Wahl von H einengen. Letzteres führt 
zu einer Theorie der Hamiltonfunktion. 

Damit ist gezeigt, daß man nur das Zeitpostulat braucht, um von 
den allgemeinen Newtonschen Bewegungsgleichungen in (1/2) zu 
den kanonischen Gleichungen zu gelangen und insbesondere dazu, 
wie sich Trägheit und Kraft aus der Hamiltonfunktion berechnen. 
Unter kanonischer Mechanik versteht man die Gesamtheit der 
Sätze, die man bei gegeben angenommener Hamiltonfunktion aus 
den kanonischen Gleichungen erhält, die für beliebige Hamilton- 
funktionen gelten. 

Das kann man in allen Lehrbüchern6 über die kanonische Me- 
chanik nachlesen. Hier betrachten wir nur das Hamiltonsche Prin- 
zip, weil es sich nun in einer weiterweisenden Form schreiben läßt, 
und die kanonische Eigenzeit, die unter diesem Namen kaum be- 
kannt ist, und die in Hinblick auf die Einsteinschen Relativitäts- 
theorien besonderes Interesse verdient. 

Das Hamiltonsche Prinzip schreibt sich raum-zeitsymmetrisch, 
wenn man q0 statt t als Zeit einführt und po durch 

(6) K = p0 + H (p, q, q0) = 0 

definiert. In diesem Fall genügt es, das Wirkungsintegral durch 

(7) s = ) X = J X 
Ua=0 rl oc=0 “T 

zu definieren. Darin ist r ein willkürlicher Parameter, der nicht 
variiert wird. Die Zustandsvariablcn pa und qmit a 6 (0,1,2... n) 
werden im Integrationsintervall A, B so variiert, daß die Neben- 
4 München Ak. Sb. 1983 
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bedingung in (6) stets erfüllt ist. Ferner soll an den Intervallgrenzen 
A und B stets öqa = 0 sein. Unter diesen Voraussetzungen ist das 
Wirkungsintegral tür die wahren Zustandsbahnen stationär. Es gilt 
das Hamiltonsche Prinzip 

(8) öS = 0. 

Die Nebenbedingung berücksichtigt man wie gewöhnlich mit- 
tels der Lagrangeschen Parametermethode, geht also von iolgender 
Forderung aus 

D(I  P$-uc)h-o. 
Daraus erhält man (6) hei freier Variation nach X, und die Variatio- 
nen nach p.x und q,x ergeben 

dpa _ _ , dK dqa _ . dK 
A , ~: « A , 

dz dqa dz dpa 

woraus nach (6) 
dpo _ _ j dq0 , , 

dz Adq0’ dz AJ 

dp, _ dH dq, . dH 
1 A • , I A 

dz dq: dz dp, 

oder nach Elimination von X 

/Q\ dpi _ _ dH dq, _ dH dH _ dH 
dt dq,’ dz dpi’ dt dt 

hervorgeht. Das ist mit (5) äquivalent, weil sich die letzte Glei- 
chung aus den beiden vorderen ableiten läßt. 

Damit ist gezeigt, daß die kanonischen Gleichungen aus der 
Forderung folgen, das Wirkungsintegral solle stationär sein. 
Natürlich ist damit das Hamiltonsche Prinzip aus den kanonischen 
Gleichungen mathematisch abgeleitet. Doch stellt sich die Frage, 
ob man physikalisch verstehen kann, warum gerade das Wirkungs- 
integral stationär sein soll. Man wird kaum noch dem finalen 
Charakter des Prinzips Bedeutung beimessen wollen. Doch legt die 
Definition des Wirkungsintegrals in (5) eine quantenphysikalische 
Interpretation nahe. Denn das Wirkungsintegral in (5) ist wegen 
pc = ftke zur Phase von Materiewellen7 proportional. Stationäres S 
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bedeutet also, daß die Phase stationär ist. Hiernach sind Bahnkur- 
ven Linien, längs denen benachbarte Wellenzüge günstig inter- 
ferieren. Das Hamiltonsche Prinzip entspricht hiernach der wellen- 
thcoretischen Definition von Strahlen. Im Rahmen der klassischen 
kanonischen Mechanik müssen wir uns mit diesem qualitativen 
Hinweis begnügen. Doch macht er deutlich, daß man die Quanten- 
physik braucht, um das Hamiltonsche Prinzip physikalisch zu ver- 
stehen, und zeigt, daß die Quantenphysik tiefer wurzelt als die 
klassische Physik. 

Aus dem Hamiltonschen Prinzip folgt der Satz: es gibt Flächen- 
scharen S (q) = const, derart, daß die Gleichungen 

(10) p,= 
ÖS_ 
àq. 

zu Lösungen der kanonischen Gleichungen führen. - Trifft  das zu, 
so muß nach (6) für die Funktion S (q) die Hamilton-Jacobische 
Differentialgleichung 

(H) 
dS 

dt 
+ H 0 

gelten. Nur Lösungen dieser Gleichung können mit der 
Behauptung im Einklang sein. Durch Substitution in das Wir- 
kungsintegral (7) erhält man 

(12) 5 = î I  f- dqa = \ dS = 5 (qB) - 5 (<U). 
A « Ot]a 4 

Wegen der Voraussetzung öqA = 0 und öqB = 0 ist auch die Forde- 
rung öS = 0 erfüllt. Die Bedingungen des Hamiltonschen Prinzips 
sind also auf eine beinahe triviale Weise gewährleistet. 

Es bleibt nur übrig, die Lösungen zu konstruieren. Auf jeder 
Fläche S = const hat p nach (10) in jedem Punkt einen bestimmten 
Wert. Damit erhält man aus den kanonischen Gleichungen für dq/dt 

t^=ldK\ 
dz \dpa) p =dS/dq 

In sämtlichen Punkten auf den Flächen S = const ist nicht nur p, 
sondern auch dq/dt bestimmt. Durch jeden Punkt auf der Fläche 
geht also eine Bahnkurve in bestimmter Richtung. Wir erhalten 
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die ganze Bahnkurve, wenn wir von einem Punkt ausgehen und 
von Fläche zu Fläche fortschreiten. 

Eine einzelne Bahnkurve schneidet jede der Flächen S = const in 
einem Punkt. Der Wert der Konstanten ist also zugleich ein Para- 
meter, durch den man die Punkte auf Bahnkurven definieren kann. 
Es ist eine durch das System selbst bestimmte Zeit. Wir nennen sie 
,kanonische Eigenzeit1. Der Name ist aus der speziellen Relativi- 
tätstheorie übernommen. Es wird sich zeigen, daß die Eigenzeit der 
speziellen Relativitätstheorie8 bis auf einen Dimensionsfaktor mit 
der kanonischen übereinstimmt. Das bleibt in der allgemeinen Re- 
lativitätstheorie und sogar bei Gegenwart elektromagnetischer Fel- 
der richtig. Die kanonische Eigenzeit ist jedoch nicht nur für Mate- 
riepunkte, sondern auch für zusammengesetzte Systeme definiert. 
Wegen des Zusammenhangs von Wirkungsintegralen mit Wcllen- 
phasen der Quantenmechanik kann man sagen, die Eigenzeit sei 
eine in Wellenphasen gemessene Zeit. Das macht noch einmal 
deutlich, daß sie allein durch das physikalische System bestimmt ist. 

Bekanntlich kann man nur Phasendifferenzen messen. Das muß 
sich in der Eigenzeit widerspiegeln. Um das zu sehen, ist es zweck- 
mäßig, die Lagrangefunktion einzuführen. Nach Substitution von 
(6) in (7) erhält man für das Wirkungsintegral 

Der Integrand 

(13) L=fp,^-H = L(q,q,t) 
i=i  

heißt Lagrangefunktion nach Elimination von p zugunsten von q 
mittels 

dH 

dp,' 

Dabei geht das Hamiltonsche Prinzip in 
r2 

(15) Ô \ L(q, q, t) dt = 0 
n 

über und liefert in herkömmlicher Weise6 die Lagrangeschen Glei- 
chungen 
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(16) 
d_dL=dL 

dt dqi dq, 

Lagrangefunktionen sind durch die Bahnkurven noch nicht ein- 
deutig bestimmt. Ersetzt man nämlich 

L-L'  = L + 2 dx (u) dg, ( dx (g,t) 
dg, dt dt ’ 

worin / (q, t) eine willkürliche Funktion ist, so ändert sich zwar das 
Wirkungsintegral gemäß 

s-+s' =s+x (q (t2),t2) ~x(q 
Doch ist der Zusatz ohne Einfluß auf die Bewegung, weil q (t) an 
den Enden tt und nicht variiert wird. 

Daraus folgt, daß die Eigenzeit nicht eindeutig definiert ist. Sie ist 
also nicht ohne weiteres eine beobachtbare Größe. Betrachten wir 
jedoch zwei verschiedene Raum-Zeitbahnen, die von einem 
Punkte A ausgehen, und die sich in einem anderen Punkte B wieder 
begegnen, so heben sich die Zusatzterme heraus. Es ist also 

AS’ = AS * 0. 

Die Differenzen stimmen überein und sind im allgemeinen von 0 
verschieden. 

Letzteres besagt, daß die kanonische Eigenzeit wie die speziell 
relativistische nicht integrabel ist. Für Wellenphasen ist das von 
vorneherein klar, beruhen doch gerade darauf die Interferenzen. 

Die Invarianz von AS bedeutet, daß der Messung von Unter- 
schieden der in Eigenzeiten definierten Alterung zwischen zwei 
Punkten der Begegnung keine grundsätzlichen Schwierigkeiten im 
Wege stehen. Ob und wie weit diese Unterschiede wirklich beob- 
achtbar sind, bedarf der experimentellen Prüfung. Wenigstens in- 
nerhalb der beiden Relativitätstheorien ist experimentell gezeigt, 
daß die Unterschiede beobachtbar und mit der Erwartung im Ein- 
klang sind. Darauf kann man jedoch erst nach Ableitung der Hamil- 
tonfunktion für spezielle Systeme und insbesondere für Materie- 
punkte eingehen. 

Hier halten wir fest, daß Wirkungsintegrale eng mit quanten- 
mechanischen Wellenphasen verknüpft sind, und daß diese eine 
systemeigene Zeit, die kanonische Eigenzeit definieren. 
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1st I// [q, r) = il (q, I) e 1 s0/% � 0 <! die Wellenfunktion in geometrisch optischer Nähe- 
rung, d. h. für langsam veränderliche Amplituden u (q, l), so gilt 

- idi// /dqa =x (dS/dija) = % � 

8 Für kräftefreie relativistische Materiepunkte in r = (x,y,z) ist das Wirkungsinte- 
gral gemäß (15) gleich 

S = mc2 S/f - r_2/c2dt, 

und die Eigenzeit stimmt mit s = -S/inc 2 überein. 
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Teil II  

55 

Kanonische Gleichungen für  Materiepunkte 

Die kanonischen Gleichungen 

(1) 
dpi _ _ dH dip _ dH (p, q, t ) 

dt di], ’ dt dpi 
i <z (1,2... tl ) 

folgen wie in Teil I gezeigt1 allein aus den Annahmen, daß 
jedes physikalische System durch seine Zustandsvariablen p = 
(pt,p2-pn), q = (qt, qi - q„),  durch das Zeitpostulat und durch die 
Hamiltonfunktion bestimmt sei. Speziell in der Newtonschen 
Mechanik kann die Anzahl n der Freiheitsgrade beliebig groß sein, 
weil mit den Gleichungen auch die mannigfachen inneren Bewe- 
gungen von Körpern erfaßt werden können. Das hat allerdings zur 
Folge, daß es Felder geben muß, die wie das Newtonsche Gravita- 
tionsfeld, momentan in die Ferne wirken. 

Schon vorrelativistisch ist das unwahrscheinlich.Wegen der end- 
lichen Laufzeiten von Wirkungen ist das vollends ausgeschlossen. 
Darum können kanonische Gleichungen für Makrosysteme mit 
endlich vielen Freiheitsgraden nur näherungsweise und nur so 
lange gelten, als man von Laufzeiten absehen darf. Auch wenn das 
in weiten Bereichen möglich ist, gelten kanonische Gleichungen 
nur für Materiepunkte in Strenge. Da solche Gleichungen außer- 
dem auf abgeschlossene Systeme bezogen sind, erfaßt man mit 
ihnen nur den Grenzfall freier Materiepunkte, bei denen Wechsel- 
wirkungen mit der Umwelt vernachlässigbar sind. Nur von diesen 
wollen wir hier sprechen. Am Ende werden sich Poincaréinva- 
riante Bewegungsgleichungen ergeben. Doch dürfen wir hier diese 
Invarianz nicht a priori voraussetzen. Nach dem Grundsatz, es sei 
die Physik, die sich ihren Raum schafft, müssen wir fragen, welche 
Erfahrungen bei der Bestimmung der Struktur von Raum und Zeit 
zur Voraussetzung der Existenz kanonischer Gleichungen hinzu- 
kommen. Selbst die Struktur des Euklidschen Raumes ist an physi- 
kalische Annahmen gebunden, nämlich an die der Existenz starrer 
Körper11. Hier haben wir es aber nicht mehr mit starren Körpern, 
sondern mit kanonischen Gleichungen zu tun. 
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Auch ohne Euklidsche Geometrie können wir die Dreidimen- 
sionalität des Raumes als empirisch gesichertes Axiom betrachten, 
den Begriff Axiom im Sinne von Newton verstanden2. Das schließt 
nicht aus, daß man durch Definitionen zu höher dimensionalen 
Mannigfaltigkeiten übergeht, z. B. zur vierdimensionalen Raum- 
Zeit oder wie in Teil I zum 2n-dimensionalen Raum der Zustands- 
variablen. Doch bewahrt das Dimensionsaxiom auch in solchen 
Fällen seine Bedeutung. 

Nach dem Dimensionsaxiom ist die Lage eines Punktes im 
Raum durch drei Koordinaten bestimmt. Ein Materiepunkt hat 
darum mindestens drei Freiheitsgrade. Denkt man dabei an den 
Spin von Elektronen und Photonen oder an den Isospin von 
Nukleonen u.dgh, so kann die Anzahl der Freiheitsgrade größer 
sein. Darauf kommen wir am Ende zurück. Zunächst betrachten 
wir Materiepunkte mit drei Freiheitsgraden. Danach ist die Hamil- 
tonfunktion 

(2) H = H(p,q,t), p = (p,,p2,p.i), q = (qi,q2,qj). 

Seien p{t), q{t) irgendwelche Lösungen der zugehörigen 
kanonischen Gleichungen, so können wir nach Funktionen dieser 
Größen fragen, die längs der Zustandsbahnen gemäß 

F (p(0> î(0,0 = const 

konstant sind. Dafür gilt 

, . dF dF dp dF dq dF dH dF dH dF dF n 
(3) —  -pH  — •—+— 0. 
' ' dt dp dt dq dt dt dp dq äq dp dt 

Bei gegebenem H ist das eine linear homogene Differentialglei- 
chung für F. 

An dieser Stelle ist es zweckmäßig, Poisson-Kommutatoren 
einzuführen3. Sie sind für beliebige Funktionen A und B von p, q 
durch 

(4) [A,B] A4 aß _A4 aß 

dp dq dq dp 

definiert und genügen den algebraischen Relationen 

(5) [A,B] = ~[B,A\, [A,[B lC]]  + [B[C,A]]  + [C,[A,B}}  = 0 

Letztere heißt Jacobische Identität. Damit lautet (3) 
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(«) f-WFl+f-O, 

und es gelten die fundamentalen Kommutatoren 

(7) \pbpi<\ = 0, \pi,qk] = öik, [qi,qk] = o. 

Beweise sind in einschlägigen Lehrbüchern zu finden. Die Poisson- 
Kommutatoren sind nicht nur Kürzel. Sie erlauben, viele Rechnun- 
gen algebraisch durchzuführen, ohne daß man stets von Neuem auf 
den analytischen Hintergrund einzugehen braucht. 

Sind Fi, F2- spezielle Lösungen von (3), so sind auch beliebige 
differenzierbare Funktionen von Fi, F2- Lösungen. Die Integrale 
sind darum im allgemeinen nicht unabhängig voneinander. Doch 
kann man zeigen4, daß es bei sieben Ableitungen sechs unabhän- 
gige Integrale gibt, von denen mindestens eines explizit von der 
Zeit abhängt. Seien rj = bli,ri 2,-fls) unabhängige Integrale, in 
denen die Zeit nicht explizit vorkommt, so liefern beliebige Funk- 
tionen <p{rj)  ebensolche Integrale. Das gleiche gilt für die Kommu- 
tatoren 

[rii,rik\  =r]ik{rj).  

Im allgemeinen ist r],k 4= 0. Doch gibt es auf vielfältige Weisen drei, 
aber nicht mehr als drei unabhängige Integrale 

Pi fa), (1,2,3), 
die gemäß 

(8) [P„Pk\  = 0 

vertauschbar sind. 
Sei nämlich Pi = rji  und P, = P2 (//), so folgt aus (8) 

[PnP2\ = Vh,ri2\ 
dPj 
dr/2 

+ ••• + [nt,fis\ 
dP2 
drjs 

0. 

Es gibt also drei unabhängige Integrale für P2, etwa £ = (£1, £3). 
Mit  P2 = <fi, P) = P) (£) erhält man entsprechend 

[P2,P3] = [6,6]  ̂+ [£,,6]fr dç2 dçj 
= 0. 

Danach gibt es für Pi nur noch ein unabhängiges Integral, da die 
Kommutatoren nur von Ç abhängen. Somit ist bewiesen, daß es 
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nicht mehr als drei untereinander und von der Zeit unabhängige 
Integrale gibt. Aus der Zeitunabhängigkeit folgt ferner 

(9) [H,P] = 0. 

Die Kommutatorgleichungen (8/9) liefern die Lie-Algebra einer 
vierparametrigen Abelschen Gruppe, - der Translationsgruppe in 
der Raum-Zeit, wie wir noch sehen werden. 

Aus dem Satz, daß es nur drei zeitunabhängige und Poissonsch 
vertausch bare Integrale gibt, folgt ferner die Existenz von Integra- 
len Q'i (p, q), die mit P2 und Pj, aber nicht mit P; kommittieren. Da 
dann auch [Pi, Q'/] mit P2 und Pj kommittiert, muß dieser Kom- 
mutator gemäß 

eine Funktion von Q'i und P sein. Danach gibt es eine Funktion Q, 
= g (Q'i, P), für die [Pi, Qi]  — 1 ist. Denn die Differentialgleichung 

[P„Qj = Ü/-< 

ist integrierbar. Man kann sogar von zeitabhängigen Integralen 
Q'i (p, q, t) ausgehen. Das ist unerläßlich, wenn man auf dieselbe 
Weise Q2 und Q_< bestimmt, derart daß 

(10) [P„ Qi.] = äik 

ist, weil die sechs Integrale P und Q nicht alle zeitunabhängig sein 
können. 

Danach sind die Kommutatoren [Q„ Qt] mit allen Komponen- 
ten von P vertauschbare Integrale der Bewegung. Sie können also 
gemäß 

[Qo Qt] =fk (P) =fki (P) 

nur von P abhängen. Aus der Jacobischen Identität folgt mit d, = 
d/dP, 

difke + difi + difk = 0, fk = d,qk (P) -dkq, (P). 

Ersetzt man schließlich Q,-> Q, + f, so bleiben die Kommutatoren 
in (8/10) unverändert, und für Q gilt 

(11) [Qo Qt] = 0. 
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Es gibt also eine Transformation {p,q)—> (PjQ), nach der P und 
Q denselben Vertauschungsrelationcn genügen wie p, q. Darum ist 
diese Transformation eine kanonische. Stellt man H als Funktion 
von Pj Q, t dar, so gelten auch nach der Transformation die kanoni- 
schen Gleichungen 

( , dP_ dH (£,Ç), t) dQ_ dH ( P, Q, t) 
[ 1 dt dQ ’dt dP 

Da die Komponenten von P Integrale der Bewegung sind, folgt 

(13) fiS0, H-H(P,t). 

Die Hamiltonfunktion ist also gegen die Translationen Q—>> Q + a, 
a = const, invariant. Der Raum entpuppt sich also nach einer pas- 
send gewählten kanonischen Transformation als ein homogener. 
Die zugehörigen Bewegungsgrößen sind die nach dem Noether- 
schen Satzn zur Homogenität gehörigen Erhaltungsgrößen und 
heißen als solche Impulse. 

Die zweiten kanonischen Gleichungen in (12) liefern 

dQ 
dt [H,Q} + 

dQ = dH 

dt dP 

Hier kommt Newtons Definition II ins Spiel, nach der Geschwin- 
digkeit und Impuls proportional sein sollen. Seit den Versuchen von 
Kaufmann6 ist bekannt, daß der Faktor von der Energie abhängt. 
Drei Jahre später hat Einstein aus der speziellen Relativitätstheorie 
die Gleichung 

(14) P = -tH
d-  ̂

c dt 

abgeleitet, die an Stelle von Newtons Definition II getreten ist. 
Diese Gleichung ist bis zu extremen Energien unabhängig von der 
speziellen Relativitätstheorie bestens bestätigt. Wir können sie 
darum als empirische Basis der relativistischen Mechanik ansehen. 
Darin ist J/c2 wie m in Newtons Definition II eine Dimensions- 
konstante, aber eine universelle, die für alle Materiepunkte den 
gleichen Wert hat. Dabei stimmt c mit der Vakuum-Lichtge- 
schwindigkeit überein. 
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Mit (14) erhält man aus dem zweiten Satz der kanonischen Glei- 
chungen 

dt 

dH 

dP’ 

woraus durch Integration die Hamiltonfunktion 

(15) H = c\/P_2+ m 2c2, m 2c2 = const, 

hervorgeht. Darin ist m2c2 zunächst nur eine Integrationskon- 
stante. Doch ist m mit Newtons Masse vergleichbar. 

Daraus folgen alle weiteren Symmetrien, zunächst die Homoge- 
nität der Zeit, denn 

(16) j;  = 0’ H = H(P) = const. 

Die zugehörige Erhaltungsgröße, - erst jetzt ist sie eine solche, - 
heißt Energie. 

Die Hamiltonfunktion wird auch mit 

(17) M=QxP 

vertauschbar sein. Denn dafür gilt, wenn die Indizes i k l durch 
zyklische Vertauschung aus 123 hervorgehen, 

[M i)PL]  = -Pl, [MhP,] = + Ph [Mi,  Pi]  = 0, 

(18) [M„  Qt] = - Qh [M k,Qi]  = + Qh [MbQ,] = 0, 

[Mi,  Mi]  = - M,. 

Danach definiert M infinitesimale Transformationen, die gemäß 

(19) [M 1P
2] = O, [M JQ

2] = 0, [M JM
2] = 0 

die Quadrate P2, Q2 und M2 invaraint lassen. Sie beschreiben also 
Drehungen, und P, Q und M verhalten sich wie Vektoren. 

Danach folgt aus (15) 

(20) [H,M]  = 0, ~ = 0, M = const. 

H ist also drehinvariant. Alle Richtungen im Raum sind gleichbe- 
rechtigt. Der Raum ist isotrop, die zur Isotropie gehörigen Erhal- 
tungsgrößen M heißen Drehimpuls. 

Damit ist gezeigt, daß der Raum die Symmetrien der Euklid- 
schen Geometrie hat. Denn Homogenität und Isotropie bestim- 
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men die geometrischen Kongruenzen. Sie bilden die Gruppe der 
Kongruenzen, die man gewöhnlich Bewegungsgruppe nennt, und 
die in Hinblick auf das Folgende auch Euklid-Gruppe heißen 
könnte. Die Lie-Algcbra der Bewegungsgruppe lautet 

, [P„PL]  = 0, [M„Mt]  = - Mh 

[Mi,  Pi]  = 0, [MhPL]  = -M,. 

Hiernach ist der Euklidsche Raum nicht mehr durch die Eigen- 
schaften starrer Körper bestimmt. Er folgt aus den kanonischen 
Gleichungen, also aus den kanonischen Gleichungen in Verbin- 
dung mit der Impuls-Geschwindigkeitsrelation. 

Die Symmetrien der aus (15) folgenden kanonischen Gleichun- 
gen sind noch nicht erschöpft. Denn neben den drei Integralen P 
gibt es noch drei weitere Integrale der Bewegung, nämlich 

(22) K = N-Pt = const, N = —,HQ = -Qj/ P2 + m2c2. 

In der Tat ist 

dK 
dt 

-2H
d-^-P = -H — -P = 0. 

G dt — c- dP — 

Die Funktionen N liefern folgende infinitesimalen Transformatio- 
nen 

[N)H]  = P, [NhPL]  = -,HöiL, 
(23) 

[N„M,]  = +N, [N„M,]  = -N, [Nh Mi]  = 0. 

Nach (9), (21) und (23) ist die quadratische Form 

(24) Qo= —,H2-P2 
C 

mit allen Größen H, P, M, N Poissonsch vertauschbar. Sie ist also 
gegen alle daraus hervorgehenden Transformationen invariant. 
Alle durch eine Invarianz definierten Transformationen bilden eine 
Gruppe. Durch die Invarianz von Qo wird die zehnparametrige 
Poincaré-Gruppe definiert, deren Lie-Algebra durch (9), (21) und 
(23) bestimmt ist. Die Euklid-Gruppe ist nach (21) eine Unter- 
gruppe. H und P liefern die (übrigens invariante) Abelsche Unter- 
gruppe der Translationen, M und N die der Lorentz-Transforma- 
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tionen und M allein die der Drehungen. Aul ein genaueres Studium 
der Gruppeneigenschaften gehen wir hier nicht ein7. 

Das Wirkungsintegral liefert den Anschluß an herkömmliche 
Darstellungen der speziellen Relativitätstheorie. Aus (14/15) folgt 

(26) n _ 0- J_r _ "IC2 

1 / » 11 / —. 
- ff-ß* fr^ß?  

= d2 
dt ß ü/c 

Danach ist die Lagrangefunktion gleich 

L=P-Q-H = 
II1 u2 

TT^T2 
me2 

/T^/P - me2]/1 -ß2, 

und das Wirkungsintegral lautet 

(27) S = - mc2)~Jl -ß2dt = — nie \/c2dt2- dQ2 = —mc\ds 

Darin ist ds nach Teil I die kanonische Eigenzeit. Sie stimmt für 
freie Materiepunkte mit der relativistischen überein. 

Die Definitionsgleichung 

(28) ds2 = c2dt2 - dQ2 = - q^dx1'dx’’  

mit 

(29) 

x°= ct,x'= Qi, ie (1,2,3) 

km) 

(- 1 000 \ 

0 7 00 1 
0070 r 
0001 / 

/7,VE (0,1,2,3), 

ist mit dem durch 

(30) dl2 = dr2= gik dx ' dx \ g,k = öik, 

definierten Linienelement dl der Euklidschen Geometrie ver- 
gleichbar. Wie durch (31) die Euklidsche Geometrie mit ihrer 
pythagoräischen Metrik bestimmt ist, so liefert (28) eine Metrik in 
der Raum-Zeit und bestimmt deren Geometrie. Nach ihrem 
Entdecker spricht man von der Minkowskischen Raum-Zeit, der 
Minkowskischen Metrik und vom Minkowski-Tensor in (29). 

Das Linienelement in (28) ist klarerweise gegen alle Raum- 
Zeittranslationen x1'-+  x1' + a“,  a11 = const, invariant. Außerdem ist 
es Lorentzinvariant, weil die Lorentzinvariante quadratische Form 
in (24) von gleicher Struktur ist. 
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„Von Stund an“, so hat Minkowski8 einst ausgerufen, verschmel- 
zen Raum und Zeit zu einer neuen, untrennbaren Einheit, zur 
vierdimensionalen Raum-Zeit (von ihm noch „Welt“  genannt). 
Doch darf man nicht übersehen, daß die Zeit durch die Vorzeichen- 
folge - + + +, durch die Signatur der Metrik ihre Sonderstellung 
bewahrt. Seit dem wird die Minkowskische Metrik als axiomati- 
sche Basis der speziellen Relativitätstheorie betrachtet. Hier haben 
wir gezeigt, daß diese Metrik nicht postuliert werden muß. Sie 
ergibt sich aus der Voraussetzung kanonischer Gleichungen und 
dem Axiom der Dreidimensionalität in Verbindung mit der durch 
Erfahrungen gesicherten Impuls-Geschwindigkeitsrelation, einer 
Modifikation von Newtons Definition II. 

Es kann hier nicht unsere Aufgabe sein, die Konsequenzen der 
relativistischen Mechanik im einzelnen darzulegen'l Doch wollen 
wir noch in Anlehnung an Teil I die relativistische Eigenzeit mit 
der kanonischen vergleichen. Im Einklang mit dieser ist die relativi- 
stische Eigenzeit freier Materiepunkte gleich 

Das ist zunächst nur eine formale Definition, die keine Real- 
bedeutung zu haben braucht. Nur wenn man fordert, daß sich 
ungestört laufende Uhren nach der Eigenzeit richten, hat man mit 
experimentell prüfbaren Konsequenzen zu rechnen. 

Zunächst besagt (31), daß die Eigenzeit bei Materiepunkten, die 
im Koordinatensystem ruhen, mit der Koordinatenzeit überein- 
stimmt, woran der Index 0 in d to erinnern soll. Bei unterschied- 
lichen Geschwindigkeiten gilt für endliche Zeitdifferenzen 

Bewegt sich in einem Kanalstrahl10 ein angeregtes Ion relativ zum 
Beobachter mit der Geschwindigkeit v = ß c, und strahlt es im 
eigenen Ruhsystem mit der Frequenz vo = I/t0(to = Zeitdauer 
einer Schwingung), so findet man im Ruhsystem des Beobachters 
(wegen des begleitenden Doppler-Effekts nur senkrecht zum 
Strahl) die Frequenz 

(31) dt0= ,dS = -ds = d 1 - ß ~2 dt. 
tnc c 
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also eine Rotverschiebung. Experimente bestätigen das Ergebnis 
und damit die Erwartung, daß es Uhren gibt, die sich nach der 
Eigenzeit richten. Eine Reihe vergleichbarer Versuche hat zum 
gleichen Ergebnis geführt. 

Einstein hat nebenstehend skizziertes Gedan- 
kenexperiment betrachtet. Ein im Koordinaten- 
system (x, t) ruhender Materiepunkt gelangt in 
der Zeit von 0 bis tt längs der Ordinate von A 
nach B. Ein anderer Materiepunkt bewege sich 
zunächst zur gleichen Zeit t = 0 vom gleichen 
Punkt A ausgehend mit der Geschwindigkeit 
v = ß c nach rechts bis zum Punkt C und treffe 
mit umgekehrter Geschwindigkeit zur Koordi- 
natenzeit h in B wieder mit dem ersten Mate- 
riepunkt zusammen. Seine Borduhr zeige die 
Zeit t2. Nach obiger Gleichung ist 

t2 = t,l/l-ß2. 

Der Materiepunkt auf Reisen altert also nach seiner Eigenzeit lang- 
samer als der ruhende. Denkt man statt an Massenpunkte an Zwil-  
lingsbrüder, und nimmt man an, daß sich biologische Uhren wie 
atomare verhalten, so ist der reisende Bruder bei der Wiederbegeg- 
nung jünger als der ruhende, bei extremen Verhältnissen vielleicht 
noch ein junger Mann, während der ruhende aus Altersgründen 
längst gestorben ist. Man spricht daher mehr gefühlsmäßig als sach- 
lich begründet vom Zwillingsparadoxon. 

Man kann kritisch einwenden, daß man nicht wisse, welchen 
Einfluß die Beschleunigung in C auf die Bordzeit habe. Einstein hat 
entgegnet, selbst bei kleiner Beschleunigung könne man die Zeiten 
gleichförmiger Bewegung so groß gegen die Zeitspanne der Be- 
schleunigung machen, daß diese nicht ins Gewicht falle. Ist das 
auch von vorneherein plausibel, so fehlt doch jede Grundlage, die 
Erwartung zu beweisen, solange die Eigenzeit nicht auch in Kraft- 
feldern definiert ist. Sein Argument zwingt zu einer Verallgemeine- 
rung des Eigenzeitbegriffs, z. B. zur Einführung der kanonischen 
Eigenzeit. 

In der Tat kann man Einsteins Argument bestätigen, wenn man 
von der kanonischen Eigenzeit ausgeht, die auch im nichtrelativi- 
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stischen Grcnzfall definiert ist. Ist V(x) die zur Umkehr zwingende 
potentielle Energie, so lautet das Wirkungsintcgral 

'2 <2 

S = f (mc2 + -mv2 - V{x)) dt = W (t2~1,) - 2 f V(x) dt. 
I, 2 (, 

Der erste Summand entspricht dem Beitrag bei freier Bewegung. 
Der zweite liefert asymptotisch 

+» 

AS = —2 lv(x)dt, 

der bei begrenzten Beschleunigungszciten endlich ist, während 
W (t2 — ti) asymptotisch über alle Grenzen wächst. 

Das schönste Experiment zur Bestätigung der Abhängigkeit des 
Alterns vom Bewegungszustand, das in I schon erwähnte Genfer 
Müonenexperiment, kann erst behandelt werden, wenn die 
Lagrangefunktion für elektrisch geladene Materiepunkte in elek- 
tromagnetischen Feldern bekannt ist. 

Auch in der klassischen Physik kann man Gleichungen für Mate- 
riepunkte mit inneren Freiheitsgraden formulieren, wie sie aus der 
Quantenphysik bekannt sind. Dazu braucht man neben P und Q 
weitere kanonischen Variablenpaare p, q, die man auch wie folgt 
schreiben kann. 

_ p + ü 
' f2 

? = ‘7 +i P 
Ç {2 > 

Ein verführerisches Beispiel liefert die Hamiltonfunktion 

H = <f ^(a • P + ß m) d % � 

Darin sind a und ß 4 x 4-Dirac-Matrizen, ist eine einspaltige 
Matrix, mit vier Komponenten und f ist die Hermitesch konju- 
gierte einzeilige Matrix. Daraus erhält man als kanonische Glei- 
chungen 

P = ~ — = 0, Q = + — = £t<x<j;,  
d<2 — dP — 

i^=~~  = ^(a-P + ßm), 

Ç = + - — = - i (a P + ß m) d. 
i 3Ç' v - 

r
 ' 

Die beiden letzten äquivalenten Gleichungen stimmen mit der 
Diracgleichung überein. Sie sind auch Poincaréinvariant. Doch 
5 München Ak. Sb. 1983 



66 Fritz Bopp 

zeigt die zugehörige Lie-Algebra, daß obiges H kein klassisches 
Modell für Spinelektronen liefert. Insbesondere gibt es keinen 
inneren Drehimpuls. 

Auch andere Ansätze, z. B. auch SU3-symmetrische sind mög- 
lich. Doch gibt es keine Anzeichen dafür, daß solche ad hoc einge- 
führten Modifikationen geeignet sind, innere Freiheitsgrade von 
Materiepunkten klassisch physikalisch zu erfassen. 

Wir haben gezeigt, wie tief die relativistische Mechanik in der 
von Newton verankert ist. Nur die Dreidimensionalität des Rau- 
mes und eine Modifikation von Newtons Definition II  mußten als 
empirisch gegeben vorausgesetzt werden, um nicht nur die relativi- 
stischen kanonischen Bewegungsgleichungen, sondern auch die 
Struktureigenschaften der Minkowskischen Raum-Zeit abzuleiten. 
Das ist selbst für die Newtonsche Mechanik nicht ohne Bedeutung. 
Kehrt man nämlich zu Newtons Definition II zurück, so erhält 
man aus den nämlichen Prinzipien die Euklidsche Geometrie und 
die sogenannte Galileische Raum-Zeitstruktur, wiederum ohne 
diese Struktureigenschaften zu postulieren. 

Wir meinen darum, sowohl die Newtonsche als auch die Ein- 
steinsche Mechanik tiefer verankert zu haben. 
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Teil III  

Die Elektrodynamik als Eichfeldtheorie 

Wie bereits in Teil II erwähnt1 lassen sich die Bewegungen von 
Materiepunkten bei endlichen Abständen wegen der Laufzeit- 
effekte nur näherungsweise durch kanonische Gleichungen be- 
schreiben. Mittler der Wechselwirkung sind Felder, und diese brau- 
chen zur Ausbreitung Zeit. 

Einem speziellen Feld begegnet man bereits im Newtonschen 
Gravitationsgesetz. Zwar gibt es den Begriff des Feldes noch nicht. 
Auch fehlen dem Newtonschen Gravitationsfeld Eigenschaften, 
die sich erst aus voll entwickelten Feldtheorien ergeben. Doch sind 
schon einige fundamentale Eigenschaften von Feldern zu erken- 
nen. Das zeigt bereits das einfachste Beispiel. 

Seien M die Masse der ruhend gedachten Sonne und m die der 
Erde, sei ferner r der Vektor von der Sonne zur Erde, so ist die Kraft 
der Sonne auf die Erde nach dem Newtonschen Gesetz 

(1) F = -—— n, n = r/r. 

Formal handelt es sich um ein Fernwirkungsgesetz, um eine 
momentane Wirkung über beliebig große Abstände hinweg. 

Die Fernwirkung ist von Huygens und anderen abgelehnt wor- 
den, die an der Fortentwicklung der kartesischen Ätherwirbeltheo- 
rie beteiligt gewesen sind. Leibniz hat in einem Brief an Huygens 
befürchtet, Newton kehre zu übersinnlichen Kräften zurück, ob- 
wohl es eine „mechanische“ Erklärung des Gravitationsfelds gebe2, 
gemeint ist eine auf Stöße zurückführbare. Die Kartesianer der 
nächsten Generation haben dann unbefangen die Fernwirkung als 
axiomatische Prämisse hingenommen und auf diese Weise die ana- 
lytische Mechanik entwickelt. Seit dieser Zeit hat man bis heute 
von Newtons Fernwirkungstheorie gesprochen. 

Newton hat dem entgegengehalten3, kein zu philosophischem 
Urteil Befugter könne an Fernwirkungen glauben. Man dürfe aber 
auch nicht Unbeobachtbares zur Erklärung heranziehen. Denn das 
nenne er Hypothese und sei unzulässig. Zwar wisse er nicht, was 
Gravitation sei. Doch genüge es, diese mit dem Gesetz so weit im 
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Griff  zu haben, daß man damit die Planetenbahnen und die Meeres- 
flut erfassen könne. 

Nicht ein materielles Modell, sondern ein in der Erfahrung sich 
bewährendes mathematisches Gesetz wird als Garant dafür be- 
trachtet, daß man Wirklichkeitsordnung im Griff  hat. Wie Kepler 
denkt Newton platonisch und nicht materiell. Wir sollen aus den 
Erscheinungen (auf dem Bildschirm in der Elöhle des Gleichnisses 
von Platon) auf die Ordnung schließen, welche zwar die Erschei- 
nungen bestimmt, welche aber nicht mit diesen identisch ist. Die 
platonische Einfärbung der modernen Physik ist also eher eine 
Rückkehr zu Newtons Naturphilosophie als eine Wende. Man hat 
sich nur von der philosophisch reichlich unkritischen nachnewton- 
schen Zeit abgekehrt. 

In Newtons vorsichtig abwägender Zurückhaltung steckt eine 
Vorahnung des Feldbegriffs. Spaltet man nämlich (l) gemäß 

/o\ T'' GM (2) F = mg, g_=~—n. 

die Erdmasse ab, so ist g eine im ganzen Raum definierte Vektor- 
funktion, welche allein durch die Sonne bestimmt ist oder von ihr 
erzeugt wird, wie man auch sagen kann. Sie ist in Elinblick auf das 
Gravitationsgesetz mathematischer Ausdruck jener Realität, die 
wir heute Gravitationsfeld nennen. Das Feld ist hiernach Inbegriff 
möglicher Kraftwirkungen. Es ist überflüssig und überschreitet im 
Sinne von Newton die Grenzen des Erfahrbaren, von einem Äther 
und dgl. als Träger des Feldes zu reden. 

Zwei zentrale Eigenschaften aller Felder sind schon hier erkenn- 
bar. Erstens gibt es Quellen des Feldes, die in der Materie verankert 
sind. Bei der Gravitation ist es die Masse, bei elektromagnetischen 
Feldern die Ladung. Zweitens erfahren die Quellen, wo immer die 
zugehörigen Felder vorhanden sind, zu deren Stärke proportionale 
Kräfte. Daran ändert sich bei aller Unvollkommenheit der New- 
tonschen Gravitationstheorie nichts mehr. Der Mangel dieser 
Theorie zeigt sich allein darin, daß das Newtonsche Gravitations- 
feld im ganzen Raum der Bewegung der Körper augenblicklich 
folgt. Erst in der Elektrodynamik hat man gelernt, daß die Ausbrei- 
tung der Feldwirkungen Zeit braucht und mit Lichtgeschwindig- 
keit vorsichgeht. 
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Ursprünglich hat man die Gesetze für Felder aus spezifischen 
Erfahrungen abgeleitet. Wir werden darauf noch zurückkommen. 
Allein schon die oben erwähnte gemeinsame Struktur aller Feld- 
theorien läßt übergeordnete Prinzipien erwarten, welche von 
vorneherein die große Mannigfaltigkeit denkbarer Felder begrenzt. 
Nachdem man gelernt hatte, wie eng das Gravitationsfeld mit 
Eigenschaften der Geometrie verknüpft ist, hatte man vermutet, 
die Geometrisierung aller Physik müsse zu einer einheitlichen 
Feldtheorie führen. Doch ist das Warenhaus der denkbaren Geo- 
metrien nicht weniger gut assortiert als das der denkbaren Feld- 
theorien. Letztlich kann man jede Feldtheorie geometrisch formu- 
lieren, was in mannigfacher Hinsicht wichtig sein kann. Doch 
ergeben sich daraus keine Prinzipien zur Unterscheidung realisti- 
scher Felder von spekulativen und zur Bestimmung ihrer Gesetze. 
Tatsächlich hat man die allgemeine Relativitätstheorie nicht aus 
einem Geometrisierungsprogramm gewonnen. Am Anfang steht, 
wie wir noch sehen werden, der Ertahrungssatz der Äquivalenz 
von Trägheit und Schwere, aus dem sich ergeben hat, daß Gravita- 
tionsfelder zu einer Riemann-Minkowskischen Raum-Zeit führen. 

Ein Feldtheorien fundierendes Prinzip ist aus der Eichidee von 
Weyl hervorgegangen. Er hat sich dabei von der allgemeinen Rela- 
tivitätstheorie leiten lassen und zunächst kaum vom Geometrisie- 
rungsprogramm entfernt. Die Weyl-Geometrie4 ist an die Stelle der 
Riemannschen getreten. Doch hat sein Versuch aus dem Jahre 1917 
zu physikalisch unhaltbaren Ergebnissen geführt. Erst rund zehn 
Jahre später hat er sich vom Geometrisierungsprogramm gelöst 
und die Eichidee als Basisprinzip für Feldgesetze erkannt'. Nach 
einem Jahrzehnte langen Dornröschenschlaf ist man sich der fun- 
damentalen Bedeutung des Eichprinzips erst vor wenigen Jahren 
allgemein bewußt geworden. 

Man kann die Notwendigkeit des Eichkonzepts wie folgt verste- 
hen: Die kanonischen Gleichungen für freie Materiepunktc sind 
Poincaréinvariant. Ein einzelner Materiepunkt sieht als abgeschlos- 
senes System nur die hochsymmetrische Minkowskische Raum- 
Zeit und vielleicht noch andere globale Symmetrien. Sobald minde- 
stens ein zweiter Materiepunkt ins Spiel kommt, ist die Umwelt 
jedes einzelnen nicht mehr hochsymmetrisch. Wechselwirkungen 
brechen die Symmetrie. Das zeigen schon einfachste Systeme. Für 
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die Erde im Felde der Sonne gilt z. B. 

H=j-p 2 m 

Z. B. ist die Translationsinvarianz verletzt und wird erst wieder 
hergestellt, wenn wir das Gesamtsystem Sonne-Erde betrachten 
mit der Hamiltonfunktion 

H = H-»2 + — n2 - 
2,J' + 2MP- 

G M in 

|D-r2| ' 

In Eichfeldtheorien hat man es zunächst nicht mit zwei Materie- 
punkten zu tun, sondern mit einem einzelnen Materiepunkt in 
einem vorgegebenen äußeren Feld. Dies wird im allgemeinen Sym- 
metrien stören. Die negative Feststellung, eine Symmetrie sei ge- 
brochen, öffnet zunächst der Willkür  Tür und Tor. 

Wenn man jedoch jede Symmetriegruppe einzeln betrachtet, 
wird die Willkür  durch die Forderung begrenzt, daß die Symmetrie 
von Materiepunkt und Feld zusammen erhalten bleibt. Danach 
gehört zu jeder Symmetriegruppe der Gleichungen für freie Mate- 
nepunkte ein gerade zu ihr gehöriges Feld samt gewissen Feldglei- 
chungen. Maximal gibt es nur so viele Felder wie verschiedene 
Symmetriegruppen. Das Prinzip liefert unmittelbar die von den 
Feldern herrührenden Kräfte, aber erst nach weiteren, ebenfalls 
universell geltenden Annahmen Quellengleichungen, welche die 
Felderzeugung beschreiben. 

Weyl hat die Elektrodynamik aus einer in der Quantenmechanik 
wohlbekannten Symmetrie abgeleitet, nämlich aus der Phaseninva- 
rianz von Schrödinger- oder Diracgleichung. Diese Symmetrie be- 
steht auch in der klassischen Mechanik, ist aber in ihr wenig beach- 
tet. In Rahmen der Physik gehen wir von dieser Symmetrie aus. 
Aus der Hamiltonfunktion 

H=cfP2+m2c2 

folgt die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung 

d£+r/(giadS)2+m2c2=0, 

die man gemäß 

(3) d^S d11S + m 2c 2 = 0, dfl = d/d x,l, dt, =gflvd 
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raum-zeitsymmetrisch schreiben kann. Sie ist offensichtlich gegen 
die Transformation 

(4) S—>S'=S +x ’X = const, 

invariant. Die Poincaré-Invarianz bleibt zunächst außer Betracht. 
Da x nach (4) in der ganzen Raum-Zeit den gleichen Wert hat, 

handelt es sich um eine globale Symmetrie. Ersetzt man die Kon- 
stante x hr (4) durch eine Funktion x [x), so folgt aus der für S' 
geltenden Gleichung in (3) 

(d„S(x) + d„x (*))  (d"S (.v) + d"x (x)) + m2c2 = 0 

als Gleichung für S. Klarerweise ist die Differentialgleichung dage- 
gen nicht mehr invariant. Die S-Symmetrie ist gebrochen. 

Doch kann man die Symmetrie durch Einführung der Eichpo- 
tentiale Af, (x) retten. Die Gleichung 

(5) (df,S(x) - A A„  (x)) (dMS (x) - AAM(x)) + m 2c2=0 

ist wieder invariant, wenn sich d/.S (x) und AA„ (x) gegenläufig 
transformieren, d. h. wenn S (x) und At, (x) simultan der Eichtrans- 
formation 

(6) 5 (x) -> S'(x) = S (x) + x (x) > 
XAf, (x) -» k A'„  (x) = A Afl (x) + d„x {x) 

unterworfen werden. Darin ist der Faktor A ein zunächst willkür-  
lich wählbarer konstanter Faktor. Er wird später die Anpassung an 
herkömmliche Dimensionen erleichtern. 

Gl. (5) ist wiederum eine Hamilton-Jacobischc Differentialglei- 
chung. Ersetzt man dementsprechend cfS durch und führt man 
außerdem die Bezeichnungen 

(7) A0(x) = -l0 (A), (AI(X),A2(X),AJ(X)) = A(X) 

ein, so gelangt man mit p0 = - H zur Hamiltonfunktion 

(8) H = A 0 (r 21) + c\] (p - A A (x)2+ m 2c2 

und zu den kanonischen Gleichungen 
_ dr _ c (]> - A A ) 

- dt {\p_-lA)2 + m2c2’  

dt 
- A — + A grad ( u • A) . 

(9) 
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Aus der ersten folgt 

(io) ß-\o_/c\, 

und durch Substitution in die zweite erhält man die Bewegungs- 
gleichungen für Materiepunkte mit der Ladung k im elektromag- 
netischen Feld 

<")  

mit 

(12) E = - grad 0 - À, B=rotH. 

Hieraus folgen für E und B die homogenen Maxwellschen Glei- 
chungen 

(13) rot E + B^O, divB = 0. 

Hierbei ist zu beachten, daß die Eichprozedur bei jeder ein- 
parametrigen Symmetriegruppe zu den nämlichen Gleichungen 
führt. Dem ist der Teilerfolg von Weyls erstem Vorstoß zu verdan- 
ken. Stets gelangt man zu den relativistischen Bewegungsgleichun- 
gen mit Lorentzkraft, zur elektrischen Feldstärke E und zur 
magnetischen Induktion B, die beide nach (12) bei den Eich- 
transformationen in (6) invariant sind, wie es für Größen sein muß, 
die durch Messungen bestimmt sind. Dabei entpuppt sich der zu- 
nächst willkürlich abgcspaltenc Faktor k als elektrische Ladung, 
welche man (z. B. elektrolytisch) unabhängig von Kräften messen 
kann. Der entscheidend neue und weiterführende Gedanke in 
Weyls zweiter Arbeit besteht darin, daß man nicht von neu einge- 
führten Symmetrien ausgehen darf. Man muß sich vielmehr auf 
Symmetrien stützen, die in den kräftefreien Gleichungen vorhan- 
den sind. Erst hierdurch wird die Eichprozedur zu einem Prinzip, 
welches Felder und Kräfte abzuleiten gestattet. 

Es fehlen noch die Quellengleichungen und die Prinzipien, wel- 
che zu solchen Gleichungen führen. Ehe wir darauf eingehen, 
betrachten wir die Lagrangefunktion. Aus der Hamiltonfunktion 
in (8) und den folgenden Gleichungen erhält man 

(14) L = - mc2]fl  - ß2 - k (0 - (j- A) . 
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Sie ist nicht eichinvariant. Der letzte Term erfährt bei Umeichun- 
gen die Transformation 

Das ist gerade diejenige Transformation, deren Einfluß auf die 

ist. Die kanonische Eigenzeit ist also nicht eichinvariant. Doch ist 
gezeigt, daß dies ohne Einfluß auf den Unterschied der Alterung 
von Reisenden zwischen zwei Wiederbcgegnungen ist. Da man 
X (x) stets so bestimmen kann, daß längs Raum-Zeitbahnen 

definierten Eigenzeit, also so berechnen, als wäre kein Feld vor- 
handen. ODas zeigt das bereits mehrfach 

k v erwähnte Genfer Miionenexperi- 
ment6, das in nebenstehender Fi- 

g gur schematisch dargestellt ist. 
Mtionen sind Elementarteilchen 
mit einer mittleren Lebensdauer 
von etwa r o = 2,2-10 6 s. Das ist 
zugleich die Lebensdauer eines im 

® ^ Laboratorium ruhenden Müons A. 
Das in B befindliche Müon habe die Geschwindigkeit v und wird 
durch ein Magnetfeld auf einer Kreisbahn geführt. Im konkret 
durchgeführten Versuch ist 1/-J1 - ß2 = 13,5, und Messungen ha- 
ben im Einklang damit eine 13,5mal größere Lebensdauer ergeben. 
Das bestätigt erstens mit beträchtlicher Genauigkeit, die verschie- 
dene Alterung des ruhenden und des bewegten Teilchens und 
zweitens die Unabhängigkeit vom Magnetfeld. Damit ist erwiesen, 
daß die Eigenzeit auch in der Elektrodynamik mit der kanonischen 
übereinstimmt. Erinnern wir uns, daß die kanonische Eigenzeit 
gleich der in Wellenphasen gemessenen Zeit ist, so braucht uns das 
Ergebnis nicht zu wundern. Doch ist es neu, daß man Eigenzeit- 

A(0-)j'4)->d(0-u-4)~(z+L'^z)- 

kanonische Eigenzeit am Ende von Teil I (1. c. 1) betrachtet worden 

ist, kann man Alterungsunterschiede aus der durch 

t0= j}/? - ß 2d t 
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differenzen und damit Phasendifferenzen durch den Gang unge- 
störter Uhren bestimmen kann. 

Wir kehren zur Frage nach den Quellengleichungen zurück. 
Ihre Formulierung erfordert Erfahrungen, welche über das 
eigentliche Eichprinzip hinausgehen, die aber in allen bisher be- 
kannten Eichfeldtheorien von gleicher Art sind. Das Eichprinzip 
hat zur Lorentzkraft geführt. Man weiß also, wie elektromagneti- 
sche Felder auf elektrische Ladungen wirken. Nach dem Newton- 
schen Gravitationsgesetz bestimmen die Massen nicht nur die 
Größe der Kräfte. Sie sind zugleich die Quellen des Feldes. Gilt das 
auch für die Elektrodynamik, so müssen die elektrischen Ladungen 
zugleich die Quellen elektromagnetischer Felder sein. Die Identi- 
tät der Quellen von Feldern mit den Empfängern von Kräften ist 
das zweite Prinzip der Eichfeldtheorien. 

Wegen der Ladungserhaltung gilt für Ladungsdichten p (Q) 

und Stromdichten / (r, t) die Kontinuitätsgleichung 

Q (r, t) + div / (r, f) = 0. 

Sie läßt sich auch aul Punktladungen anwenden, für die 

e{rjt) ^ Xö (r_-r_o(t)), i_{r, t) - Ar0(f) Ô (r-r0(f)), 

r0 (t) = Bahn, 

ist. Mit  J° = CQ,J = (J ',J2,J ) = i erhält man die raum-zeitsymme- 
trisch geschriebene Kontinuitätsgleichung 

(15) d^(x) = 0. 

Beliebige Integrale dieser Differentialgleichung lassen sich in der 
Form 

(16) J"(x) - dr H(x), H"" (x) - - Hy" (x) 

darstellen, und beliebige Schieftensoren H',v (x) liefern nach (16) 
Integrale. Darin sind H"v Ladungs-Strompotentiale. Mit  

{Hm, H2O, Hj0;H2jtHJ„ H12) — (cP ; H) 

erhält man daraus formal die inhomogenen Maxwellschen Glei- 
chungen 

(17) div D-P, rot H-D = /'. 
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Sie sind aber inhaltlich noch von diesen verschieden, weil die Po- 
tentiale H'1' durch die Viererstromdichte J'' noch nicht eindeutig 
bestimmt sind. Denn 

HH't,v = H^+d,Ft,v\ Fl,v'% � = - Fldv 

liefern bei beliebigen Tensoren F'“'  obiger Symmetrie dieselbe 
Viererstromdichte. 

Wir haben noch nicht berücksichtigt, daß die Viererstromdichte 
J" Quelle des elektromagnetischen Feldes 

(18) 

mit 

(Ao;AhA2,Aj=(-±0-A), 

{Bw, B20I B )0; B2J, B ,h ß,2) = (~£ ; ß) 

sein soll. Die Gleichungen in (18) liefern (12) in raum-zeit- 
symmetrischer Darstellung, nämlich 

(19) d.B  ̂+ d.B  ̂+ d.B^- 0. 

Aus der Quelleneigenschaft folgt, daß B/n durch J" bestimmt und 
somit ein Funktional von J" sein muß. Nach (16) ist dann B,n auch 
ein Funktional von Hfl,. Selbst in der allgemeinen Relativitätstheo- 
rie, in der sich am Ende nichtlineare Gleichungen ergeben, wird das 
entsprechende Funktional linear sein. Außerdem ist der Zusam- 
menhang lokal, d. h. Bf,, (% x) hängt nur von Ht,, (x) im gleichen 
Raum-Zeitpunkt ab. Wäre es anders, gäbe es sozusagen eine Fern- 
wirkung, so müßten wir auf die Existenz intermediärer Felder 
schließen, wozu kein konkreter Anlaß besteht. Nach ihrer Defini- 
tion sind Bf,v und H,n' kontravariante Schieftensoren in der Min- 
kowskischen Raum-Zeit. Die Symmetrie des Gesamt-Systems soll 
durch das Eichkonzept nicht gestört werden. Man könnte Glei- 
chungen von der Form 

B""- (.v) Hoa 

erwarten. Beispielsweise hat man in der geometrischen Optik inho- 
mogener und anisotroper Systeme mit ähnlichen Gleichungen zu 
tun. Doch sind Inhomogenität und Anisotropie durch das Medium 
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bestimmt. Das Vakuum ist kein solches Medium. Darum folgt 
sc hließlich 
^ Bfn. = HoH^, bzw. ß = HoH, 

D = e„E, Ho= const, e0/t0c2=7. 

Superponierbarkeit, Lokalität und Kovarianz bestimmen also die 
letzte Gleichung, durch die (17) nicht nur formal, sondern inhalt- 
lich mit den inhomogenen Maxwellschen Gleichungen überein- 
stimmt. 

Zu demselben Ergebnis wie die Eichprozedur führt der Erfah- 
rungssatz, daß elektromagnetische Kräfte unabhängig von der 
Beschleunigung sind. Denn daraus folgt unmittelbar die Lagrange- 
tunktion in (14), und die weiteren Betrachtungen bleiben unver- 
ändert. Ein beinahe unscheinbarer Erfahrungssatz, einer über die 
Ladungserhaltung und eine die Symmetrie nicht störende Ver- 
knüpfung von Feld- und Ladungsgrößen bilden eine Grundlage der 
Elektrodynamik, der gegenüber die Eichprozedur als reichlich for- 
malistisch erscheinen könnte. Man wird nicht auf die Einsichten 
verzichten wollen, die solche Erfahrungssätze vermitteln. 

Aber die Feststellung von der wir ausgegangen sind, ist keines- 
wegs formalistisch. Ein in seine Umwelt eingebetteter Materie- 
punkt sieht nichts von der Symmetrie, die die Gleichungen für freie 
Teilchen bestimmt. Allenfalls kann man beim Gesamtsystem hof- 
fen, - z. B. beim obigen Materiepunkt in einem gegebenen äußeren 
Feld, - daß die volle Symmetrie wieder in Erscheinung tritt. Auf 
ihrer Allgemeingültigkeit beruht die Bedeutung der Weylschen 
Idee. Sie macht die Berufung auf spezielle Erfahrungen entbehr- 
lich, welche von Fall zu Fall wechseln, und welche innerhalb der 
Eichfeldtheorien als Folgesätze erscheinen. Darüber hinaus ist es 
ein anders kaum erreichbarer Gewinn, daß das Eichkonzept Aus- 
kunft darüber gibt, welche Felder möglich sind. Sollte es mehr 
Felder geben, als man hiernach erwarten kann, so weiß man ferner, 
daß die Gleichungen für freie Materiepunkte zu modifizieren sind. 

Von dem System, das aus einem Teilchen und einem äußeren 
Feld besteht, gelangt man fast ohne besondere Annahmen zu Glei- 
chungen für Mehrteilchensysteme. Seien r, (t),i e (1,2... n), die 
Bahnkurven von n Punktladungen mit den Ladungen A„  so lauten 
Ladungs- und Stromdichte 
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. . Q (üO = S Ai<5(r - r, (t)), 
(21) 

i  (& 0 = Z Air f (0 <5 (r - rf (0) - 

Die Quellengleichungen liefern in Verbindung mit den homoge- 
nen Maxwellgleichungen (13) und den Verknüpfungsgleichungen 
(20) die Felder E und B, sowie die Potentiale 0 und A, durch die 
Lagrangefunktion des Mehrteilchensystems 

(22) L - - X w.c-y 1 -rj/c2- X 2,(0 (rht) - r, [t)A{r,  (t) ,t) 
i i 

bestimmt ist. 
Solche Gleichungen schließen Selbstwechselwirkungen ein. 

Denkt man dabei an ausgedehnte Teilchen, so ist die Selbstwechsel- 
wirkung nichts anderes als die Wechselwirkung von Teilen des 
Teilchens. Das paßt aber nicht zu der Voraussetzung, daß Harnil- 
tonsche Gleichungen in Strenge nur für Materiepunkte gelten. 
Hiernach liegt es nahe anzunehmen, daß Materiepunkte nur unter 
dem Einfluß der von ihrer Umwelt erzeugten Felder stehen. Jedes 
Teilchen lebt sozusagen im Feld der anderen. F. Rohrlich7 hat 
gezeigt, daß diese Annahme innerhalb der klassisch physikalischen 
Elektrodynamik möglich ist. Die von der Selbstwechsclwirkung 
punktförmiger Teilchen herrührende Singularitäten sollen also 
Scheinprobleme sein. Vielleicht ist über Rohrlichs Prinzip der Aus- 
schließung von Selbstwechselwirkungen das letzte Wort noch 
nicht gesprochen. Doch bringt die Idee, Felder seien allein durch 
die Umwelt bestimmt, das klassisch physikalische Konzept zu 
einem möglichen und durchaus harmonischen Abschluß. 

Bezüglich der Konsequenzen sei wiederum auf Lehrbücher ver- 
wiesen, insbesondere auch auf Rohrlichs Buch. Nur eine Bemer- 
kung gehört noch hier her. Vor einem beschleunigt bewegten 
Ladungspunkt gehen elektromagnetische Wellen aus. Darum ver- 
liert der Ladungspunkt Energie. Es gibt also eine Strahlungsdämp- 
fung. Sie beruht auf einer Selbstwechselwirkung, allerdings auf 
einer, die selbst bei punktförmigen Teilchen endlich und darum 
ganz unproblematisch ist. Hierdurch wird das Prinzip von Rohrlich 
eingeschränkt. Vielleicht ist das ein Hinweis darauf, daß man das 
Selbstwechselwirkungsproblem nur quantenphysikalisch behan- 
deln kann. 
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Teil IV 

Die Gravitation als Eichfeld 

Die Eichidee von H. Weyl1 ist aus der allgemeinen Relativitäts- 
theorie hervorgegangen. Diese macht deutlich, daß Symmetrien 
nur lokal definiert sind, und daß durch sie definierte Orientierun- 
gen nicht ohne weiteres über endliche Distanzen vergleichbar sind. 
Es gibt also keine globalen Symmetrien. Darum ist zu erwarten, daß 
sich umgekehrt die allgemeine Relativitätstheorie dem Eichkon- 
zept unterordnet. 

Um das zu sehen, ist es bequem, vom Hamiltonschen Prinzip für 
freie Materiepunkte 

(1) (55 = 0, S-mc’\ds-mc\fti%%ir 

auszugehen. Darin ist^J der Minkowskitensor, und r ist wegen der 
Parameterinvarianz des Integrals ein willkürlicher Parameter, der 
von der Variation unberührt bleiben soll. Es empfiehlt sich, dz erst 
nach der Variation mit dem Linienelement ds zu identifizieren, weil 
die Variation von ds zu überflüssigen Komplikationen führt. 

Mit der allgemeinen Relativitätstheorie hat es noch nichts zu 
tun, wenn wir das Wirkungsintegral in (l) durch beliebige Koordi- 
naten darstellen, obwohl sich dabei Ausdrücke ergeben, die dem 
Physiker erst durch die allgemeine Relativitätstheorie vertraut 
geworden sind. Durch die Transformation 

(2) x"-» s'" =/"(*), dx't‘=ß(x)dxv, ß (x) = dvß{x) 

geht die metrische Fundamentalform ds2 aus (l) wieder mit x'' statt 
mit x' 1‘ in 

(3) ds2 = (x) dx "dx \ g„ v (x) = (x)f" (x), 

über und liefert die Lagrangefunktion 

(4) L = - mc/ -gßVx'11 x' \ x' ß = dx^/dz. 

Danach lauten die Lagrangeschen Gleichungen 

nie J!,"x 1 x' x d^g.x = -mc —— 
dr \)2 f ~So°x> °x' ° 
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oder nach dem Übergang von dr zu ds 

j- s{gnvu') = \ueu°di&Q<”  u° = dxQ/ds, 

mit u" als Vierergeschwindigkeit, für die 

(5) gflvu
l ‘u''  = «''«„ = -i 

ist. Zieht man g„ v aus der Ableitung heraus, so folgt 

(6) 
d-£+rz„u eua = o 

mit 

(7) 1 QO £ 1 M r„  — ö ̂>S,ao) • 

Der Ausdruck 

Ff  = - mcrQ0U 
Uu a 

ist die Trägheitskraft in beliebig bewegten, krummlinigen Koordi- 
natensystemen. 

Auch bei weiteren Koordinatentransformationen erfahren die 
infinitesimalen Verrückungen dx'' wie in (2) lokal lineare Transfor- 
mationen, die sich im allgemeinen von Punkt zu Punkt ändern. Die 
Verrückungen spannen daher wenigstens lokal lineare Vektor- 
räume aufi. Es handelt sich um kontravariante Vektoren im Sinne 
der linearen Algebra. Alle Größen a,l, die sich lokal wie dxß trans- 
formieren (in Zeichen: a" ~ dx''), heißen kontravariante Vektoren. 

Ist cp (x) eine skalare Funktion, also eine, die unabhängig vom 
Koordinatensystem in jedem Punkt stets den gleichen Wert hat, so 
ist auch 

dcp (x) = dx^d^cp (x) 

skalar, so daß sich 5,, (p (x) gegenläufig zu dx1' transformiert. Alle 
Größen adie sich lokal wie d  ̂cp (x) transformieren (in Zeichen: 

heißen kovariante Vektoren. Die Transformationsgesetze 
lauten explizit 

a ' " =f[!  a ", b =/v b „ = ö°Q. 

Entsprechend sind Tensoren durch ihr Transformationsgesetz defi- 
niert, z. B. heißt P ~ ci,, b " explizit 
6 München Ak. Sb. 1983 
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Alle diese Begriffe sind zunächst nur lokal definiert. Eine Fcrn- 
vergleichung von Vektoren ist nicht unmittelbar möglich. Zwar ist 
in unserem speziellen Fall eine Fernvergleichung durch Rückkehr 
zum Minkowskitensor definiert. Doch wird das im weiteren ge- 
wöhnlich nicht möglich sein. Wir werden später sehen, daß die 
Fernvergleichung nur längs Wegen definiert ist, und daß man auf 
verschiedenen Wegen zwischen zwei Punkten im allgemeinen zu 
verschiedenen Vektoren gelangt. 

Um dem Begriff infinitesimal zu entgehen, pflegt man die loka- 
len Vektoren in Tangentialräumen darzustellen. Doch genügt es zu 
wissen, wie man den Schwierigkeiten des Infinitesimalen entgehen 
kann. Darum braucht man auf dessen Anschaulichkeit nicht zu 
verzichten. Sommerfeld hat einmal gesagt, man habe die Epsilontik 
nicht gelernt, um ständig mit Bleigewichten an den Füßen herum- 
zulaufen, sondern um sich mit größerer Freiheit bewegen zu 
können3. Dazu kommt, daß neuere Entwicklungen der Analysis 
dem Infinitesimalen wieder Lebensrecht verschafft haben. 

Bisher haben wir nur kräftefreie Bewegungen betrachtet. Sym- 
metriebrechung im Sinne der Eichidee besteht darin, daß auch 
metrische Tensoren gßV (x) zugelassen werden, die nicht mehr 
durch eine globale Transformation aus dem Minkowskitensor her- 
vorgehen. Es ist nur noch zu fordern, daß man lokal zu g^i zurück- 
kehren kann. Die Transformationg,'l—*gMi , (x) in (3) muß nach wie 
vor gelten. Doch brauchen die von Ort zu Ort variierenden Trans- 
formation Jt‘ (x) nicht mehr integrabel zu sein. Es brauchen keine 
globalen Transformationen xß —%º� f"  (x) zu existieren, so daß im all- 
gemeinen 

Die Raum-Zeit ist wie gefordert lokal Minkowskisch, wenn die 
Signatur gleich (— + + +) oder wenn 

(9) d/v (*) *  dvft (*)  
ist. Das ist fast uneingeschränkt möglich. Denn durch die lineare 
Transformation kann man zur Normalform übergehen 

(10) = e^(+l,-1,0). 

(11) g = - det (gßV) >0, goo<0 
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ist. Da sich bei dieser Verallgemeinerung des Tensors (x) die 
Form der Lagrangefunktion nicht ändert, bleiben die Bewegungs- 
gleichungen in (6) samt den Dcfinitionsgleichungen für f^ a in (7) 
unverändert. An die Stelle der Trägheitskraft tritt der formal eben- 
falls unveränderte Ausdruck 

(12) F"= -mcr^u°ua. 

Er enthält aber neben dem Beitrag der Trägheit noch einen weite- 
ren, nämlich, wie wir noch sehen werden, den der Gravitation. 

Doch sind wir mit dieser Verallgemeinerung über das vom Eich- 
konzept vorgezeichnete Ziel hinausgegangen. Bei globalen 
Lorentztransformationen bleibt der Tensor invariant. Dem 
Eichkonzept würde entsprechen, daß wir die globalen Lorentz- 
transformationen durch ebensolche ersetzen, die von Punkt zu 
Punkt variieren. Tatsächlich gibt es keinen Zweifel, daß wir belie- 
bige lineare Transformationen zulassen müssen, weil es allein um 
Trägheitsbewegungen und nicht um das Koordinatensystem geht. 

Das führt zu einer Erweiterung des Eichkonzepts. Eichfelder, die 
aus linearen Transformationen hervorgehen, implizieren eine Sym- 
metrie bei global linearen Transformationen. Doch sind die Bewe- 
gungsgleichungen außer bei Translationen nur bei Lorentztrans- 
formationen invariant. Allerdings gilt der Trägheitssatz auch nach 
beliebigen linearen Transformationen. Darum führen globale 
lineare Transformationen zwar zu anderen, aber zu physikalisch 
äquivalenten Bewegungsgleichungen. Danach ist die Klasse äqui- 
valenter Bewegungsgleichungen nicht nur Lorentzinvariant, son- 
dern linear invariant, so daß die allgemeine Relativitätstheorie das 
auf die Symmetrie der Klasse bezogene Eichfeld liefert. 

Das könnte eine Erweiterung des Eichkonzepts sein, welche von 
weitreichenden Folgen ist. Darum sei eine Abschweifung gestattet. 
Die Klasse äquivalenter Diracgleichungen ist unitär invariant, weil 
die Diracmatrizen nur durch ihre Vertauschungsrelationen defi- 
niert sind. Spaltet man die zur Elektrodynamik führenden Phasen- 
transformationen ab, so bleibt die 15parametrige Gruppe SU4 
als Basissymmetrie für neue Eichfelder übrig. Da für Elementar- 
teilchen eine Symmetriegruppe gleicher Parameterzahl erwartet 
wird4, und da die sechs Untergruppen SU2 der SU4 einiger- 
maßen zu den zweimal drei Paaren von Quarks und Leptonen 
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passen, könnten die Gluonenfelder Eichfelder zu obiger Klas- 
sensymmetrie sein. Das zu untersuchen, ist Sache der Quanten- 
physik. Hier genüge der Hinweis, daß die heutige Teilcheninflation 
durch die Einbeziehung der Klassensymmetrie beendet werden 
könnte5. 

Wir kehren zu den Gleichungen in (6/7) zurück, in denen wir 
mit Rücksicht auf die Klassensymmetrie beliebige Tensoren^,(x) 
vom Typus (9) zulassen. Kann man global zur Minkowskimetrik 
zurückkehren, so ist die Viererkraft in (12) gleich 0. Trägheitskräfte 
lassen sich global wegtransformieren. Wenn Ungleichung (9) gilt, 
existiert eine solche Transformation nicht, ln jedem Koordinaten- 
system bleibt eine von 0 verschiedene Kraft übrig. Die Eichproze- 
dur führt erwartungsgemäß zu einem neuen Typ von Kräften. 
Dieser ist auch von der Lorentzkraft verschieden, weil F" nicht 
mehr linear, sondern quadratisch in ist. 

Doch ändern sich die Fjj und damit auch die Kräfte bei Koordi- 
natentransformation. In allen Lehrbüchernwird gezeigt, daß man 
stets Koordinatensysteme finden kann, in denen F'' an einer belie- 
big vorgegebenen Stelle gleich 0 ist. Kann man auch die neuen 
Kräfte nicht mehr lokal wegtransformieren, so ist das immer noch 
in einem beliebig vorgebbaren Raum-Zeitpunkt möglich. Die 
neuen Kräfte sind also lokal mit den Trägheitskräften äquivalent. 
Einstein hat als Erster bemerkt, daß dies wegen der Gleichheit von 
träger und schwerer Masse für die Gravitation gilt. Davon ausge- 
hend hat er die Gleichungen in (6/7) abgeleitet. Hier müssen wir 
umgekehrt schließen: Wegen der aus der Eichprozedur folgenden 
lokalen Äquivalenz mit der Trägheit dürfen wir die neuen Kräfte 
mit der Gravitation identifizieren. 

Einsteins Weg, die Gleichungen (6/7) aus der empirisch 
gesicherten Äquivalenz von Trägheit und Schwere abzuleiten, ent- 
spricht, die Lorentzkraft aus ihrer Beschleunigungsunabhängigkeit 
zu gewinnen. In Hinblick auf unser Thema, Einheit der klassischen 
Physik, ist zu beachten, daß beide Voraussetzungen einerseits eine 
Lücke schließen und andererseits mit Newtons Programm im 
Einklang sind, von einem empirisch gesicherten mathematischen 
Gesetz ausgehend in vorher unbeackcrtcs Land vorzustoßen. Beide 
Theorien liegen also auf dem Wege zur Vollendung der klassischen 
Physik. Durch Weyls Eichpostulat7 ist diese Entwicklung zum 
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Abschluß gelangt. Sie erlaubt es, alle möglichen Feldtheorien aus 
einem einheitlichen Prinzip abzuleiten. 

Es fehlen noch die Quellengleichungen. Wir wissen seit New- 
ton, daß Massen Gravitationsfelder erzeugen. Aus der speziellen 
Relativitätstheorie und auch aus Erfahrungen der Elementarteil- 
chenphysik folgt, daß Massen untrennbare Bestandteile der Ener- 
gie sind. Alle Energiebeiträge wirken darum gravitierend. Durch 
Lorentztransformationen werden Energie und Impuls vermischt. 
Somit gehört auch der Impuls zu den Quellen des Gravitations- 
felds. 

Für Energie und Impuls gelten Erhaltungssätze. In der speziellen 
Relativitätstheorie werden sie bei Minkowskikoordinaten durch 
vier Kontinuitätsgleichungen 

dvT
ßV=0 

beschrieben. Darin ist T"v der Energie-Impulstensor. Wie insbeson- 
dere aus den Dimensionen hervorgeht, sind die 

(14) Energie- 

Impuls- 

-dichte 

T”[kgm 's 2] 

-Jw[h m -2s-'] 

-stromdichte 

cT"k[kgs 

T^kgm-'s^2] 

In der Tat sind die Dimensionen von T”  und T'1’ gleich Energie/m3 

bzw. Kraft/m2. Die negativen Komponenten T'i : liefern den Span- 
nungstensor. 

Schon bei beliebigen Koordinaten in der Minkowskischen 
Raum-Zeit und erst recht in der Riemann-MinkowskischeiT muß 
man die Ableitungen durch die kovarianten Ableitungen V,. 
ersetzen, mit denen man bei Produktdifferentiationen wie mit der 
differentiellen rechnen kann. Danach lautet der Energie-Impuls- 
satz in der speziellen Relativitätstheorie bei beliebigen Koordina- 
ten und auch in der allgemeinen Relativitätstheorie 

(15) Vv = 0. 

Insbesondere bei zweilach kontravarianten Tensoren lauten die 
kovarianten Ableitungen, wie wir noch zeigen werden, 

(16) V;.T"v=diT
,,v+ rï eT

Qv+ r;er
w, 
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so daß die Energie-Impulsgleichungen 

v.T"1^ a,,T""+ r;eT
tn,+ r;er

w=o 

wegen der nichtdifferentiellen Glieder nicht mehr unmittelbar 
Erhaltungssätze liefern. Was das bedeutet, werden wir am Ende 
sehen. 

Die Zusatzterme rühren daher, daß sich beim Übergang x1'—> x'1 

+ dx1“ zu Nachbarpunkten die Orientierung der lokalen Koordina- 
tensysteme ändert. Sei beispielsweise t'“(x)  in jedem Punkt x ein 
lokaler kontravarianter Vektor, und sei af‘ eine infinitesimale Ver- 
rückung, so liefert 

^(xH^(x) + a'Vv<r(x) 

denjenigen Vektor in x'“  + a den man mit den lokalen Vektoren in 
x^+a'1 vergleichen kann. Man sagt deshalb, der transformierte 
Vektor gehe durch Parallelverschiebung in Richtung a " aus Çl‘(x) 
hervor. Entsprechende Gleichungen gelten für Skalare, kovariante 
Vektoren, Tensoren usw. 

Damit gelangt man zu derjenigen Größe, die die Krümmung der 
Raum-Zeit beschreibt, zum Krümmungstensor. Seien a>l und b1' 
zwei infinitesimale Verrückungen und verschieben wir den Vektor 
t" (x) von A nach B zuerst über C mit AC = a11 und CB = b11 und 
dann über D mit AD = bf‘ und DB = a'\ so erhält man auf dem 
ersten Weg 

(1 + b eVe) (1 + a a V„)  f "= (7 + b °VÖ + acVL> + b “a  aVQVa) £" 

und auf dem zweiten 

(l + aaV„)(l  + b °VC) £ "= + + eV0 + a abQV„V 0) 

Die Differenz ist im allgemeinen, nämlich bei Krümmung, von 0 
verschieden. Es ergibt sich 

(17) dÇ “  = (Ve V, - V„  Ve) £ " % � I  (a °b « - a » b . 

Darin ist der letzte Faktor die Komponente da des von a° und b T 

aufgespannten Flächenclemcntes, und der erste ist ein linearer Aus- 
druck in W, so daß wir für (17) auch 

(18) dt» = R^Cdo°° 
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schreiben können. Wegen der Kovarianz der Ableitungen ist R!?0„  
ein Tensor vierter Stufe. Er heißt Riemannscher Krümmungstensor. 

In der Minkowskischcn Raum-Zeit und bei Minkowskischen 
Koordinaten folgt aus (17/18) wegen Vt, = dL, 

(19) RCua=0. 

Da ein Tensor in allen Koordinatensystemen gleich 0 ist, wenn er in 
einem verschwindet, gilt (19) in der Minkowskischen Raum-Zeit 
bei beliebigen Koordinaten. Wenn (19) gilt, kann man durch 
Koordinatentransformation zum Minkowskitensor zurückkehren. 
Wenn dagegen 

(20) RïeA0 

ist, ist das ebensowenig möglich wie beim Linienelement d I auf 
einer Kugelfläche, das durch 

dl2 = R 2(d&2+ sin2ùdcp2) 

definiert ist, und das nicht in das Euklidsche dl2 = dx2 + dy2 über- 
geführt werden kann. Das rechtfertigt, von Krümmung zu spre- 
chen, sobald die Ungleichung in (20) gilt. 

Bezüglich der Definition von kovarianten Ableitungen sei auf die 
Lehrbücher verwiesen9. Es sei nur an den Weg erinnert, wie man 
dazu gelangt. Eine skalare Funktion <p (x) verhält sich in jedem loka- 
len Vektorraum wie ein Skalar. Darum ist auch längs Bahnkurven 

ein Skalar. Da u % " lokal ein kontravarianter Vektor ist, muß dß <p (x) 
ein kovarianter Vektor sein. Gemäß 

(21) V„p(*)=d„p(x)  

ist also die kovariante Ableitung einer skalaren Funktion gleich der 
differentiellen. Es gibt keinen Unterschied zwischen beiden Typen. 

Ist <pt, (,v) ein kovarianter Vektor, so sind u“  (p„  (x) und die Ablei- 
tungen längs Bahnkurven 

|(H >„) = «"« "d„f vr - r; e(pvu
f‘uQ 

skalar. Der letzte Ausdruck ist gleich 

uf‘u ‘ (d^v- r° v<pe). 
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Folglich ist 

(22) VM<pv = dß(p,- f^<pe 

ein Tensor zweiter Stufe, und V,, <pv sind die kovarianten Ableitun- 
gen von cpv. Daraus folgt übrigens 

(23) Bflv = V^Av - Vvzd„ = dflAv - dvA„ . 

Die T-Gliedcr heben sich wegen = rSa heraus. Die kovariante 
raum-zeitliche Rotation ist gleich der differentiellen. Die Berech- 
nung des elektromagnetischen Feldes aus den Potentialen ist also 
auch allgemein relativistisch korrekt. Ebenso sind es die homo- 
genen Maxwellschen Gleichungen 

(24) dxB^A dMBvl + dvB^= 0. 

Letzteres folgt aus den kovarianten Tensorableitungen 

V;ß^v = d)B- riBÜV - riBM, 

welche sich aus dem Transformationsgesetz und aus 

V*(£„?7V) = ^^r, v+r]vVx^  

ergeben. 
Da das Produkt  ̂l'(x) <pv (x) einer kontra- und einer kovarianten 

Vektorfunktion skalar ist, folgt aus (21) 
V#«(*>v) =dK (T>V) =x'dll(pv + (pvdfIx

v- 
Nach (22) kann man dafür 

xvvfl <pv + (pv (d^xv + r; ex
e) 

schreiben. Da der erste Summand und der Faktor <pv im zweiten 
kovariante Vektoren sind, ist 

(25) v»xv = d„xv+ r* ex° 
ein ko-kontravarianter Tensor, so daß (25) die kovarianten Ablei- 
tungen von  ̂" liefern. Daraus folgt 

v, (£ V) = (d^e
 + r^')n”  + ^(d,na + 

= dlx{t°ri°)  + r%^rl° + r; vz°r,\ 

Wegen TßV ~ £ " r) ' und r$v = r% folgt daraus die kovariante Ablei- 
tung des Energie-Impulstensors in (16). Auf diese Weise kann man 
alle kovarianten Ableitungen ausrechnen und nunmehr meistens 
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schon erraten, z.B. ist 

(26) V;=o. 

Für den metrischen Tensor (x) erhält man auf dieselbe Weise 

Y^/iv— d xQßv ~~ rvfik ~ ruvk) 

woraus nach (7) 

(27) Vtf„,=  0 

hervorgeht. Der metrische Tensor ist sozusagen kovariant kon- 
stant. Die gemäß 

gMgxv = ö: 

zugf,v reziproke Matrix ist ein kontravarianter Tensor. Daraus folgt 
nach (27) 

g*  v 1,1+fr^ VAV=g>, yeg ß> = 0. 

Multiplikation mitjV 1, ergibt 

(28) \gßa = 0. 

Auch die reziproken metrischen Tensoren sind kovariant konstant. 
Das hat eine praktisch wichtige Konsequenz. Aus g^f'  =f ,i und 

fvV  = v,(^ = v,/, 
folgt, daß man Indizes unter kovarianten Ableitungen beliebig 
hoch oder tief stellen kann. 

Sei  ̂= - det QM), SO shid ~ gg^' die Unterdeterminanten von  ̂
zu den Elementen gßV. Damit erhält man aus einem bekannten 
Determinantensatz und nach (7) 

d,g =g = g (r 'y*i  + r 'rvi)  - 
und es folgt 

(29) dkfg = r; xfg, vkfg = dkfg - r^fg  = o. 

Das hat eine wichtige Konsequenz z.B. für die elektrische Vierer- 
stromdichte. Die zu dfj"  = 0 gehörige allgemein kovariante Glei- 
chung lautet nach (25) und (29) 
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Der Erhaltungssatz scheint verletzt zu sein. Doch erhält man durch 
Multiplikation mit 

(30) d  ̂= 0, tV = ^3". 

Ladungserhaltung gilt also nicht für J'\ sondern für die durch (30) 
definierte Vektordichte, nach der 

(31) A =\i°dz =j = const 

ist. In der Tat ist schon bei linearen Transformationen nur dieses 
Integral invariant. 

Das führt uns unmittelbar zur allgemein relativistischen Formu- 
lierung der elektrodynamischen Quellengleichungen. Sei H>n 

= - H' f‘ ein beliebiger Schieftensor, so ist 

V;^H"‘)  = dx(]/gH>i')+]/g{r^H c,v+ r;eH"ü+ rQ
eXH  ̂

Daraus folgt wegen H“' 1 = -Hv,‘ und = /Qs 

Vv{fgH^=dv{fgH^. 

Dementsprechend gilt für die Tensordichten .p'n' = ÿgH 

(32) Vv ^
v = dv = d,y=0. 

Das sind die allgemein relativistischen inhomogenen Maxwell- 
sclien Gleichungen. Die kovarianten Vcrknüptungsgleichungcn 
lauten 

(33) fggwgvaBoa=  ̂= li0^
v. 

Danach liefern (23/24) und (32/33) die Elektrodynamik in allge- 
mein relativistischer Form. Es ist nur nötig, die bekannten Glei- 
chungen kovariant zu schreiben. Insbesondere sind keine neuen 
Voraussetzungen erforderlich. 

Nach diesen Vorbereitungen kehren wir zur Frage nach den 
Quellengleichungen zurück. Die Quellen T,,v genügen den Glei- 
chungen in (15). Sie müssen das metrische Feldg,n, bestimmen, aus 
dem r* a und R Q̂a hervorgehen. Da rf

Q‘a keine kovariante Größe ist, 
kann sie in den Quellengleichungen nicht Vorkommen. Auch g,,v 

scheidet aus. Man könnte einen solchen Beitrag zu den Quellen 
zählen, zumal vergleichbare Beiträge Vorkommen werden. 

Danach müssen die Quellengleichungen eine Relation zwischen 
R,“,a und T/n hcrstellen. Nach dem Vorbild der Elektrodynamik 
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verlangen wir einen linearen Zusammenhang. Wegen der Lokalität 
sind beide Größen an der nämlichen Stelle zu vergleichen. Aus 
Kovarianzgründen können nur Tensoren gleicher Stufe Vorkom- 
men, also neben T"1' nur der verjüngte Tensor 

(34) RßV = Re
mv= 

Andere Verjüngungen ergeben 0 oder bis auf das Vorzeichen den 
nämlichen Tensor. R,t,, ist also eindeutig bestimmt. Daneben kön- 
nen Beiträge des Krümmungsskalars 

(35) R=g^Rßt = R  ̂

ins Spiel kommen. Damit erhält man als eine mögliche lineare 
Gleichung10 

(36) 1-Xöy=xX'ir . 

Da auf beiden Seiten die kovariante Divergenz verschwinden muß, 
ist der zweite Summand auf der linken durch die Bianchischen 
Identitäte eindeutig bestimmt. Das sind die Einsteinschen Quel- 
lengleichungen. Die Tensordichten ©') und 3Q sind nach Einstein 
bzw. Ricci benannt. Man beachte, daß die Gleichungen (36) eich- 
theoretisch eindeutig bestimmt sind. 

Allerdings hört anders als in der Elektrodynamik die Linearität 
auf, sobaldg„,  ins Spiel kommt. Das gilt schon für die Gleichung 

(37) G". = R",,-|Rtr".' = xT""  

und erst recht, wenn man R,n, aus r̂ berechnet. Elementare, wenn 
auch mühsame Rechnungen ergeben 

(38) R =d ra -d r° + rü rr -rü rT 
U

Ql uv UVl QU 1 QT1 UV 1 TU1 QV 

Danach ist die Dimension von R/(l , gleich m ~2. Nach (14) hat die 
Kopplungskonstante x die Dimension kg~' m~'s~2 Sie ist durch die 
Newtonsche Gravitationskonstante G = 6,67.10 n kg~' mJ s~2 be- 
stimmt. Durch Vergleichung mit dem Newtonschen Gravitations- 
gesetz erhält man 

x = 
XnC (39) 
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Auf den Gleichungen (6/7) und (37/38), sowie auf den Max- 
wellschen Gleichungen in (23/24) und (32/33) beruhen alle allge- 
mein relativistischen Folgerungen. Wir greifen hier nur eine Frage 
auf, die zwar vielfältig, aber vielleicht noch nicht abschließend 
behandelt ist, nämlich die nach der Energie-Impulserhaltung. Der 
hier einzuschlagende Weg liegt abseits des anerkannten. Doch sind 
die Bedenken gegen diesen Weg nur bedingt einsichtig. 

Nach Einschiebung des Faktors ^ gemäß (29) erhält man 
aus (16) 

(40) v,£',,'=d1,27,"+r;aX‘-'r=o. 

Anders als beim Viererstrom 0" und beim Feldtensor 18'"' ver- 
schwindet hier der A -Term nicht, weil nach (37) symmetrisch 
ist. Relativ zu beliebigen Koordinaten gelten schon in der speziel- 
len Relativitätstheorie keine Erhaltungssätze. 

Speziell relativistisch kann man jedoch sagen, daß es spezielle 
Flächen gibt, relativ zu denen Erhaltungssätze gelten, z. B. die 
Koordinatenflächen eines Minkowskischen Koordinatensystems. 
Daß es nicht für alle Flächen Erhaltungssätze geben kann, sieht 
man schon daraus, daß sich Flächen, die sich beschleunigt durch 
einen konstanten Energiestrom bewegen, veränderliche Energie- 
durchsätze haben. Scheinbare Nichterhaltung ist also eine plausible 
Konsequenz. 

Wir fragen darum, ob es allgemein relativistisch ebenfalls spe- 
zielle Flächen gibt, relativ zu denen Erhaltungssätze gelten. Ist S (x) 
eine beliebige skalare Funktion, so ist5"' d,,5 (x) eine Vektordichte. 
Deren kovariante Divergenz ist gleich der differentiellen. Gibt es 
spezielle Funktionen S (x), für die die Divergenz gemäß 

(41) V„(S"''d/;S) =d„ (Wd^S) = 0 

verschwindet, so liefern diese Erhaltungsgrößen. Die Integrale 
lauten 

(42) Ps= \tf‘°d /1Sdr = const. 

Dagegen sträubt sich der Glaube, daß es in der allgemeinen 
Relativitätstheorie keine ausgezeichneten Koordinatensysteme 
geben dürfe. Dem ist jedoch entgegenzuhalten, daß die Flächen 
S (x) = const durch (41) kovariant, also unabhängig von der speziel- 
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len Koordinatenwahl definiert sind. Es sind keine in einem abstrak- 
ten Raum fixierten Flächen, sondern solche, die durch den welt- 
weiten Energie-Impulstensor bestimmt sind. Sobald es Integrale 
von Gleichung (41) gibt, ist die Existenz von kovariant definierten 
Erhaltungsflächen bewiesen. Dabei ist es nicht abwegig, Erhal- 
tungsflächen zu erwarten. Denn die formal analoge Gleichung 

<Ml /gg^dyS) = 0 
ist die allgemein relativistische Gleichung für skalare Wellen, bei 
der man kaum an der Existenz von Lösungen zweifeln kann. 

Wendet man Gleichung (41) auf fast abgeschlossene Systeme an, 
so sind die Lösungen im allgemeinen nur in begrenzten Bereichen 
regulär. Abgesehen davon, daß in den Regularitätsbereichen Erhal- 
tungssätze gelten und daß die Bereiche von den Punkten abhängen, 
von denen aus man die Integration beginnt, kann man aus solchen 
Singularitäten keinen Einwand ableiten. Sie zeigen nur an, daß es in 
der allgemeinen Relativitätstheorie problematisch sein kann, von 
abgeschlossenen Teilsystemen zu sprechen. 

Bei der Frage nach der Integrabilität von (41) muß man von 
globalen Systemen ausgehen, also von kosmologischen Modellen. 
Erst wenn man dafür Lösungen in der Hand hat, wird man zu 
abgeschlossenen Teilsystemen zurückkehren und genauer definie- 
ren können, was darunter zu verstehen ist. 

Die Frage nach Erhaltungsflächen hängt eng mit Machschen 
Ideen zusammen, die anfangs Einstein auf seinem Weg zur allge- 
meinen Relativitätstheorie geleitet haben. Mach ist (wie übrigens 
auch Newton) davon ausgegangen, daß man unmittelbar nur Rela- 
tivbewegungen beobachten kann. Während Newton die Relativi- 
tät wegen der Wölbung der Wasseroberfläche in einem rotieren- 
den Eimer" auf die Trägheitsbewegung beschränkt und trotz 
seinem Glauben an den absoluten Raum nicht eliminiert hat, ist 
Mach von der Vorstellung ausgegangen, die Wölbung sei eine 
Folge der Bewegung relativ zum Fixsternhimmel12, man könnte 
auch sagen, relativ zur gesamten Massenverteilung der Welt und 
damit - modern gesprochen - relativ zur Energie-Impulsver- 
teilung. Das ist klarerweise unsere Situation bei der Frage nach 
Erhaltungsflächen. Der einzige Unterschied zu Mach besteht 
darin, daß wir nicht mehr erwarten können, der durch den Kosmos 
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bestimmte Raum sei Euklidisch und die Raum-Zeit Minkowskisch. 
Tatsächlich ist er Riemann-Minkowskisch. 

Das führt zu einer Relativierung der Relativität. Sobald die Ge- 
samtwelt wie heute allgemein anerkannt endlich ist, verliert die 
Relativität an Bedeutung. Sie ist nach wie vor für alle (fast) abge- 
schlossene Teilsysteme wichtig. Einschließlich der Grundgleichun- 
gen ändert sich nichts an der relativistischen Physik. Auch Fragen 
nach Bewegungen relativ zur Gesamtwelt bleiben sinnvoll. Doch 
gibt es keine andere Welt, relativ zu der sich die unsere bewegen 
könnte. Darum ist durch die Gesamtwelt ein ausgezeichnetes Ko- 
ordinatensystem definiert. In dem Maße, in dem wir die Gesamt- 
welt im Grill haben, in dem wir sinnvoll von kosmologischcn 
Modellen sprechen können, was stets nur extrapolatorisch möglich 
ist, in dem Maße tritt die Gesamtwelt an die Stelle des absoluten 
Raumes von Newton. Der mathematisch geschulte, mit den Relati- 
vitätstheorien vertraute und sie auch anerkennende Naturphilos- 
oph Alois Wenzel1 hat einmal gelragt, ob nicht Gott trotz aller 
Relativität den absoluten Raum erkennen könne. Wenn es auch 
fragwürdig sein mag, in solcher Weise mit Gott zu argumentieren, 
so ist seine Frage mit ja zu beantworten, sobald man unterstellt, es 
habe einen Sinn, von der Gesamtwelt zu sprechen. 

In Hinblick daraul ist die Frage nach Erhaltungsflächen ver- 
gleichsweise harmlos. Hat man nämlich ein spezielles Koordinaten- 
system aus Erhaltungsflächen, so gibt es unendlich viele, z.B. alle, 
die durch Poincarétransformationen aus dem einen hervorgehen. 
Dabei sind nur diejenigen wirklich von Interesse, in denen der 
Ursprung im Zentrum und der Drehimpuls gleich 0 ist. 

Am Beispiel der Friedmanwelt soll gezeigt werden, daß es Erhal- 
tungsflächen gibt. Das geschieht in Anlehnung an die Darstellung 
von Schmutzer1'1. Für den Lichtkosmos ist der Encrgie- 
Impulstensor gleich 

Das Linienelement mit c = 1 ist durch 

ds2 = - g^dx'1 dxv = dt2 - K 2(d% 2+ sinj^ (d& 2+ sin 2&dp i)) 
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definiert. Danach ist 

l/g = K ^sin x sin & . 

Somit lauten die Diagonalelemcnte von 5'“ 

- -w [3 K 'sin  ̂sin ä, K sin j  sin ö, K sin ö, — 
3 \ sin ù 

Aus der Gleichung für Erhaltungsflächen 

-jd^'d vs) = o 

folgt, da i/' räumlich konstant ist 

^d0{wKJd0S) + 
K 

+ d, (sin2xdxS) + -r~:db (sin&d„S) + ~A~d2S =0. 
K sin X\ sin (7 sin » | 

Diese Differentialgleichung ist durch Separation lösbar. Bereits 
die einfachsten Lösungen liefern die gesuchten Erhaltungsflächen, 
z. 13. die Flächen S = <p = const, welche zum Drehimpuls führen. 
Wir sind insbesondere am Energiesatz interessiert. Darum betrach- 
ten wir Lösungen, für die S = S (t) und 

wKid0S = C = const 

ist. Die Integrale der Einsteingleichung lauten nach Schmutzer 

Daraus folgt 

K =j/f  (2 T - t), w 
3 z 2/x 

t2(2z-ty 

d„S 
C 

wKJ ^/7(2^7). 

Die Integration ergibt mit 5 = 0 für t = 0 

t = 2z sin2», 5 = (» - sin u cos »). 

Das ist keineswegs singulär und liefert die konstante Energie 

W = \ wd0SKJsin2x sin ö dd d<p = 2n2C. 
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Die Integrationskonstante C als Faktor von S ist unvermeidlich. 
Sie bestimmt die Zeitskale. Um an die herkömmliche Skala anzu- 
knüpfen, muß man von Punkten ausgehen, in denen sich die 
Metrik der Minkowskischen anschmiegt. In diesen Punkten muß 
S = t + const sein oder doS = 1. Hier ist das in den infinitesimalen 
Umgebungen von t = T,X = & = TT/2 und (p beliebig der Fall. 
Daraus folgt 

6 X   . s".   3 T 
T 1 ) v-' ) 3 T X 

so daß die Energie konstant und gleich 

^y_6n2r__3n c5r 

~ x ~ 4 G 

ist. Der letzte Ausdruck liefert die Energie in herkömmlichen Ein- 
heiten und enthält die Newtonsche Konstante an Stelle von x. Ein 
elementares Modell auf Newtonscher Basis liefert den Faktor 5/3 
statt 3n/4. Das Verhältnis 9n/20~-\f2 liegt so nahe bei 1, daß man 
solchen qualitativen Betrachtungen einiges Vertrauen schenken 
darf. 

Damit ist gezeigt, daß es in der Friedmanwelt Erhaltungsflächen 
gibt. Man kann nicht mehr daran zweifeln, daß das Verhältnis des 
allgemein kovarianten Energie-Impulssatzes zu den Erhaltungssät- 
zen das nämliche ist wie in der Minkowskischen Raum-Zeit. Doch 
bleibt die Frage offen, welche Konsequenzen das für fast abge- 
schlossene Systeme hat. Wahrscheinlich erfordert die Antwort, daß 
man solche Systeme nicht isoliert betrachtet, sondern als eingebet- 
tet in die Gesamtwelt. Man muß also nach globalen Lösungen der 
Einsteinschen Gleichungen suchen, die sozusagen Knöllchen im 
homogenen Materiebrei der Friedmanwelt enthalten. 

Eine Frage der klassischen Physik ist noch offen, nämlich die 
nach dem Verhältnis der Kopplungskonstanten in Elektrodynamik 
und Gravitationstheorie. Das Verhältnis von Coulomb- und 
Newtonkraft etwa zwischen Proton und Elektron ist gleich 

/ G m„me = 2,28 • 1039. 
4 n Eo / ' 

Dirac hat die Frage gestellt, wie man eine so große dimensionslose 
Naturkonstante verstehen könne, und vermutet15, sie hänge mit 
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dem Weltalter zusammen, weil das Verhältnis des Weltalters zu 
elementaren nuklearen Zeiten von gleicher Größenordnung ist. 
Diese großartige Idee hat zu Versuchen geführt, die vermutete 
Relation aus zielstrebig veränderten Grundgleichungen abzuleiten. 
Die Bedeutung der Diracschen Idee tritt bei unveränderten Ein- 
steingleichungen mit größerer Klarheit hervor. 

Setzt man nämlich Linienelemente voraus, die nicht von 
vorneherein eine mit dem Weltradius vergleichbare Konstante ent- 
halten, betrachtet man Linienelemente von der form 

ds2 = dt2 -gik (r/f) dx'dxkj 

so muß die Gesamtmasse des Systems aus Dimensionsgründen zum 
Weltalter proportional, und zwar gleich yt/xc sein. An anderer 
Stelle wird gezeigt, daß es Integrale der Einsteingleichung von 
dieser Art gibt16. 

Voll Bewunderung blicken wir zurück auf die Einheit der von 
Newton programmierten und von Einstein und Weyl vollendeten 
klassischen Physik. Die vielfältigen Leistungen auf dem Wege von 
Newton zu Einstein und Weyl sollen dabei nicht vergessen wer- 
den, vor allem nicht die von Faraday und Maxwell und am Ende die 
von Mach. Gewiß gibt es noch offene Fragen vor allem in der 
allgemeinen Relativitätstheorie. Doch sind in dieser Synopsis m.E. 
alle dunkelen Ecken ausgeräumt worden. Jeder Begriff und jedes 
Gesetz hat seinen ihm angemessenen Platz. 

Die Quantenphysik ist ausgeklammert. Sie ordnet sich zwar 
ebenfalls dem naturphilosophischen Programm von Newton unter, 
läßt sich aber nicht auf die klassische Physik zurückführen. Völlig  
neue Basisvorstellungen stehen am Anfang. Doch sollte es gelin- 
gen, mittels des Newtonschen Wechselspiels von Erfahrung und 
Induktion eine eigenständige Quantenphysik zu entwickeln, die 
nicht mehr der Krücken der Quantisierung bedarf, die zwar ganz 
verschieden von der klassischen Physik sein wird, die aber am Ende 
genau so anschaulich ist wie diese, und die natürlich die klassische 
Physik als Näherung umschließen muß. 

7 München Ak. Sh. 1*183 
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