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VORWORT

In der vorliegenden Arbeit gebe ich eine systematische Darstellung meiner in den Jahren
1953 —55 durchgefiihrten Untersuchungen iiber das Multiplikationsproblem in der Theorie
der Distributionen. Bei diesen Untersuchungen bin ich von vornherein von dem in meiner
Dissertation [4]* eingefiihrten, gegeniiber L. ScuwaRrTz [8] verallgemeinerten Distribu-
tionsbegriff ausgegangen, welcher erst eine befriedigende Formulierung des Multipli-
kationsproblems gestattet. Das Ergebnis ist eine umfassende Theorie, welche dem (in den
Anwendungen scit langem in ,,naiver’ Weise geiibten) Umgange mit Produkten von Di-
stributionen dieselbe Sicherheit wie dem mit den Distributionen selbst verleiht.

Die Darstellung der grundlegenden Partien wird beherrscht von dem Begriff des Ver-
allgemeinerten Funktionssystems, dessen Theorie in § 1 vorangestellt ist. Mit diesem Be-
griff erfasse ich in reiner Form die den lokalen Charakter zum Ausdruck bringenden Eigen-
schaften des Funktionsbegriffs; ihm miissen sich alle sinnvollen Verallgemeinerungen des
Funktionsbegriffes unterordnen. Nach der kurzen Einfithrung der Funktionenklassen in
§ 2 gebe ich in § 3 auf dieser Grundlage zum ersten Male eine vollstindig zwingende axio-
matische Begriindung der Distributionentheorie. In ebenso natiirlicher Weise definiere ich
sodann in § 4 den zentralen Begriff der Multiplikationstheorie und stelle dessen Haupt-
cigenschaften fest, Es erweist sich als sinnvoll, diesen allgemeinen Begriff gewissen Ein-
schrinkungen zu unterwerfen, die im Anschlul an die Einfithrung der lokalen Stufen-
Ordungsstruktur erdrtert werden. Hierauf wird in § 5 das entscheidende Existenz- und
Regularitatsproblem in die Form gebracht, in der es sich, in dem umfangreiéhen § 6, an-
greifen und 16sen 1aBt. In § 7 ernte ich schlieBlich die Friichte des sich so ergebenden Exi-
stenz- und Regularititssatzes. Neben der sog. maximalen strengen Multiplikationstheorie,
deren Existenz ich schon friiher in [5] nachweisen konnte, wird sich eine Fiille von wichti-
gen Multiplikationstheorien ergeben, die insbesondere die von Seiten der Anwendungen
gestellten Anforderungen weitgehend erfiillen.

Ich mochte nicht versiumen, der vielen Anregungen zu gedenken, die mir wihrend
meines Pariser Aufenthaltes im Winter 1953/54 von Herrn Prof. Dr. L. ScHwARTZ und
seinem Kreise zuteil wurden. Seine Magnifizenz Herr Prof. Dr. H. L. Scamip, Wiirzburg,
und die Herren Professoren Dr, H. BiLnarz, Wirzburg, und Dr. K. H. Weisg, Kiel,
haben meine Arbeit stets freundlich unterstiitzt. Herrn Prof. Dr. H. ScamipT, Wiirzburg,
verdanke ich die Einladung zu einem Vortrag iiber meine Untersuchungen im Mathemati-
schen Kolloquium der Universitit Wiirzburg. Die Herren Dr. W. GUTTINGER, z. Z. Sao
Paulo, und Dr. F. PENzLIN, Wiirzburg, gaben mir mannigfache Hinweise tiber die physi-
kalischen Anwendungen der Distributionentheorie. Die Deutsche Forschungsgemein-
schaft erméglichte mir durch ein Stipendium die Durchfiihrung eines gro3en Teils der hier
dargestellten Untersuchungen. Allen Genannten bin ich herzlichen Dank schuldig.

* Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis am SchluB der Arbeit.
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ZUSAMMENFASSUNG

Die Theorie der Distributionen ermdglicht eine strenge Einfithrung der in den Anwen-
dungen seit langem in ,,naiver’* Weise benutzten ,,uneigentlichen‘* Funktionen. Sie recht-
fertigt das Rechnen mit diesen GréBen jedoch nur insoweit, als es sich dabei um wesentlich
lincare Prozesse handelt, nicht aber die auftretenden Produktbildungen von weitgehend
willkiirlichen Distributionen. Es wird nun, um auch diesen Prozessen eine strenge Grund-
lage zu geben, eine Theorie der Multiplikation von Distributionen entwickelt.

Aus fritheren Ergebnissen [7] folgt, daB hierzu eine Erweiterung des Distributionen-
bereiches notwendig ist. Diese Erweiterung wird in genauer Analogie zu derjenigen durch-
gefiihrt, die von den Funktionen zu den Distributionen fiihrt. Die ,,erzeugende Operation‘
jener Erweiterung ist die Differentiation, jetzt ist es die Multiplikation.

Von den Funktionen aus gelangt man durch die beiden Forderungen, daf ihre lokale
Struktur auf die allgemeineren GréBen iibertragbar und die Differentiation in deren Be-
reich unbeschrankt ausfithrbar werden soll, zu dem Begriff der Differentiationstheorie.
Fihrt man fiir die Differentiationstheorien eine Ordnungsrelation 2; >, mit der Be-
deutung ,,D; ist homomorph (in bezug auf die definierte Struktur) in D, abbildbar‘ ein,
so gibt es genau eine maximale Differentiationstheorie. Dies ist die Distributionentheorie.

In derselben Weise gelangt man von den Distributionen aus durch die drei Forderungen,
daB ihre lokale Struktur sowie ihre Differentiation auf die allgemeineren GréfBen {ibertrag-
bar und daf} in deren Bereich eine méglichst universelle, verniinftige Multiplikation erklir-
bar sein soll, zu dem Begriff der Multiplikationstheorie. Wie oben wird fiir die Multi-
plikationstheorien eine Ordnungsrelation Py, > P, eingefiihrt, und es gibt wieder genau eine
maximale Multiplikationstheorie.

Bei dieser Erweiterung ist jedoch die Beschrinkung auf die maximale Multiplikations-
theorie — aus Griinden, die im folgenden angedeutet sind — nicht angemessen. Andererseits
ist es aussichtslos, alle Multiplikationstheorien (oder auch alle Differentiationstheorien)
iberblicken zu wollen. Das Hauptergebnis der Untersuchungen besteht vielmehr in dem
Nachweis, daB ,,hinreichend viele'* Multiplikationstheorien existieren und diese au8erdem
gewisse zusitzliche Eigenschaften besitzen, welche einen abgerundeten Kalkiil mit Pro-
dukten von Distributionen gewihrleisten. Der Ausdruck ,,hinreichend viele* bezieht sich
dabei auf die fiir die Anwendungen wichtigste Seite der Theorie, das ist die Frage, wann
das in einer bestimmten Multiplikationstheorie gebildete Produkt zweier Distributionen
wieder eine Distribution ist und welche Distributionen dabei auftreten kénnen. Es zeigt sich
niamlich, wenigstens bei Beschrankung auf die in den Anwendungen allein vorkommenden
Distributionen mit ,,isolierten Singularititen‘’, daB3 alle Distributionen, welche nach den
Gesetzen des Kalkiils als Produkt zweier Distributionen auftreten kénnen, in geeigneten
Multiplikationstheorien auch wirklich angenommen werden. So gewinnt man etwa die
Relationen

Bo—o 6(Pf. }‘;) — 88

(a = Diracdistribution, Pf. ; = Pseudofunktion ;) mit willkiirlich wahlbarem ¢ als
einfachste Spezialfille.



§1. VERALLGEMEINERTE FUNKTIONENSYSTEME

1. Lokal strukturierte Systeme

Definition 1: Es sei X ein topologischer Raum und 2 das System seiner nichtleeren offe-
nen Teilmengen. Jedem UE 2 sei eine Menge A (U) zugeordnet, und jedem Paar U,
Ve Q mit V C U eine Abbildung a(V, U) von A(U) in A(V). Wir sagen, das System
a = (a(V, U)) definiert auf dem System 4 = (A (U)) eine lokale Struktur, oder das Sy-
stem A4 wird durch das System @ zu einem Jlokal strukiurierten System iiber X = (X, O),
wenn folgendes gilt:

(Ap Fiir jedes UE R ist a(U, U) die identische Abbildung von 4 (U) auf sich.
(A,) Fiir jedes Tripel U, V, W& Q mit W C V C U gilt die Transitivititsregel

(1.1) a(W, V) a(V,U) = a(W,U).

Ein lokal strukturiertes System {iber X wird nach dieser Definition also durch ein Paar (A4, @) gegeben.
Wir werden aber im folgenden oft nur kurz von dem ,,lokal strukturierten System /‘‘ sprechen. Das ent-
spricht einer in der Mathematik allgemein iiblichen Ausdrucksweise. Hat man etwa, in der allgemeinen
Topologie, einer Menge X eine topologische Struktur 2 aufgeprigt, so spricht man, wenn man nicht gerade
den Vergleich mehrerer, derselben Menge X aufgepriigter topologischer Strukturen im Auge hat, statt von
dem ,,topologischen Raum (X, ) auch nur kurz von dem ,,topologischen Raum X .

Beispiele: 1) Es sei X ein beliebiger topologischer Raum, 47 eine belicbige Menge. Fiir jedes U & £ sei
A(U)= M, und fiir jedes Paar U, V€ @ mit VC U sei a(V, U) die identische Abbildung von A/ auf
sich. — In dieser trivialen Weise kann man also jede beliebige Menge A7 als lokal strukturiertes System
itber jedem topologischen Raum X auffassen.

2) Es folgt ein charakteristisches Beispiel: X sei wieder ein beliebiger topologischer
Raum, Y eine beliebige Menge. Fiir jedes UE& 2 sei 4 (U) die Menge AU, V) aller Ab-
bildungen f von U in Y, und fiir jedes Paar U, V& 2 mit V' C U und jedes f& A (U) sei
a(V, U)f die Restriktion von f auf V. Das so definierte lokal strukturierte System nennen
wir das Funktionensystem Ay(X, V) der Y-wertigen Funktionen iiber dem topologischen
Raum X.

In Anlehnung an dieses charakteristische Beispiel 2) nennen wir, bei beliebigem lokal
strukturiertem System A4, das Bild ¢(V, U)f von f& AU) in A(V) die Restriktion von
Sfauf V.

2. Mengentheoretische Relationen und Operationen

Es sei A ein lokal strukturiertes System {iber dem topologischen Raum X. Ein System 5
von Teilmengen B(U) C A(U) nennen wir ein ZTeilsystem von A, wenn die auf 4 erklirte
Restriktion @ auch auf B eine lokale Struktur definiert, wenn also fiir jedes Paar U, V' & 0
mit V' C U und jedes f& B(U) auch a(V, U)f& B(V) gilt. Wir schreiben in diesem
Falle B C 4.

Die Relation C definiert eine (teilweise) Ordnung in der Menge aller Teilsysteme von A.
Es ist klar, daB jede Familie (4;),, von Teilsystemen 4; C A in bezug auf diese Ordnung
eine obere Grenze, namlich die Vereinigung U A; (U A,(U)), und eine untere Grenze,

namlich den Durchschnitt (| A, = (ﬂ A; (U)) (der evtl natiirlich das leere System O

i€l
sein kann), besitzt, und daB Veremlgung und Durchschnitt den tblichen Distributiv-
gesetzen gehorchen.

Miinchen, Ak. Abh, 1956 (Kénig) 2



10 § 1. Verallgemeinerte Funktionensysteme

Es sei (A,);¢; eine Familic von lokal strukturierten Systemen iiber X. Als Produktsystem
der A4; definieren wir das lokal strukturierte System 4 = II 4; = (1l 4,(U)) mit der, kurz
i€l el

gesagt, komponentenweise erklirten Restriktion: Fur jedes Paar U, Ve @ mit V C U
und jedes £ = (fre; € AU, £:€ AU, sei a(V, U)f = @V, U) fies.

Es sei A4 ein lokal strukturiertes System {iber X. Ein System Q von Aquivalenzrelationen
QU) C A(U) X A(U) auf A(U) nennen wir eine mit der lokalen Struktur vertrigliche
Agquivalenzrelation auf A, wenn fiir jedes Paar U, VE Q2 mit V C U aus (f, g) € Q(U)
auch (@(V,U)f, a(V, U)g) & Q(V) folgt, wenn also Q ein Teilsystem des Produktsystems
A X A4 ist. Das System A4/Q der Quotientenmengen A (U)[Q(U), das Quotientensystem
von A nach @, wird dann durch die in natiirlicher Weise erklirte Restriktion wieder zu
einem lokal strukturierten System tiber JX.

Es seien 4 = (4, a), B = (B, b) zwei lokal strukturierte Systeme {iber X. Ein System «
von Abbildungen % (U) von 4 (U) in B(U) heilit eine zulissige Abbildung von A in B, wenn
fiir jedes Paar U, V'€ Qmit V' C U und jedes f € A (U) die Gleichung 6(V, U) u(U)f =
u(Vya(V, U)f gilt, wenn also, kurz gesagt, # mit der Restriktion vertauschbar ist.

Das durch # vermittelte B#ld #A von A in B ist dann offenbar ein Teilsystem von B.
Die Abbildung # heiBt wmkehrbar, wenn fir jedes U & 2 und jedes Paar f, ¢ € A(U) aus
w(U)f = u(U)g auch f = g folgt. Sie heiBt eine Abbildung awnf B, wenn # A4 = B ist.
Eine umkehrbare zulidssige Abbildung # von A auf B schlieBlich heil3t ein Zsomorphismus
der lokalen Strukturen von A4, B.

Fiir die lokale Struktur gilt selbstverstandlich ein Homomorphiesatz: Ist A ein lokal strukturiertes System
iiber X, Q eine mit der lokalen Struktur vertrigliche Aquivalenzrelation auf 4, so ist die kanonische Abbil-
dung von 4 auf A4/Q zulissig. Ist umgekehrt # eine zulissige Abbildung von 4 auf ein lokal strukturiertes
System B, so ist 2 kanonisch isomorph mit 4/Q, wo Q die mit der lokalen Struktur vertrigliche Aquivalenz-
relation auf A4 ist, fiir die Q(U) fiir jedes U € Q aus allen Paaren (f, g) €A U) X A(U)mit u(U)f = u(U)g
besteht.

Es sei A ein lokal strukturiertes System tber X. Jede zuldssige Abbildung von 4 X 4
in A4 heilt eine dnnere Verkniipfung auf A. Ist B ein zweites lokal strukturiertes System
iber X, so heiBt jede zulidssige Abbildung von B X 4 in A4 eine dullere Verkniipfung auf
A mit dem Operatorenbereick B. Eine endliche Familie # = (#,);c, von inneren und
dulleren Verkniipfungen auf 4 definiert auf A eine algebraische Struktur.

Wir iibertragen die iibliche Terminologie der Algebra auf die lokal strukturierten Systeme. Definiert etwa
u auf A eine algebraische Struktur, und ist fiir jedes U/ € 2 die (im iiblichen Sinne) durch #»(U) auf 4 (U)
definierte algebraische Struktur von derselben wohldefinierten Art (z. B. Gruppe, Ring, Linksmodul iiber
einem Ring), so belegen wir auch die durch # auf A4 definierte Struktur kurz mit der nimlichen Bezeichnung.

Weiter ist klar, wann wir von einer Zeilstruktur einer algebraischen Struktur, von einer #it einer alge-
braischen Struktur vertriglichen Aquivalenzrelation und von einem Homomorphismus bzw. Isomorphismus
in bezug auf algebraische Strukturen sprechen.

Fiir die algebraischen Strukturen gilt wieder ein Homomorphiesatz. Ist etwa A ein linearer Vektorraum
iiber einem kommutativen Korper &, so ist jedes homomorphe Bild 5 von A4 wieder ein solcher. Die zuge-
horige, mit der lokalen Struktur und der Vektorraumstruktur von A vertragliche Aquivalenzrelation Q auf A4
wird durch einen linearen Teilraum & von A beschrieben, derart, daB 2 kanonisch isomorph mit dem
Quotientenraum 4/ ist. Es ist klar, wie sich alle Aussagen {iber die Aquivalenzrelation Q in solche iiber den
Teilraum V iibersetzen.

3. Verallgemeinerte Funktionensysteme

Definition 2: Ein lokal strukturiertes System 4 iiber einem topologischen Raum X heiB3t
ein verallgemeinertes Funktionensystem iiber X, wenn es die folgende Eigenschaft, genannt
Lokalisationsprinzip, besitzt:



§ 1. Verallgemeinerte Funktionensysteme 11

(L) Es sei (U));¢; eine Uberdeckung von UE 2 durch offene Teilmengen U, von U, und
fiir jedes /& 7 sei ein ;& A (U;) gegeben mit der Eigenschaft, daf fiir jedes Paar 7, j& /7
mit nichtleerem Durchschnitt U; M U; die Restriktionen von f;, f; auf diesen Durchschnitt
libereinstimmen. Dann gibt es genau cin f& 4 (U) mit der Eigenschaft, da3 die Restrik-
tion von f auf U, fur jedes /& 7 mit f; (ibereinstimmt.

Die Eigenschaft (L) kann offenbar in die beiden folgenden zerlegt werden, von denen die
crste eine Eindeutigkeits-, die zweite eine Existenzaussage macht:

(Ly) Es sei (U));¢; eine Uberdeckung von UE Q durch offene Teilmengen U, von U,
und die Restriktionen von f, ¢& A (U) auf U, seien fiir jedes 7& 7 einander gleich. Dann
stimmen auch f, g tiberein.

(Ly) Es sei (U));¢; eine Uberdeckung von UE Q durch offene Teilmengen U; von U,
und fiir jedes & 7 seiein f;& A (U;) gegeben mit der Eigenschaft, daB fiir jedes Paar 7, j& /
mit nichtleerem Durchschnitt U; M U; die Restriktionen von f;, f; auf diesen Durchschnitt
tbereinstimmen. Dann gibt es mindestens ein f& A (U) mit der Eigenschaft, dal die
Restriktion von f auf U; fur jedes 7& 7 mit /; iibereinstimmt.

Beispiele: 1) Jedes Funktionensystem Ag (X, ¥) ist offensichtlich auch ein verallgemeinertes Funk-
tionensystem.

2) Man belegt leicht durch einfache Beispiele lokal strukturierter Systeme, bei denen X nur aus zwei
Elementen besteht, dal keine der Eigenschaften (1,), (I,) fiir alle lokal strukturierten Systeme gilt und
beide voneinander unabhingig sind.

Weitere Beispiele wird man in grofer Zahl in den folgenden Paragraphen dieser Arbeit finden.

Es sei A ein lokal strukturiertes System {iber X. Besitzen alle 4; einer Familie (A.,-),-E 7

von Teilsystemen von A die Eigenschaft (L), so auch ihr Durchschnitt (M) 4,; dasselbe
iel

trifft auch fiir die Eigenschaft (L) zu, nicht aber fiir (L,) allein, selbst wenn die Familie

(A4);er endlich ist. Sind die A4; weiter total geordnet und besitzen sie alle die Eigen-

schaft (L), so auch ihre Vereinigung |_) 4;; dasselbe gilt aber weder fiir (L) noch fiir (L,)
iel
allein.

Jede der Eigenschaften (L;), (L) gilt fir das Produkt einer Familie (4,);c, von lokal
strukturierten Systemen A, genau dann, wenn sie fiir jeden Faktor 4; gilt.

Mit einem lokal strukturierten System besitzt auch jedes seiner Teilsysteme die Eigen-
schaft (L;). Insbesondere kann ein lokal strukturiertes System nur dann Teilsystem eines
verallgemeinerten Funktionensystems sein, wenn es diese Eigenschaft (L,) besitzt. Von
grundlegender Bedeutung ist aber die Umkehrung hiervon, der

Satz 1: Zu jedem lokal strukturierten System A iiber X, das die Eigenschaft (L))
besitzt, gibt es ein verallgemeinertes Funktionensystem A iiber X, das die folgenden
Eigenschaften besitzt:

(Hy) Das System 4 ist Teilsystem des Systems A.

(H,) Jedes A enthaltende und in A enthaltene verallgemeinerte Funktionensystem
{iber X stimmt mit A4 iiberein.

Durch diese Eigenschaften ist das System 4 bis auf einen kanonischen, 4 elementweise
fest lassenden Isomorphismus der lokalen Struktur eindeutig bestimmt.

Wir nennen A das Hiillensystem des Systems A. Es stimmt genau dann mit A {iberein,
wenn A selbst ein verallgemeinertes Funktionensystem ist.

a*



12 § 1. Verallgemeinerte Funktionensysteme

Beweis: Es sei 4 ein die Eigenschaft (L) besitzendes lokal strukturiertes System tiber X.
Wir konstruieren zunichst ein A4 enthaltendes verallgemeinertes Funktionensystem 2
iiber X.

Fiir jedes & X sei K(x) die Menge aller Paare (U, f) mit xE UE 2, f€ 4 (U).
Wir nennen zwei Paare (U, f), (V, g)E K (x) x-dquivalent, wenn es eine in U, I ent-
haltene Umgebung W& £ von x gibt, so dafl die Restriktionen von f, ¢ auf W tiberein-
stimmen. Diese Relation ist reflexiv, symmetrisch und transitiv und teilt daher X (x) in
elementfremde Klassen ein. Es sei M/ (x) die Menge dieser Klassen. Fiir jedes U& 2 und
jedes f& A (U) sei weiter # (U) f die Abbildung, welche jedem x& U das Bild von (U, f)
bei der kanonischen Abbildung von X (x) auf M (x) zuordnet. Aus (L,) folgt dann, dal3
fiir zwei voneinander verschiedene f, g& A4 (U) auch u (U) f, » (U) g voneinander ver-
schieden sind.

Fiir jedes U& 2 sei jetzt B (U) die Menge aller Abbildungen p, welche jedem x& U
ein Element p(x)E M (x) zuordnen, und fir jedes Paar U, V€ 2 mit V' C U und jedes
P& BU)seib(V, U) p die im gewdhnlichen Sinne genommene Restriktion der Abbildung p
auf V. Es ist klar, daB} das System B durch das System & nicht nur zu einem lokal struk-
turierten System, sondern sogar zu einem verallgemeinerten Funktionensystem {iber X
wird.

Fiir jedes UE R ist nun » (U) eine umkehrbare Abbildung von 4 (U) in B (U). Dabei
gilt fiir jedes Paar U, V€ Qmit V' C Uund jedes f& A (U) offenbar die Gleichung &(V,U)
u(U)f=u(V)a(V,U)f. Mithin ist # eine umkehrbare zulissige Abbildung von 4 in B,
und wir durfen 4 mit # A C B identifizieren. B ist also in der Tat ein A enthaltendes
verallgemeinertes Funktionensystem iiber X,

Es sei schlieBlich 4 der Durchschnitt aller A enthaltenden und in B enthaltenen ver-
allgemeinerten Funktionensysteme. Das System A, nach dem zu Anfang dieses Ab-
schnittes Gesagten selbst ein verallgemeinertes Funktionensystem, besitzt dann die ver-
langten Eigenschaften (H,), (Hy). Der Rest der Behauptung ist nun eine unmittelbare
Folgerung aus dem

Satz 2: Es seien A, B zwei lokal strukturierte Systeme {iber X, die die Eigen-
schaft (1) besitzen, und A, B zwei verallgemeinerte Funktionensysteme iiber X, die in
bezug auf 4, B die Eigenschaften (H;), (H,) besitzen. Dann 1at sich jede zuldssige Ab-
bildung # von 4 in B auf genau eine Weise zu einer zulissigen Abbildung 7 von 4 in B
fortsetzen.

Beweis: Fiir jedes U & Q2 sei A’ (U) die Menge aller f& A (U) mit der folgenden Eigen-
schaft: Es gibt cine Uberdeckung (U,);c; von U durch offene Teilmengen U; von U, so
daB die Restriktion von f auf U, fiir jedes zE 7 in A (U)) enthalten ist. Man verifiziert ohne
Miihe, daB das System A’ nicht nur ein Teilsystem von A ist und 4 enthilt, sondern sogar
selbst ein verallgemeinertes Funktionensystem ist. Nach (H,) stimmt es also mit A iiberein.
Mit anderen Worten: Zu jedem UE€ 2 und jedem f& A (U) gibt es eine Uberdeckung
(U)ier von U durch offene Teilmengen von U; von U, so dal die Restriktion von f auf U,
fiir jedes 7& 7 in 4 (U,) enthalten ist.

Es sei nun U€ 2 und f& 4 (U), ferner (U));; eine gemiBl dem Vorangehenden
gewihlte Uberdeckung von U. Nach (L) gibt es genau ein Element g€ B (U) mit der
Eigenschaft, dafB} fiir jedes /& / die Relation &6 (U;,U) g = w({U)) a(U;, U)f gilt, und
dieses g ist unabhingig von der speziellen Wahl der Uberdeckung (U));c;. Wir setzen
#(U)f = g. Dann ist 7 offenbar eine zulissige Abbildung von 4 in B und eine Fortsetzung
der Abbildung =. Ist andererseits #' eine beliebige, # fortsetzende zulissige Abbildung
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von A in B, so gilt, mit denselben Bezeichnungen wie eben, 6(U,, U) #'(U)f = u(U,)
alU;, U)f = 6U;, U) @(U)f fur jedes /& [ und daher »'(U)f = #(U)f. Damit sind die
Sitze 1, 2 vollstindig bewiesen.

Im Laufe des Beweises von Satz 2 ergab sich auBerdem das folgende

Corollar zu Satz 1: Die Eigenschaft (F,) ist mit der folgenden gleichwertig:

(Hp) Zu jedem UE 2 und jedem f& AU) gibt es eine Uberdeckung (U));c; von U
durch offene Teilmengen U, von U mit der Eigenschaft, da3 die Restriktion von f auf U,
fur jedes 7& 7 in a(U)) enthalten ist.

Besitzt das System A die Eigenschaft (L;) und ist B ein Teilsystem von A, so besitzt
auch B, wie wir sahen, diese Eigenschaft, und man kann offenbar stets & C A annehmen.

Besitzen alle A, einer endlichen Familie (4;);.; lokal strukturierter Systeme die Eigen-
schaft (L,), so besitzt auch ihr Produkt Il 4;, wiec wir sahen, diese Eigenschaft, und man

ier
beweist miihelos die Relation I1 4; = II 4;.
ier i€l

Insbesondere 1if3t sich also jede auf einem lokal strukturierten System 4 mit (L))
definierte algebraische Struktur eindeutig auf sein Hilllensystem fortsetzen.

4. Separierende und komplettierende Aquivalenzrelationen

Es sei A4 ein lokal strukturiertes System tiber X. Eine mit der lokalen Struktur vertrig-
liche Aquivalenzrelation Q auf A4 heilt separierend, wenn das Quotientensystem A/Q die
Eigenschaft (L) besitzt. Hierfuir ist die folgende Bedingung notwendig und hinreichend:

(Qy) Es sei (U));¢; eine Uberdeckung von UE 2 durch offene Teilmengen U; von U,
und die Restriktionen von f, g& A (U) auf U; seien fiir jedes /& / dquivalent modulo
Q(U;). Dann gilt auch (f, g)€ Q).

Wir kénnen nun jeder mit der lokalen Struktur vertriglichen Aquivalenzrelation Q
auf A, allgemeiner sogar jedem beliebigen System Q = (Q(U, x)) von Aquivalenzrela-
tionen Q(U, x) C A(U) X AU) auf AU), € UE £, eine mit der lokalen Struktur ver-
trigliche, separierende Aquivalenzrelation Q% auf 4 zuordnen. Fiir jedes UE Q sei Q¥ (U)
die Menge aller Paare (f,g2)& A({U) X A(U) mit der folgenden Eigenschaft: Zu jedem
x & U gibt es eine in U enthaltene offene Umgebung U, von x, so daB fiir alle V& 2 mit
xEVCU (aV,U)f, alV,U)g)e Q(V, x) gilt. Es ist klar, da} das so definierte System
Q' eine mit der lokalen Struktur vertrigliche Aquivalenzrelation auf 4 ist und die Be-
dingung (Q,) erfillt.

Ist Q insbesondere eine mit der lokalen Struktur vertrigliche Aquivalenzrelation auf 4,
so gilt O C @Y, und jede Q enthaltende, mit der lokalen Struktur vertrigliche und sepa-
rierende Aquivalenzrelation auf A enthilt auch Q% QY stimmt also genau dann mit Q
iberein, wenn Q selbst separierend ist.

Ist auf 4 eine algebraische Struktur definiert, und ist die Aquivalenzrelation Q(U, x) fiir alle x € U € 2
mit der auf 4(U) erkliirten algebraischen Struktur vertriglich, so ist auch @8 mit der algebraischen Struktur
von A vertraglich.

Ist insbesondere etwa A4 wieder ein linearer Vektorraum iiber & und wird Q also durch ein System /V von
Teilriumen N(U, x) C A(U) beschrieben, so wird auch @8, kurz gesagt, wieder durch einen Teilraum V$
von A beschrieben. Wir nennen auch diesen Teilraum V3§ wieder kurz separierend.

Eine mit der lokalen Struktur vertrigliche Aquivalenzrelation Q auf A heiB3t komplet-
tierend, wenn das Quotientensystem A/Q die Eigenschaft (L,) besitzt. Hierfiir ist die
folgende Bedingung notwendig und hinreichend:
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(Qp) Es sei (U);c, eine Uberdeckung von UE 2 durch offene Teilmengen U, von U,
und fiir jedes 7 € 7 sei ein f; € A(U,) gegeben mit der Eigenschaft, daf3 fiir jedes Paar
7,7 € / mit nichtleerem Durchschnitt U; N U, die Restriktionen von f;, f; auf diesen
Durchschnitt dquivalent modulo Q(U; N U}) sind. Dann gibt es mindestens ein f & 4 (U)
mit der Eigenschaft, dafl die Restriktion von f auf U, fiir jedes 7 € 7 mit f; dquivalent
modulo Q(U) ist.

Der folgende Satz gibt eine in vielen Fillen anwendbare hinreichende Bedingung dafiir, daB eine Aqui-
valenzrelation komplettierend ist. Der Beweis dieses Satzes beruht wesentlich auf der Verwendung einer
sog. Teilung der Einheit (partition de l'unité). — Fiir alle hierbei auftretenden Begriffe und Sitze aus der
allgemeinen Topologie verweisen wir auf [2], insbesondere Seite 91—-114, und [3], Seite 27-28, 50-31.

Es sei X ein topologischer Raum. Wir sagen, eine Teilalgebra B der reellen Algebra
Ag (X, R) enthilt eine Teilung der Einheit, wenn es zu jedem UE 2 und zu jeder lokal
endlichen Uberdeckung (U));c; von U durch offene Teilmengen U, von U eine Familie
(fDiesr von nichtnegativen reellen Funktionen f; € B(U) mit der folgenden Eigenschaft
gibt: Fiir jedes 7 € 7 und jedes x & U-U ist f;(x) = o, und fiir jedes x& U ist die (end-
liche) Summe aller f;(x) gleich 1. Es gilt dann der folgende

Satz 3: Es sei X ein lokal kompakter topologischer Raum mit abzihlbarer Basis, 4 ein
lokal strukturiertes System iiber X, welches die Eigenschaft (L,) besitzt. A sei ferner
unitirer Linksmodul tiber einer eine Teilung der Einheit enthaltenden Teilalgebra B von
Agq (X, R). Dann ist jede mit der lokalen Struktur und der Modulstruktur vertrigliche,
separierende Aquivalenzrelation Q auf 4 auch komplettierend.

Beweis: Ist X ein lokal kompakter topologischer Raum mit abzdhlbarer Basis, so gilt
dasselbe fiir alle offenen Teilmengen U von X. Alle diese sind daher ,,dénombrable 2
I'infini und damit parakompakt und normal.

Es sei nun (U);¢,; eine Uberdeckung von U & 2 durch offene Teilmengen U, von U.
Es gibt dann eine feinere, lokal endliche offene Uberdeckung (¥}),c, von U und ecine
weitere lokal endliche offene Uberdeckung (¥7)),c, von U mit der Eigenschaft, daf fiir
jedes / € L die abgeschlossene Hiille 7, von ¥V, in V] enthalten ist. SchlieBlich wihlen wir
fir jedes x& U eine in U enthaltene offene Umgebung W., die nur von endlich vielen
der V; getroffen wird. Fiir fast alle / € L ist dann W, im Komplement (7} von ¥} beziig-
lich U, also insbesondere im Komplement ({77, von 7, enthalten. Folglich ist

W.=NwvmnNCrnw)
el leL
xE;I x&;l

eine offene, in U enthaltene Umgebung von =z.

Es sei weiter (p,),c, eine zur Uberdeckung (V) gehérige Teilung der Einheit
durch Funktionen p,& B(U). Fiir jedes xE U und jedes /& L mit x @ ¥, ist dann
b6(W,, U)p, = o, also gilt

(1'2> 2 6(Wx:U)pl= L.
leL
x€V,

Fiir jedes 7 & 7 sei nun ein f; € A (U,) gegeben mit der Eigenschaft, daB fiir jedes Paar
?,j € / mit nichtleerem Durchschnitt U; N U, die Restriktionen von f;, f; auf diesen Durch-
schnitt dquivalent modulo Q(U,;N U,) sind. Zu jedem / & L gibt es nach Konstruktion
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ein # € 7, so daB V; in U, enthalten ist. Wir wihlen willkiirlich ein solches 7 € / aus und
setzen g; = a(V}, U))f.. Fiir jedes x & U bilden wir auf W, nun die Linearkombination

hx =IZ; 6(Wx’ U)Pl ' a(Wx’ Vll)gl'
€
x€I71

4, ist also ein Element von 4 (W,). Fur jedes Paar x, y € U mit nichtleerem Durchschnitt
W,.N W, stimmen die Restriktionen von 4,, 4, auf diesen Durchschnitt iiberein. Da die W,
cine offene Uberdeckung von U bilden, gibt es nach (L,) ein Element f & 4 (U), dessen
Restriktion auf W, fur jedes x € U mit %, tibereinstimmt.

Wir zeigen, daB3 das so gewonnene f & A (U) das in (Q,) Verlangte leistet. Dazu werde
ein 7 & 7 fest gewidhlt und fiir jedes x &€ U; der Durchschnitt W, N U; mit W, ; bezeichnet.
Nach Konstruktion stimmen nun die Restriktionen von f, 4, auf W, ; {iberein. Weiter ist
fiir jedes /&€ L mit x € V, nach Voraussetzung die Restriktion von g, auf W, ; mit der
von f; dquivalent modulo Q(W, ;). Wegen der Vertriglichkeit der Relation Q@ mit der
Modulstruktur und wegen (1.2) sind daher auch die Restriktionen von 4,, f; auf W, ;
dquivalent modulo Q(I, ). Insgesamt sind also die Restriktionen von f, f; auf W, ,
iquivalent modulo Q(W, ). Da die W, ; aber eine offene Uberdeckung von U; bilden und
die Relation Q nach Voraussetzung separierend ist, ist schlieBlich die Restriktion von f
auf U; mit f; dquivalent modulo Q(U,). Da dies fiir jedes 7 & 7 gilt, ist Satz 3 damit be-
wiesen.

Bemerkungen: 1) Eine Analyse des Beweises zeigt, daBl von den Strukturgesetzen des unitiren Moduls
das ,,assoziative’ Gesetz (p¢) + f = p - (¢ * f) nicht benutzt wurde.

2) Wir betonen ausdriicklich, dal wir Satz 3 und damit eine Teilung der Einheit im folgenden nur ge-
legentlich, zur Abrundung der Ergebnisse oder an Stellen, an denen man leicht auch direkt schlieBen kann,
benutzen werden, nicht aber an Stellen, die fiir den Aufbau der folgenden Theorie entscheidend sind. In
allen wesentlichen Punkten werden wir uns vielmehr entscheidend auf die Sitze 1, 2 stiitzen.

§2. DAS SYSTEM DER FUNKTIONENKLASSEN

1. Das System der Funktionenklassen

Von jetzt ab legen wir allen unseren Betrachtungen als topologischen Raum X die
reelle Zahlengerade R, versehen mit der gewdhnlichen topologischen Struktur 2, zu-
grunde. Das Funktionensystem 4,(R, R) der reellen Funktionen iiber R bezeichnen wir

kurz mit 49 A° besitzt die algebraische Struktur einer kommutativen, unitiren Algebra
iiber K.

Die Beschrinkung auf den eindimensionalen Fall geschieht hauptsichlich zur Vereinfachung der Dar-
stellung. Die Hauptergebnisse dieser Arbeit gelten auch iiber dem #-dimensionalen reellen Zahlenraum &%,

Fir jedes U € 2 nennen wir zwei reelle Funktionen f, g & A°(U) dquivalent, wenn ihre
Funktionswerte fast tiberall auf U Gbereinstimmen, wenn sie also héchstens auf einer Teil-
menge von U vom Lebesgueschen MaBle Null voneinander verschieden sind. Hierdurch
wird auf A° eine mit der lokalen Struktur und der Algebra-Struktur vertrigliche Aqui-
valenzrelation @ definiert. Das Quotientensystem A% Q nennen wir das System F = F°
der reellen Funktionenklassen iber R. F besitzt wieder die Struktur einer kommutativen,
unitiren Algebra {iber R. Die Aquivalenzrelation  ist selbstverstindlich separierend. Da
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der topologische Raum R weiter lokal kompakt ist und eine abzéhlbare Basis besitzt, da 4°
ferner eine Teilung der Einheit enthilt, ist Q nach § 1, Satz 3 auch komplettierend. Das
System F ist also ein verallgemeinertes Funktionensystem tiber R.

Bemerkungen: 1) Wir verzichten auf eine ausfithrliche Begriindung des ~ aus der reellen Analysis wohl-
bekannten — Uberganges von den Funktionen zu den Funktionenklassen. Eine gewissermaBen ,,relative
Begriindung kann man iibrigens unschwer dem folgenden Abschnitt entnehmen: Der Ubergang zu den
Funktionenklassen ergibt sich von selbst, wenn man die Differentiation, abweichend von dem klassischen
Gebrauch, als die genaue Umkehrung einer unbestimmten Integration auffaft.

2) Statt von der gewdhnlichen Topologie 2 der reellen Zahlengeraden & hitten wir natirlich auch von
ihrer diskreten Topologie ausgehen und in derselben Weise ein System der reellen Funktionenklassen defi-
nieren konnen. Die zugehérige Aquivalenzrelation Q wire dann aber nicht separierend. Das so definierte
System der reellen Funktionenklassen wire also weder selbst ein verallgemeinertes Funktionensystem noch
Teilsystem eines solchen.

3) Die Tatsache, daf} das von uns definierte System # der reellen Funktionenklassen die Eigenschaft (L,)
besitzt, kann man leicht auch unabhiingig von § 1, Satz 3 einsehen.

2. Die Differentiation

Fiir jedes UE& 2 nennen wir eine reelle Funktion ;& A%(U) differenzierbar, wenn es
eine reclle Funktion g, & A°(U) gibt, die im Lebesgueschen Sinne iiber jedes kompakte
Teilintervall von U integrierbar ist, so daB3 £ in jedem solchen Teilintervall unbestimmtes
Integral von g ist:

(21) Fo@) = et +c.

Gleichwertig damit ist bekanntlich die Forderung, dal f; in jedem kompakten Teilintervall
von U totalstetig sein soll. Die Funktion gq ist durch £, dann bis auf eine evtl. Abinderung
auf einer Teilmenge von U vom Mafe Null, also bis auf die im vorigen Abschnitt einge-
fiilhrte Aquivalenz, eindeutig bestimmt. Es sei A'(U) die Teilalgebra aller differenzier-
baren Funktionen f; & A%(U). Das System A" ist dann nicht nur cin Teilsystem von A4°,
sondern sogar selbst ein verallgemeinertes Funktionensystem tiber A im Sinne unserer
Definition.

Weiter nennen wir ecine Funktionenklasse f € F(U) differenzierbar, wenn sie eine
differenzierbare Funktion f; € A°(U) enthilt. f enthilt dann genau eine solche Funktion £,
und nach dem Vorangehenden definiert die Gesamtheit aller zugehoérigen Funktionen g,
eine wohlbestimmte Funktionenklasse g& F(U), die wir die Ableitung der Funktionen-
klasse # nennen und mit /' bezeichnen. Es sei #1(U) die Teilalgebra aller differenzierbaren
Funktionenklassen f &€ F(U). Das System /7 ist dann wieder ein Teilsystem von / und
selbst ein verallgemeinertes Funktionensystem.

Die durch die Differentiation definierte Abbildung f — f’ von £ in £ ist offenbar zu-
lassig, ein Homomorphismus in bezug auf die linearen Vektorraumstrukturen von F1, /7
(kurz: linear), ferner mit der Multiplikation durch die Produktregel

(2.2) ) =rg hies 5 € FIU)

verkniipft.
Wir definieren schlieBlich rekursiv die /Zdheren Ableitungen einer Funktionenklasse:
Fiir m = 2, 3, ... sel F”(U) die Teilalgebra aller Funktionenklassen f & F1(U), fur die
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f'e F» Y (U) gilt. Fiir ein f& F™(U) kann man die Differentiation #-mal iterieren und
erhilt so die héheren Ableitungen f® € F"~*(U), k=1, ..., m. Alle Teilsysteme F™
von /7 sind wieder verallgemeinerte Funktionensysteme. Sie bilden eine absteigende Folge:

(2.3) e e e E RS P s W e SOl W

m=1

Wir haben gesehen, daB die kanonische Abbildung von 4! auf 7* umkehrbar, also ein Isomorphismus
von A! und F?ist. Wir konnen daher jeder Funktionenklasse f € F}(U) in jedem Punkte x € U einen ein-
deutig bestimmten ,,Wert* f(x) zuordnen, und diese Zuordnung ist ein Homomorphismus in bezug auf die
lineare Vektorraumstruktur und die Multiplikation.

Allgemeiner konnen wir jeder Funktionenklasse f € £ +t1(U), 7 = o, 1, 2 ... eindeutig bestimmte ,, Werte**
fx), f1(x), ..., f™(x) zuordnen, und dies weiter unter Erhaltung der Linearitit und der Produktregel der
Differentiation.

3. Die erweiterte Differentiation

Fir jedes x € U € 2 und jedes m = o, 1, 2, . . . bezeichnen wir mit #”(U, x) die Teil-
algebra aller Funktionenklassen f € /() mit der Eigenschaft, daf3 die Restriktion von f
auf V= U —(x) in (V) enthalten ist. Offenbar ist F”(U) in F™ (U, x) enthalten,
speziell /°(U, x) = F(U). Die F™(U, x) bilden eine absteigende Folge; ihr Durchschnitt
werde mit /7 (U, x) bezeichnet. Das System aller #™(U, x) ist wieder in dem Sinne lokal
strukturiert, daf fur jedes Paar U, V&€ Q mit x € V' C U die Restriktion von 7™ (U, x)
auf Vin #”(V, x) enthalten ist.

Fir jedes U & 2 und jedes m = o0, 1, 2, ... sei weiter F”'(U) die Teilalgebra aller
f &€ FU) mit der folgenden Eigenschaft: Zu jedem Punkt x & U gibt es eine in U ent-
haltene offene Umgebung U, in der die Restriktion von f in F”(U,, x) enthalten ist.
£ (U) besteht also aus allen denjenigen Funktionenklassen f & F(U), fiir die es zu jedem
x & U mit Ausnahme von hochstens abzihlbar vielen, sich im Innern von U nicht hiufen-
den Punkten eine in U enthaltene offene Umgebung V, gibt, in der die Restriktion von f
in #™(V,) enthalten ist. Insbesondere gilt #™(U) C £™(U) und F™(U, x) C F™(U) fir
jedes x € U. Die £™(U) bilden wieder eine absteigende Folge, mit dem Durchschnitt
F*U). Fiir jedes m = 0,1, 2 ... ist das System £™ eine Teilalgebra von #, sogar ein
verallgemeinertes Funktionensystem.

Es sei nun f &€ #1(U) und V eine durch Wegnahme von abzihlbar vielen, sich im Innern
von U nicht hdufenden Punkten aus U entstehende offene Punktmenge, in der die Restrik-
tion f,- von f in F1(V) enthalten ist. Die Ableitung von f;, von f- definiert auf U offenbar
eine wohlbestimmte Funktionenklasse, unabhingig von der speziellen Wahl von V, die
wir die erweiterte Ableitung von f € F'(U) nennen und mit f & F(U) bezeichnen. Die so
definierte erweiterte Differentiation ist offenbar eine zulissige, lineare und die (eigentliche)
Differentiation fortsetzende Abbildung von F! in %, die mit der Multiplikation wieder
durch die Produktregel verkniipft ist. In ganz entsprechender Weise definieren wir die
héheren erweiterten Ableitungen f® € F"*(U), # =1, 2, ..., m einer Funktionenklasse

fEFU), m=1,z2,...

Bevor wir diesen Paragraphen abschliefen, wollen wir zur Vereinfachung unserer Redeweise die folgende
Konvention einfithren: Die hier definierten Funktionenklassen werden wir im folgenden kurz nur Funktionen
nennen; wenn wir ein wohlbestimmtes Funktionssymbol, etwa log|x|, hinschreiben, meinen wir damit immer
die in der betrachteten offenen Punktmenge U € £2 von dieser Funktion erzeugte Funktionenklasse aus 7 (U).
Die ,,gebundene Variable* wird dabei stets mit dem Buchstaben x bezeichnet. So gilt fiir jedes y €U € 2
zum Beispiel log |x—y| € #° (U, y). Diese Konvention wird niemals zu MiBverstindnissen Anla geben.

Minchen, Ak. Abh, 1956 (Kénig) 3
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§3. DAS SYSTEM DER DISTRIBUTIONEN

1. Differentiationstheorien

Definition 1: Es sei D ecin verallgemeinertes Funktionensystem iiber R, welches das
System F der reellen Funktionenklassen als Teilsystem enthilt. Wir nennen 2 ein Differen-
tiationssystem, wenn auf D die folgende Struktur definiert ist:

(D,) Eine lineare Vektorraumstruktur Gber R, die auf /' mit dessen linearer Vektorraum-
struktur tiber R tbereinstimmt.

(D,) Eine zulissige, linecare Abbildung von D in sich, die auf /! mit der Differentiation
Uibereinstimmt.

Wir nennen diese, die Differentiation fortsetzende Abbildung von D in sich wieder kurz
die auf D definierte Differentiation, ebenso fir jedes U & 2 das durch sie vermittelte Bild
S'e& DU) von S& D(U) die Ableitung von S, und verfahren entsprechend fur die
héheren Ableitungen.

Es wird sich bald zeigen, daB es Differentiationssysteme in sehr groBer Zahl gibt. Die meisten von ihnen
enthalten fiir unsere Zwecke unnétig viele Elemente, die in keinem Zusammenhange mehr mit den Funk-
tionen stehen. Wir werden diesen Begriff daher sogleich einengen, nimlich durch die folgende

Definition 2: Ein Differentiationssystem D heil3t eine Differentiationstheorie, wenn D
kein echtes Teilsystem enthilt, welches in bezug auf die durch D induzierte Struktur ein
Differentiationssystem ist.

Es sci D ein beliebiges Differentiationssystem. Ist (D;);.; eine Familie von Teilsystemen
D; von D, von denen jedes in bezug auf die durch 2 induzierte Struktur ein Differen-

tiationssystem ist, so gilt dasselbe auch fiir den Durchschnitt (1) D; aller D;. Insbesondere
S
enthilt D also genau eine Differentiationstheorie, ndmlich den Durchschnitt aller seiner
Teil-Differentiationssysteme.
Andererseits sei Z(U) fir jedes UE 2 der Teilraum aller S& D (U), die in der Form

(3.1) S=2"FP fiir gecignete £y, f1, .. S ©E FU), m=o,1,2,...
=0

darstellbar sind. Das System Z ist offenbar ein gegen die Differentiation abgeschlossener
Teilraum von D und enthilt 7, aber es besitzt im allgemeinen nicht die Eigenschaft (L,)
und ist daher kein Differentiationssystem. Wohl aber besitzt das in D gebildete Hillen-
system £ von £ diese Eigenschaft, und aus § 1, Satz 2 folgt sofort, dal £ in der Tat ein
Differentiationssystem ist. SchlieBlich ist klar, daf3 jedes Teil-Differentiationssystem von D
mit # auch £ und damit auch £ umfassen muB}. £ ist also nichts anderes als die ein-
deutig bestimmte, in 2D enthaltene Differentiationstheorie. Damit haben wir den

Satz 1: Ein Differentiationssystem D ist genau dann eine Differentiationstheorie,
wenn 2 mit dem Hiillensystem £ iibereinstimmt; mit anderen Worten (nach § 1, Corollar
zu Satz 1): wenn es zu jedem x € U € 2 und jedem S& D (U) eine in U enthaltene offene
Umgebung ¥ von x gibt mit der Eigenschaft, da3 die Restriktion von .S auf Vin £(V)
enthalten ist.

Man darf nun nicht annehmen, daB es im wesentlichen, d. h. bis auf Isomorphie, genau eine, eindeutig
bestimmte Differentiationstheorie gibt. Auch hiervon existieren noch, wie sich zeigen wird, unendlich viele,
paarweise wesentlich verschiedene. Wir wollen in der Gesamtheit dieser Differentiationstheorien eine Ord-
nungsrelation definieren. — Zuniichst haben wir das folgende, unmittelbar aus § 1, Satz 2 flieBende
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Corollar zu Satz 1: Es seien D;, D, zwei Differentiationstheorien, #, v zwei zulissige,
lineare, mit der Differentiation vertauschbare und # elementweise fest lassende Ab-
bildungen von D; in D,. Dann stimmen #, v vollstindig iiberein.

Wir geben nun die folgende

Definition 3: Es seien D;, D, zwei Differentiationstheorien. Wir nennen D, Verengung
von Dy, in Zeichen D; > D,, wenn es eine (und folglich genau cine) zuléssige, lineare, mit
der Differentiation vertauschbare und F elementweise fest lassende Abbildung # von D
in D, gibt.

Diese verengende Abbildung # ist natiirlich nichts anderes als, in der Terminologie der Algebra, ein
Homomorphismus der Differentiationstheorien 2, , D, relativ zu 7.

Es ist klar, dal die Verengungsrelation in der Gesamtheit aller Differentiationstheorien
eine (teilweise) Ordnung definiert. Denn wenn gleichzeitig Dy > D, und D, > D, gilt, so
besagt das genau, daB die Differentiationstheorien D;, D, isomorph sind.

2. Das charakteristische System einer Differentiationstheorie

Fiir jedes U € 2 sei M (U) der reelle lineare Vektorraum der Polynome in der formalen
Unbestimmten z mit Koeffizienten aus #(U):

(.2) s=k§moszk, R = O 1 2 e

Den Teilraum M°(U) der Polynome nullten Grades identifizieren wir mit /(). Die glied-
weise Multiplikation mit z definiert eine lineare Abbildung von M (U) in sich, die wir
wieder, rein formal, Differentiation nennen.

Das so definierte System M wird durch die, kurz gesagt, komponentenweise crklarte
Restriktion zu einem lokal strukturierten System tiber R. Die lincare Vektorraumstruktur
von M ist mit dieser lokalen Struktur vertriglich, und die Differentiation wird zu einer zu-
lissigen, linearen Abbildung von A/ in sich.

Es sei nun D cine Differentiationstheorie und £ das zugehérige, im vorigen Abschnitt
definierte Teilsystem von 2. Wir definieren eine zulassige, lineare, mit der Differentiation
vertauschbare und # elementweise fest lassende Abbildung # von M auf E, indem wir fiir
jedes U € 2 dem Element (3.2) von M(U) das Element (3.1) von £(U) zuordnen, Die
dieser Abbildung # entsprechende, mit der lokalen Struktur vertrigliche separierende
Aquivalenzrelation auf M wird durch einen separierenden linearen Teilraum N von M,
den Kern der Abbildung u, beschrieben. Fiir jedes UE & besitzt der Teilraum N (U) von
M(U) die folgenden Eigenschaften:

(CD,) N(U) ist gegen die Differentiation abgeschlossen.
(CD,) Fir jedes f € FY(U) gilt f2 —f'e NU).
(CDg) N(U) enthilt keine von Null verschiedene Funktion f& F(U).

Wir nennen # die ckarakteristische Abbildung u, und N das charakteristische System N,
der Differentiationstheorie D.

Es sei umgekehrt V ein separierender linearer Teilraum von M, der die Eigenschaften
(CD,) bis (CDy) besitzt. Das Quotientensystem £ = M/N besitzt dann die Eigenschaft (L)
und enthilt # als Teilsystem. Weiter ist auf £ eine lineare Vektorraumstruktur {iber R
erkliart, die auf / mit dessen Vektorraumstruktur iibereinstimmt, sowie eine zulissige,

*

3
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lineare Abbildung in sich, die auf /! mit der Differentiation iibereinstimmt. Diese Ab-
bildung nennen wir wieder Differentiation, ebenso fir jedes UES £ das durch sie ver-
mittelte Bild S'€ EU) von S & E(U) die Ableitung von S, und entsprechend fiir die
hoheren Ableitungen. Jedes Element S & £(U) ist dann in der Form (3.1) darstellbar. Die
lineare Vektorraumstruktur und die Differentiation sind nun nach § 1, Satz2 in ein-
deutiger Weise auf das Hiillensystem D = E von E fortsetzbar. Es ist klar, daB das
System D in bezug auf diese Struktur nicht nur ein Differentiationssystem, sondern sogar
eine Differentiationstheorie ist. SchlieBlich ist die kanonische Abbildung 7 von M auf £
nichts anderes als die charakteristische Abbildung #, von D und daher /V nichts anderes
als das charakteristische System NV, von D.

Noch ein letzter Schluf3: Ist die Differentiationstheorie D, Verengung der Differentia-
tionstheorie Dy, so ist V, offenbar in V,, enthalten. Istumgekehrt NV, Teilraumvon NV, ,
so kann man die charakteristische Abbildung #, aufspalten in die charakteristische
Abbildung %, und eine zuldssige, lineare, mit der Differentiation vertauschbare und /7
elementweise fest lassende Abbildung von E; auf E,. Diese letztere kann man, wieder nach
§ 1, Satz 2, zu einer ebensolchen Abbildung von 2, in D, fortsetzen; [, ist also Verengung
von 0D;. Die beiden Relationen D; > D, und N, C N, sind mithin genau gleich-
bedeutend. Insbesondere besagt die Gleichheit von &, , N, genau die Isomorphie von
Dy, D,.

Wir fassen zusammen:

Satz 2: Die Zuordnung D — N, definiert eine umkehrbar eindeutige und anti-ordnungs-
treue Korrespondenz zwischen den (Klassen isomorpher) Differentiationstheorien D und
den separierenden, die Eigenschaften (CD;) bis (CDj) besitzenden Teilrdumen NV von M.

Es sei nun (V) eine beliebige Familie von separierenden, die Eigenschaften (CD,)
bis (CD;,) besitzenden Teilrdumen A, von M. Dasselbe gilt dann offenbar auch fir ihren

Durchschnitt (1) ;. Sind die A, andererseits total geordnet, so ist ihre Vereinigung
ier

U &, wieder ein Teilraum von 3 und besitzt die Eigenschaften (CD;) bis (CDy), ist aber

i€l

im allgemeinen nicht separierend. Man iiberzeugt sich jedoch miihelos, dal3 der von dieser

Vereinigung erzeugte separierende Teilraum ({_) ;)% ebenfalls die Eigenschaften (CDy)
icl

bis (CDj) besitzt. Die total geordnete Familie (V;),., besitzt also, nach dem in § 1, Ab-

schnitt 4 Gesagten, auch eine obere Grenze. Damit haben wir das folgende

Corollar zu Satz 2: Jede Familie (D)),., von Differentiationstheorien D), besitzt (in

bezug auf die Ordnungsrelation >>) eine obere Grenze | ) D,, jede total geordnete
i€l
Familie (D;);.; auBerdem eine untere Grenze ()| D,. Insbesondere gibt es, falls {iber-
el
haupt Differentiationstheorien existicren, eine eindeutig bestimmte maximale Differen-
tiationstheorie D, aus der alle anderen durch Verengung hervorgehen, und zu jeder

Differentiationstheorie gibt es mindestens eine minimale Verengung.

3. Existenz von Differentiationstheorien. Die Distributionentheorie

Wir betrachten nun, fir jedes UE 2, den von allen Elementen fz —f' mit f & FY(U)
erzeugten, gegen die Differentiation abgeschlossenen Teilraum N (U) von M (). N(U) be-
steht aus allen Elementen s & M (U) der Form

(3.3) s =k§; (foz —f) Y, fiseuf, € FHO), mo=1,2,...
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Man erkennt miihelos, dall &V (U) neben (CDy), (CD,) auch die Eigenschaft (CDy) besitzt,
ferner, daB das so definierte System /V sogar ein separierender Teilraum von M ist. An-
dererseits ist klar, da3 jeder alle diese Eigenschaften besitzende Teilraum A, von A/ den
Teilraum A enthalten muB. /V ist also nichts anderes als das charakteristische System
N, der maximalen Differentiationstheorie D, deren Existenz damit nachgewiesen ist.

Diese, bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte maximale Differentiationstheoric D
nennen wir die Distributionentheorie, ihre Elemente die Distributionen.

Der Genauigkeit halber sei betont, daf} es sich hierbei nicht um den urspriinglichen, von .. ScHWARTZ [8]
cingefithrten Distributionsbegriff handelt, sondern um den allgemeineren, von mir in [4] definierten.

Von allen Differentiationstheorien interessiert uns im folgenden allein die Distributio-
nentheorie. Wir werden daher den Nachweis, daB3 es aufler dieser noch eine Fiille von an-
deren Differentiationstheorien gibt, nur ganz kurz an Hand eines Beispiels fiihren.

Dazu wihlen wir ein beliebiges, aber weiterhin festes ¢ € /(&) mit der Eigenschaft, daB fiir kein U € 2
die Restriktion von g auf U in F4(U) enthalten ist, und ein ganz beliebiges # € F(R). Fiir jedes U € 2 sei
N(U, %), der von dem charakteristischen Teilraum N, (U) der Distributionentheorie 2 und von der Restrik-
tion von gz — / auf U erzeugte, gegen die Differentiation abgeschlossene Teilraum von M(U). Man erkennt
wieder miihelos, daB das so definierte System V(%) ein von NV verschiedener separierender Teilraum von 47
ist und die Eigenschaften (CD;) bis (CD,) besitzt. V(%) definiert also eine Differentiationstheorie D(%), die
echte Verengung der Distributionentheorie D ist. In D(R, 7) gilt offenbar g’ = /4. Daraus folgt weiter, daf
zwel zu verschiedenen /4, , /%, € F(R) gehdrige Differentiationstheorien D(%;), D(4,) nicht nur nicht isomorph
sind, sondern sogar niemals cine gemeinsame Verengung besitzen kénnen. Wir haben also den

Satz 3: Es gibt unendlich viele, paarweise nicht isomorphe Differentiationstheorien.
Genauer: Die Menge aller minimalen Differentiationstheorien besitzt mindestens die
Michtigkeit der Menge F(R) der reellen Funktionenklassen.

Der folgende Satz gibt schlieBlich eine konkrete Interpretation der die Distributionen-
theorie charakterisierenden Maximaleigenschaft:

Proposition 1: Unter allen Differentiationstheorien besitzt allein die Distributionen-
theorie D fiir jedes U < £ die folgende Eigenschaft:

(Dy) Die Ableitung S’ eines Elementes S & D(U) ist genau dann eine Funktion:
S'€ F(U), wenn S eine im gewdhnlichen Sinne differenzierbare Funktion ist: S & F1(U).

Der Beweis liegt auf der Hand: Zunichst wird die Aussage von (D,) nicht geindert,
wenn man darin D (U) durch Z(U) ersetzt. Aus (3.3) folgt dann sofort die Giiltigkeit von
(Dy) fiir die Distributionentheorie. Umgekehrt erkennt man ebenso leicht durch vollstin-
dige Induktion nach dem Index # in (3.2), (3.3), daB das charakteristische System einer
(Dy) erfuillenden Differentiationstheorie notwendig mit dem der Distributionentheorie {iber-
einstimmt.

Wir betonen, da3 Prop. 1 falsch wird, wenn man in (Dy) den Raum 2D (U) durch #(U) er-
sctzt.

4. Die lokale Ordnungsstruktur der Distributionen

Von jetzt ab betrachten wir von allen Differentiationstheorien ausschlieBlich die Distri-
butionentheorie 2. £ ist wieder der in Abschnitt 1 definierte Teilraum von D, % die cha-
rakteristische Abbildung und & das charakteristische System von 2.

Fiir jedes U & £ bezeichnen wir als Ordnung H(s) eines Elementes s & M (U) den Grad
m des s definierenden Polynoms (3.2); insbesondere sei Z(0) = o. Fiir s, 2 & M(U) gilt dann
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(3.4) H(s 4+ £) < Max (H(s), H(®)), H(s) = Max(o, H(s') — 1).

Fiir jedes m =0, 1, 2, ... sei M™(U) der Teilraum aller s € M (U) mit H(s) < m. Ins-
besondere stimmt A/°(0) mit 7 (U) Giberein (Abschnitt 2). Bei der Restriktion auf eine offene
Teilmenge V von U wird die Ordnung eines Elementes von M (U) nicht vergréfiert; mit
anderen Worten: Alle Systeme A" sind Teilrdume von M.

Als Ordnung H(S) einer Distribution S & £ (U)definieren wir weiter /7(S) = Min /(s),
wobei s € M (U) alle Reprisentanten von S durchlauft. /() ist also die kleinste Zahl »,
fur die S in der Form (3.1) darstellbar ist. Die Relationen (3.4) ibertragen sich. Fiir jedes
m=0,1,2,...seil E”({U) der Teilraum aller S& EZ(U) mit H(S) < m. Insbesondere
stimmt Z°({J) mit F(U) tiberein. Alle Systeme £™ sind wieder Teilriume von £. Sie bil-
den cine aufsteigende Folge:

F— Blc Ele vac FrcE e e E= B
m=1
Allgemeiner definieren wir die totale Ordnung H(S) von S € E(U) wie folgt: Ist Z(S)
> 0, so setzen wir 7(S) = H(S). Ist H(S) = o, also S € F(U), und gibt es eine grofite Zahl
m=0,1,2,...mit SE F"{U), so setzen wir H(S) = — m, andernfalls Z(S) = — co.
Dann ist offenbar /(S) = Max (o, Z(S)), und statt (3.4) gilt fir S, 7€ E(U) schirfer

(3.5) A(S + T) < Max (&(S), H(T)), HAS") = H(S) +1.

Als Ordnung H,(S) bzw. totale Ordnung H,(S) im Punkte x & U einer beliebigen Di-
stribution S &€ D (U) definieren wir schlieBlich 7, (.S) = Min 7 (S,) und Z_(S) = MinZ(S)),
wobei I alle in U enthaltenen offenen Umgebungen von x durchliuft, fur die die Restriktion
Sy von S auf Vin £ (V) enthalten ist. Nach Satz 1 ist dies fiir hinreichend kleines V' sicher
der Fall. Es ist klar, daBl /#_(S), AZ.(S) wirklich nur von dem ,,Verhalten‘ von S in einer
beliebig klein wihlbaren Umgebung von x abhingen. Wieder gilt 7, (S) = Max (o, 7,(S)),
ferner die Analoga zu (3.4), (3.3).

Zu jedem S & D(U) und jedem x € U gibt es eine in U enthaltene Umgebung V" von x
mit der Eigenschaft, daB fiir alle ¥y € V7 die Ungleichung #,(S) < H,(S) gilt. Daraus
folgt, daBl H (S) bei festem S als Funktion von «x in jeder relativ zu U kompakten Teil-
menge von U beschrankt ist. Im allgemeinen ist /7,(S) aber keineswegs auf ganz U be-
schrinkt. Wir zeigen, daf} diese Beschrinktheit genau fiir die Elemente S von £ (U) statt-
findet, weiter, daB fiir diese S sogar H(S) = Max H_(S) gilt. — Alle diese Tatsachen sind
offenbar enthalten in der folgenden

Proposition 2: Fiir jedes 72 = 0, 1, 2, .. . ist £” ein verallgemeinertes Funktionenssystem.

Der Beweis dieses Satzes erfordert die Anwendung des Satzes 3 aus § 1 und damit die einer Teilung der
Einheit. AuBerdem miissen wir dabei, wenigstens im einfachsten Spezialfall, das innere oder multiplikative
Produkt der Distributionen benutzen, das wir erst spiter, in allgemeinerem Zusammenhange, behandeln
wollen. Der Vollstindigkeit halber geben wir aber wenigstens eine kurze Beweisskizze.

Wir haben zu zeigen, daB die der kanonischen Abbildung #” von A/”auf £ entsprechende, mit der loka-
len Struktur von M7 vertrigliche Aquivalenzrelation Q7 auf /™ kompletticrend ist. Nun ist 4/” offenbar
einverallgemeinertes Funktionensystem und Q™ separierend. Ferner enthilt 77, fiir » = 1 nach § 2 isomorph
einer Teilalgebra 47 der Funktionenalgebra 4°, nach [8], Seite 23 eine Teilung der Einheit. Es bleibt also
zu zeigen, dall wir auf M/” eine Struktur eines unitiren Linksmoduls iiber 7 definieren kdnnen, die mit Q7
vertriglich ist, d. h. in bezug auf die N = N (" /™ abgeschlossen ist. Dies geschieht, vgl. [4], Seite 144 f.
und [5], Seite 426, durch die Formel
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m

(3.6) fs= ( > Eayi=ra )f(é—;)f) i

S=0
mit f € F”(U) und s € M™(U) in der Darstellung (3.2).

Die Elemente des Teilraumes £ nennen wir, durch diesen Satz gerechtfertigt, Distri-
butionen endlicher Ordnung. Im nichsten Abschnitt werden wir durch Beispiele belegen,
daB E(U) fiir kein U € 2 mit D(U) libereinstimmt.

Wir definieren schlieBlich den Begriff des 77dgers einer Distribution. Auf Grund von
(L) gibt es zu jedem S € D (U) eine {evtl. leere) maximale offene Teilmenge I von U, auf
der S die Restriktion Null besitzt. Das in U gebildete Komplement von V heil3t der 77dger
Svon S. x & S bedeutet also, daB S in keiner in I/ enthaltenen offenen Umgebung von x
die Restriktion Null besitzt.

S ist seiner Definition nach in U abgeschlossen. Ist S insbesondere kompakt, so ist S
nach Prop. 2 notwendig von endlicher Ordnung. Auf Grund von (L) kann man S dann auf
jedes U enthaltene U; & £ in eindeutiger Weise zu einer Distribution S; € E(U;) mit
S, = S und mit H(S,) = H(S) fortsetzen.

5. Beispiele

Wir schlielen diesen Paragraphen mit der Angabe einiger besonders wichtiger spezieller
Distributionen, die wir zur Illustrierung der allgemeinen Theorie heranzichen werden.

Fir jedes y € U & Q sei zundchst ¥V, = V(x —y) die Heavisidefunktion in bezug auf
den Punkt y, definiert durch Y'(¢) = 1 fiir # = o und Y(¢) = o fiir # < o. Offenbar ist V,
in #% (U, y), nicht aber in #2(U) enthalten, und es gilt ¥, = o. Die Ableitung 6, = ¥, von
Y, heilt die Diracdistribution in bezug auf den Punkt y. Der Triger von d, besteht nur
aus dem Punkt y, und nach Prop. 1 gilt //,(d,) = 1 und damit allgemein

(3-7) H, (0, =m + 1, m=0,1,2,...

Die Diracdistribution in bezug auf den Nullpunkt bezeichnen wir kurz mit 6.
Firr jedes yE UE 2 und jedes £ = 1, 2, ... sei weiter

. (— 1)k +1

=1 4 — (€]
(3.8) Pf. Ger (log |2 —y)®.
Die Restriktion von Pf. 7 _—); auf V' = U — () stimmt dort offenbar mit der gewdhn-
lichen Funktion (,x,;__l,,}:),g tiberein. Nach Prop. 1 gilt jedoch
(3.9 (Pf (x—y)k ) =) &k
Daher ist Pf. v —y)k in U keine Funktion, insbesondere also von - )k verschieden.

Da wir nun Distributionen S &€ £ (U) beliebig hoher Ordnung H(S) kennen, kénnen wir
leicht auch Distributionen S &€ D (U) angeben, welche nicht in Z () enthalten sind. Dazu
werde U € Q beliebig gewihlt, ferner eine Folge von paarweise verschiedenen Punkten
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Y1, Vs, - - - von U, welche im Innern von U keinen Hiufungspunkt besitzt. In jeder relativ
zu U kompakten offenen Teilmenge ¥ von U liegen daher nur endlich viele y;; durch

z
yieV

wird also jedem solchen I eine Distribution S, & £ (V) zugeordnet. Nach (L) gibt es dann
eine wohlbestimmte Distribution S & D(U), deren Restriktion auf jedes dieser V' mit .S,
iibereinstimmt. Die Ordnungen H(S)) sind aber nicht beschrinkt, also kann S nicht in
E(U) enthalten sein.

§4. DIE SYSTEME DER MULTIPLIKATIONSTHEORIE

1. Multiplikationstheorien

Definition 1: Es sei 2 ein verallgemeinertes Funktionensystem tiber R, welches das Sy-
stem D der Distribution als Teilsystem enthilt. Wir nennen P ein Multiplikationssystem,
wenn auf 2 die folgende Struktur definiert ist:

(M,) Eine lineare Vektorraumstruktur iber R, die auf 2 mit dessen lincarer Vektor-
raumstruktur iiber R iibereinstimmt.

(M,) Eine zulissige, lineare Abbildung von 2 in sich, die auf 2 mit der Differentiation
tibereinstimmt.

(M,) Eine zuldssige, bilineare Abbildung von D X P in P, die auf # X & mit der Multi-
plikation tibereinstimmt und mit der vorgenannten linearen Abbildung durch die Produk:-
regel

(4.1) (SAY =S'4 +54', SE D), A€ PWU), UE

verkniipft ist.

Dabei nennen wir die in (M,) postulierte, die distributionentheoretische Differentiation
fortsetzende Abbildung wieder kurz die auf P definierte Differentiation, ebenso fiir jedes
U & 0 das durch sie vermittelte Bild A’ € P({U) von 4 & P(U) die Ablestung von A, und
verfahren entsprechend fir die héheren Ableitungen.

Desgleichen nennen wir die in (M) postulierte, die gewodhnliche Multiplikation fort-
setzende Abbildung wieder kurz die auf P definierte Multiplitation, cbenso fir jedes
U& 2 das durch sie vermittelte Bild S4 & P({U)von SEDU), A& P(U) das Produkt
von S, 4.

SchlieBlich bezeichnen wir das durch sukzessive Multiplikation von 4 & P(U) mit end-
lich vielen, in bestimmter Reihenfolge gegebenen Distributionen Sy, .. ., .S, & D) ge-
bildete Element von P(U) statt mit S; (S, (. .. (S,4) .. .)) kurz nur mit S, ... S, 4.

Unsere Definition 1 zeigt, dal} wir die Produktregel (4.1) als die fundamentale, Differen-
tiation und Multiplikation miteinander verkniipfende Relation anschen, ohne die eine
sinnvolle, das gewdhnliche Produkt der Funktionen verallgemeinernde Multiplikation
nicht denkbar ist.



§ 4. Die Systeme der Multiplikationstheorie 25

Bemerkungen: 1) Man wird fragen, warum wir in (M,) nicht schirfer eine universelle Multiplikation postu-
liert haben, d. h. eine zulissige, bilineare Abbildung von X 2 in P, die auf /X /7 mit der gewdhnlichen
Multiplikation {ibereinstimmt und mit der Differentiation durch die Produktregel verkniipft ist. Der Grund
hierfiir ist, daB das so formulierte ,,universelle** Multiplikationsproblem heute vollig unangreifbar erscheint,
wihrend sich unser ,,eingeschrinktes*‘ Multiplikationsproblem, wie sich zeigen wird, sechr wohl behandeln
1aBt. Die gegeniiber einer universellen Multiplikation in (M;) vorgenommene Einschrinkung diirfte fiir die
Anwendungen tibrigens weitgehend bedeutungslos sein.

2) ,,Universelle’ und ,,eingeschrinkte’ Multiplikation fallen zusammen, wenn P mit 2 iibereinstimmt.
Ich habe jedoch bewiesen [7], daB es nicht moglich ist, auf 2 in verniinftiger Weise eine das gewdhnliche Pro-
dukt der Funktionen verallgemeinernde und mit der Differentiation durch die Produktregel verkniipfte Multi-

plikation zu definieren. Es wird sich im folgenden also immer um ec/ze Erweiterungen der Distributionen-
theorie handeln.

3) Auf Grund unserer Definition hat es prinzipiell keinen Sinn, nach der ,,Assoziativitit‘* des Produktes
5,8,S; dreier Distributionen Sy, Sy, S3 € D(U) zu fragen. Aber selbst dann, wenn alle in P(U) gebildeten
Produkte 5.5, (515,)S;, S353, S1(S558,) = 515,.5; wieder Distributionen sind, stimmt (.5;.5,).5; im allgemeinen
nicht mit 5;(S55:53) = 5,555 liberein. Wir geben hierfiir ein von L. Scuwartz [8], S. 119 herriithrendes Bei-
spiel: Es sei /' = R und S = 9§, Diracdistribution in bezug auf den Nullpunkt, S, = x, S; = 1/x. Dann ist
offenbar S, 53 = 1, also nach der Produktregel S;(5,8;) = 61 = ¥'1=Y’'= ¢, andererseits aber nach der-
selben Regel §;5, = V'x = (VY2)' — ¥V = ¥ — ¥V = o und daher (5;.5;)S; = 0. Ein von L. SCHWARTZ be-
wiesener Satz [9] zeigt, daB diese ,,Nichtassozitivitat* mit Sicherheit in der Natur der Sache liegt.

4) Das Produkt ¢4 von A € P(U) mit der konstanten Distribution ¢ ist wohl zu unterscheiden von der der
linearen Vektorraumstruktur von P(U) angehorigen Komposition ¢+ 4 ; beide brauchen nach unseren bis-
herigen Postulaten nicht notwendig iibereinzustimmen. Wir kommen hierauf in Abschnitt 5 zuriick.

Wir kehren zu unserer Definition 1 zuriick. Wie in § 3 ist es auch hier sinnvoll, die folgende, den Begriff
des Multiplikationssystems einengende Definition zu geben:

Definition 2: Ein Multiplikationssystem P heilt eine Multiplikationstheorie, wenn P
kein echtes Teilsystem enthilt, welches in bezug auf die durch 2 induzierte Struktur ein
Multiplikationssystem ist.

Die hier anschlieBenden Betrachtungen stellen, mit lediglich selbstverstindlichen Modi-
fikationen, eine direkte Ubertragung der in § 3, Abschnitt 1 durchgefiihrten dar. Wir kén-
nen uns daher kurz fassen.

Zunichst enthilt jedes Multiplikationssystem genau eine Multiplikationstheorie, nim-
lich den Durchschnitt aller Teil-Multiplikationssysteme von 2.

Weiter sei, bei beliebigem Multiplikationssystem 2, Q(U) fur jedes U € 2 der Teilraum
aller 4 &€ P(U), die als endliche Summe von Produkten S;...S, von Distributionen
endlicher Ordnung S,, ..., S, & E{U), r =1, 2, ... darstellbar sind. Das System @ ist
ein gegen die Differentiation abgeschlossener Teilraum von P, aber im allgemeinen kein
Multiplikationssystem. Denn erstens braucht er nicht ganz 0 zu umfassen und gegen die
Multiplikation mit beliebigen Distributionen abgeschlossen zu sein, zweitens nicht die
Eigenschaft (L,) zu besitzen. Wohl aber besitzt das in P gebildete Hiillensystem Q von Q,
wieder nach § 1, Abschnitt 3, alle diese Eigenschaften, ist mithin ein Multiplikationssystem,
und zwar die eindeutig bestimmte, in 2 enthaltene Multiplikationstheorie. Wir haben also
wieder den

Satz 1: Ein Multiplikationssystem 2 ist genau dann eine Multiplikationstheorie, wenn
P mit dem Hiillensystem @ {ibereinstimmt; mit anderen Worten: wenn es zu jedem
x € UE 2undjedem 4 € P(U) eine in U enthaltene offene Umgebung 7 von x gibt mit
der Eigenschaft, daB die Restriktion von A4 auf ¥ in Q(V) enthalten ist.

Wieder gibt es, wie sich zeigen wird, eine groe Zahl von paarweise nicht isomorphen Multiplikations-
theorien. Wir fiithren in ihrer Gesamtheit eine entsprechende Ordnungsrelation ein, gestiitzt auf das folgende

Miinchen, Ak, Abh, 1956 (Kénig) 4
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Corollar zu Satz1: Es seien P, , P, zwei Multiplikationstheorien, #, v zwei zulissige, lineare,
mit der Differentiation und der Multiplikation vertauschbare und # elementweise fest
lassende Abbildungen von 2; in P,. Dann lassen #, v auch D elementweise fest und stim-
men vollstindig tGberein.

Definition 3: Es seien P;, P, zwei Multiplikationstheorien. Wir nennen P, Verengung
von A, in Zeichen P, > P,, wenn es eine (und folglich genau eine) zulissige, lineare, mit
der Differentiation und der Multiplikation vertauschbare und # (und folglich auch D)
elementweise fest lassende Abbildung #« von 2; in P, gibt.

Es ist wiederum klar, daB3 diese Verengungsrelation in der Gesamtheit aller Multipli-
kationstheorien eine (teilweise) Ordnung definiert. Die gleichzeitige Giiltigkeit von P, > P,
und P, > P; besagt nichts anderes als die Isomorphie der Multiplikationstheorien 7y, P,.

2. Das charakteristische System einer Multiplikationstheorie

FiirjedesU € Qundjedesn =1, 2,...sei £,(U) = ® E(U), das n-fache Tensorprodukt
des reellen Vektorraumes Z (U), ferner E(U) = @ E,(U), die direkte Summe aller £, (U),
n=1
die ZTensoralgebra von E(U). Den Teilraum £, (U) von E(U) identifizieren wir mit £(U).

Die fundamentalen Eigenschaften des Tensorproduktes, die wir im folgenden stindig benutzen werden,
sind in [1], insbesondere S. 1-20 dargestellt. Man beachte, dafl es sich in unserem Falle stets um Tensor-
produkte von reellen Vektorrdumen handelt.

Die Elemente der Tensorprodukte 4, und der Tensoralgebra A eines Vektorraumes 4 bezeichnen wir
grundsitzlich mit denselben Symbolen wie die von A, nur im Fettdruck.

Durch die tensorielle Multiplikation $ ® T wird E(U) zu einer reellen Algebra. Wir er-
klaren weiter durch

(4.2) (51959...05)=2S0...050...05

7
Jj=1

Sy S0 E E(OD), ¥ =11,12;..

eine lineare Abbildung von E(U) in sich, die auf £Z(U) mit der Differentiation iiberein-
stimmt und mit der Multiplikation durch die Produktregel

(4-3) ey =S§SeT+4SeT, S, TEEQU)

verkniipft ist. Diese Abbildung nennen wir wieder kurz Differentiation.

Das so definierte System E wird durch die in natiirlicher Weise erklirte Restriktion zu
einem lokal strukturierten System tiber R, ebenso alle Teilsysteme £, . Die reelle Algebra-
Struktur von E ist mit dieser lokalen Struktur vertriglich, und die Differentiation wird zu
einer zulissigen, linearen Abbildung von E in sich.

Wir machen darauf aufmerksam, daf das System E weder die Eigenschaft (L;) noch (L,) besitzt.

Es sei nun 2 eine Multiplikationstheorie und @ das zugehoérige, im vorigen Abschnitt
definierte Teilsystem von 2. Wir definieren eine zulissige, lineare, mit der Differentiation
und der Multiplikation vertauschbare und £ elementweise fest lassende Abbildung v von
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E auf Q, indem wir fur jedes UE £ dem Element S;®...@ S, & E(U) das Element
S1...S, € Q(U) zuordnen. Die dieser Abbildung entsprechende, mit der lokalen Struktur
vertriagliche separierende Aquivalenzrelation auf E wird durch einen separierenden linea-
ren Teilraum C von E, den Kern der Abbildung v, beschrieben. Fiir jedes U & £ besitzt der
Teilraum C'(U) von E(U) die folgenden Eigenschaften:

(CM,) C(U) ist ein gegen die Differentiation abgeschlossenes Linksideal.

(CM,) Fiir jedes Paar f, g€ F(U) gilt feg —fgE CUU).

(CM;) C(U) enthilt keine von Null verschiedene Distribution endlicher Ordnung
Se EW).

Wir nennen v die charakteristische Abbildung v, und C das charakteristische System Cp
der Multiplikationstheorie P.

Es sei nun umgekehrt C ein separierender linearer Teilraum von E, der die Eigenschaften
(CM,) bis (CMj) besitzt. Das Quotientensystem @ = E/C besitzt dann die Eigenschaft
(L,) und enthilt £ als Teilsystem. Weiter ist auf Q erstens eine lineare Vektorraumstruktur
iiber R erklirt, die auf £ mit dessen Vektorraumstruktur iibereinstimmt, zweitens eine
zulissige, lineare Abbildung in sich, wieder Differentiation genannt, die auf £ mit der di-
stributionentheoretischen iibereinstimmt, und drittens eine zuldssige, bilineare Abbildung
von E X Q in Q, wieder Multiplikation genannt, die auf # X F mit der gew6hnlichen Mul-
tiplikation tibereinstimmt und mit der Differentiation durch die Produktregel (4.1) ver-
kniipft ist. Jedes Element 4 € Q(U) ist dann als endliche Summe von Produkten S; ... S,
von Distributionen endlicher Ordnung Sy, . . ., S, € £ (U) darstellbar. Diese ganze Struk-
tur ist, wieder nach § 1, Abschnitt 3, in eindeutiger Weise auf das Hiillensystem P = Q
von Q fortsetzbar, und P ist in bezug auf diese Struktur nicht nur ein Multiplikationssystem,
sondern sogar eine Multiplikationstheorie. SchlieBlich ist die kanonische Abbildung z von
E auf Q nichts anderes als die charakteristische Abbildung 2, von 2, mithin C genau das
charakteristische System Cj von 2.

Ebenso wie in § 3, Abschnitt 2, zeigt man schliellich, da$3 die Relationen 2, > P, und
Cp, C Cp, genau gleichwertig sind, dall insbesondere also die Gleichheit von Cp, Cp,
nichts anderes als die Isomorphie der Multiplikationstheorien 7, £, besagt. Wir haben
also wieder den

Satz 2: Die Zuordnung P — C, definiert eine umkehrbar eindeutige und anti-ordnungs-
treue Korrespondenz zwischen den (Klassen isomorpher) Multiplikationstheorien 2 und
den separierenden, die Eigenschaften (CM,) bis (CM,) besitzenden Teilriumen C von E.

Desgleichen {ibertragen sich die hieran schlieBenden Betrachtungen aus § 3, Abschnitt 2
fast wortlich, wir haben also das

Corollar zu Satz 2: Jede Familie (7;),.;, von Multiplikationstheorien P; besitzt (in be-

zug auf die Ordnungsrelation =) eine obere Grenze |_) 7;, jede total geordnete Familie
el
(P);c; auBerdem eine untere Grenze () £;. Insbesondere gibt es, falls iiberhaupt Multi-
el
plikationstheorien existieren, eine eindeutig bestimmte maximale Multiplikationstheorie 2,
aus der alle anderen durch Verengung hervorgehen, und zu jeder Multiplikationstheorie

gibt es mindestens eine minimale Verengung.

Die Frage nach der Existenz von Multiplikationstheorien aber, deren Analogon fiir die Differentiations-
theorien wir in § 3 fast unmittelbar aus dem damaligen Satz 2 heraus beantworten konnten, ist hier von we-
sentlich komplizierterer Natur. — Hierfiir sind vor allem die beiden folgenden Tatsachen verantwortlich:
Erstens ist die ,,erzeugende Operation‘‘ unserer jetzigen Erweiterung, die Multiplikation, im Gegensatz zur
damaligen, der Differentiation, eine zweistel/lige Verkniipfung. Zweitens ist hier neben dieser erzeugenden

.
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Operation noch eine zweite, namlich eben die Differentiation, mit im Spiele. Nicht zuletzt tragen auch die
zusitzlichen Postulate, die sich in den niichsten Abschnitten als notwendig erweisen werden, zur Kompli-
zierung des Problems bei.

Wir fahren in den folgenden Abschnitten zunichst mit der Erdrterung der Grundbegriffe fort. In den nich-
sten beiden Paragraphen greifen wir das Existenzproblem und die damit zusammenhingenden Fragen dann
in ihrem ganzen Umfange an.

3. Die lokale Stufen-Ordnungsstruktur
Fiir jedes U & 2 definieren wir als Stufe G(S) eines Elementes SE E(U) die kleinste
Zahl n (n = 1, 2, . . .), fur die S in der direkten Summe E, (U) = @ E,;(U) enthalten ist,

und als Ordnung H(S) von S die kleinste Zahl (m 3 (0h il o - ) m1t der Eigenschaft,
daB § als endliche Summe von Produkten S; @ -+ ® S, von Distrlbutlonen S1,..0 8, E

EU) mit Z H(S;) < m darstellbar ist. Fiir jedes m = o, 1, 2, ... seien E*(U), EXU),

EXU) bemehenthch die Teilraume aller SE E(U), E,(U), E,(U), mit H(S) < m. Offenbar ist
nicht nur E(U) = E(U) = E(U), sondern auch E}({U) = EP({U) = E™(U) fir jedes m;
d. h. die eben definierte Ordnung stimmt auf Z(U) mit der in § 3, Abschnitt 4 eingefithrten
iiberein.

Die Ungleichungen

(4.4) GS+T) £ Max (GS), G(T)), GEeT) XGOS + G(T)

fir S, T &€ E(U) sind wieder trivial, ebenso die entsprechenden fiir H. Da die Tensoralgebra
nullteilerfrei ist, gilt in der zweiten Ungleichung (4.4) fiir S, T 5= o das Gleichheitszeichen,
ebenso, wie man leicht iiberlegt, auch fur /7. Beziglich der Differentiation gilt fir SE E(U)

@3) GE) £6E), H(S) 2 Max (o, HES) —1).

In der ersten dieser Ungleichungen wird das Gleichheitszeichen im allgemeinen, selbst
fiir S 5= o, naturlich nicht gelten; dagegen {iberlegt man unschwer (ohne daB wir davon
Gebrauch machen werden), daB es in der zweiten Ungleichung stets gilt.

SchlieBlich werden Stufe und Ordnung eines Elementes von E(U) bei der Restriktion
auf eine offene Teilmenge V von U nicht vergréBert; mit anderen Worten: Alle Systeme
E,, E”, E?, E? sind Teilsysteme von E. Die gegenseitigen Enthaltenseinsrelationen sind
klar,

Es sei nun 2 eine Multiplikationstheorie. Als Stufe G(A) eines Elementes A & QU)
definieren wir G (A4) = Min G(S), wobei SEE(U) alle Reprisentanten von A durchliuft.
Aus (4.4) wird dann

(4.6) G(4 + B) < Max (G(4), G(B)), G(SA) £ G(A4) + 1

fir 4, BEQU),S&€ EU). Furjedesn=1, 2, .. .sei Q,(U) der Teilraum aller 4 € Q)
mit G(A) < n. Insbesondere stimmt Q,(U) mit Z () tiberein. Alle Systeme @, sind wieder
Teilriume von Q und bilden eine aufsteigende Folge.

Ebenso liegt es nahe, als Ordnung H'(A) von 4 € Q(U) wieder H'(A) = Min H(S) zu
definieren, wobei S &€ E(U) alle Reprisentanten von 4 durchliuft. Dann gilt wieder

4.7) H'(A+ B) < Max (H'(4), H'(B)), H'(SA) <H(S)+ H'(A)
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fir 4, B QU), S&€ EU). Fur jedes m =0, 1, 2, ... seien Q"(U), Q7(U) wieder die
Teilrdiume aller 4 € QU), Q,(U) mit H'(A) < m. Insbesondere gilt QYU) = Q°(U) =
FU). Alle Systeme Q™, QO sind wieder Teilriume von Q mit evidenten gegenseitigen Ent-
haltenseinsrelationen.

SchlieBlich werde die fotale Ordnung A'(A) von A & Q(U) wieder durch 7'(A) = H'(4)
fir 4'(4) >o und A'(4) =H(A) fir H'(4A) = o, also A € F(U) definiert. Die erste
der Ungleichungen (4.7) tibertriagt sich auf 7'(4).

Beziiglich der Differentiation gilt fiir jedes 4 & QU)

(4.8) G4 £ G(4), H'(4) =Max (o, H(A"y—1), A(A") <A(A) + 1.

In den beiden letzten dieser Ungleichungen gilt das Gleichheitszeichen offenbar genau
simultan.

Als Stufe G, (A), Ordnung H.(A) und totale Ordnung H.(A) im Punkte x & U eines
beliebigen Elementes 4 € P(U) definieren wir wieder G, (4) = Min G(4)), H.(A) =
Min H'(A,) und A.(A) = Min A'(A4,), wobei V alle in U enthaltenen offenen Umgebun-
gen von x durchlduft, fiir die die Restriktion 4, von A4 auf V' in Q(V') enthalten ist. Wieder
gilt /,(A) = Max (o, Z,(A4)), ferner die Analoga zu (4.6), (4.7) und, entsprechend (4.8),
fir jedes 4 € P(U)

49)  G.(A) SG(4), H(A)2Max (o, H(A)—1), H(A) SH(4)+ 1.

Auch hier gilt in den beiden letzten Ungleichungen das Gleichheitszeichen wieder genau
simultan.

Wie bei den Distributionen gibt es auch hier zu jedem 4 & P(U) und jedem x & U wieder
eine in U enthaltene Umgebung / von x mit der Eigenschaft, daf fiir alle y € J die Un-
gleichungen G,(4) < G,(4) und H,(A4) < H,(A) gelten. G,(A) und H,(A) sind also bei
festem A als Funktionen von x in jeder relativ zu  kompakten Teilmenge von U beschrinkt,
aber im allgemeinen keineswegs auf ganz U. Die Gesamtheit aller 4 & P(U), fiir die diese
Beschriinktheit sowohl fiir G,(4) als auch fiir /(A) stattfindet, enthilt offenbar Q(U),
braucht aber im allgemeinen nicht mit Q(U) tibereinzustimmen.

Das hat, kurz gesagt, den folgenden Grund: Ist fiir ein 4 € P(U) etwa G (A4) = 2 fiir jedes x € U,
ist also 4 in einer gewissen Umgebung U, eines jeden Punktes x € U in der Form S; 73+ +++ + S, 7, mit
S;, 77 € E(U,) darstellbar, so brauchen die zu allen Punkten x gehdrigen Minimalzahlen 7 = »(x) keine
obere Schranke zu besitzen, die natiirlich dafiir, daB A4 in Q (U) enthalten ist, notwendig ist.

Auch braucht fiir ein 4 € Q(U) nicht notwendig G(4) = Max G,(A4) und H'(4) = Max /1] (A) zu gel-
ten. Alle diese Tatsachen sind indessen fir unsere Theorie nicht sehr bedeutungsvoll.

Bei der Einfithrung der Stufen-Ordnungsstruktur tritt jedoch eine andere, ernste Schwie-
rigkeit auf: Es ist nach dem bisher Gesagten keineswegs klar, ob fur jedes S & £(U) die
Ordnung A'(S) mit der in § 3, Abschnitt 4 definierten /A (S) iibereinstimmt, ebenso, ob
fir jedes S & D(U) und jedes x € U die Ordnungen /. (S) und H(S) iibereinstimmen.

In der Tat kann man Multiplikationstheorien angeben, in denen beide Ordnungen zuweilen voneinander
verschieden sind. Wir werden nur aus Raumgriinden auf die Konstruktion eines Beispiels verzichten.

Allgemein kann man nur sagen, daB stets 7' (S) < #(S) und daher auch . (S) < 7 (S)
gilt. Die Gleichheit von A'(S), H(S) gilt also sicher fur /7(S) = o, und auch fur Z(S) =1
kann man sich leicht davon iiberzeugen. Aber fiir /7/(S) = 2 ist es sehr wohl denkbar,
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daB3 S einen Reprisentanten SE E(U) besitzt, der nicht in £ (U) enthalten ist und fiir den
1 = H(S) <<H(S) gilt. Andererseits ist klar, dal3 im Rahmen einer sinnvollen Multipli-
kationstheorie die Gleichungen /'(S) = H(S), H.(S) = H,(S) sicher notwendig sind. Es
bleibt uns daher nichts anderes iibrig, als diese Gleichheit zu postulieren in der folgenden
Regularititsforderung an die Multiplikationstheorie P:

(Ry) Fiir jedes x& UE 2 und jedes S& D) gilt H.(S) = H_(S).

Diese Forderung (R,) hat natiirlich auch die Gleichheit der totalen Ordnungen 7, (S), 7Z,(S) fir jedes
x €U zur Folge. Aus § 3, Prop. 2 folgt weiter, da3 dann fiir jedes S € £(U) auch die Ordnungen #'(S),
A (S) und die totalen Ordnungen A’ (S), Z(S) iibereinstimmen. Wir haben es jedoch vorgezogen, die Gleich-
heit fiir die praktisch wichtigeren Ordnungen #(S), 4, (S) von S € D(U) im Punkte ¥ € U zu postulieren.

In einer die Forderung (R,) erfillenden Multiplikationstheorie P werden wir im folgenden immer das
Zeichen ' an den Ordnungen fortlassen.

Wir schliefen noch cine weitere, stirkere Regularititsforderung an die Multiplikations-
theorie P an, die offensichtlich eine sinngemifle und verniinftige Verallgemeinerung
von (R,) ist:

(Ry) Fiir jedes x& U L und jedes A& PU) gilt in allen Ungleichungen (4.9) das
Gleichheitszeichen.

Wir wissen aus § 3, Abschnitt 4, dafl in den den beiden letzten Ungleichungen (4.9) entsprechenden fiir
die distributionentheoretischen Ordnungen 4, (S), H,(S) stets die Gleichheit gilt. Auf Grund dieser Be-
merkung folgt aus (R,) durch vollstindige Induktion nach 4, (S) in der Tat die Ubereinstimmung von &, (5)
und H,.(S) wie die von /Z[(S) und Z(S), also die Forderung (R,).

Wir betonen ausdriicklich, dafl aus (R;) nicht notwendig die Giiltigkeit des Gleichheitszeichens in (4.8)
fiir alle 4 € Q(U) folgt. Diese Gleichheiten gelten jedoch sicher dann, wenn fiir jedes 4 € Q(U) die Rela-
tionen G(A4) = Max G,(A4) und H'(A) = Max H}(A4) bestehen.

SchlieBlich definieren wir wieder den Begriff des 77dgers eines Elementes A& P(U).
Auf Grund von (L) gibt es eine (evtl. leere) maximale offene Teilmenge V" von U, auf der 4
die Restriktion Null besitzt. Das in U gebildete Komplement von V heiBt der Zrdger A
von A. Fir eine Distribution S& D(U) stimmt der so definierte Triger offenbar mit dem
in § 3 Abschnitt 4 eingefiihrten {iberein.

A ist seiner Definition nach in U abgeschlossen. Ist A insbesondere kompakt, so sind
Max G,(4) und Max /] (A) notwendig endlich (man kann in diesem Falle sogar 4 & Q(U)
beweisen). Auf Grund von (L) kann man 4 dann auf jedes U enthaltende U; &€ £ in ein-
deutiger Weise zu einem Element 4, & P(U,) mit 4, = A fortsetzen.

4. Multiplizierbare Distributionen

Es sei P eine Multiplikationstheorie. Fiir jedes U& £ nennen wir zwei Distributionen
S, TE€ D) (in dieser Reihenfolge!) multiplizierbar in bezug auf P, wenn ihr Produkt
ST & P(U) wieder eine Distribution ist. Wir nennen S, 7& D (U) absolut multiplizierbar,
wenn sie in bezug auf jede Multiplikationstheorie multiplizierbar sind.

Ist die Multiplikationstheorie 2, Verengung der Multiplikationstheorie 2, und sind
S, 7€ D(U) in bezug auf P; multiplizierbar, so sind sie es offenbar auch in bezug auf 2,,
und die in 2, () und in P,(U) gebildeten Produktdistributionen S7° stimmen {iberein.
Insbesondere sind S, 7”& D(U) genau dann absolut multiplizierbar, wenn sie in bezug auf
die maximale Multiplikationstheorie 2 multiplizierbar sind, und in allen Multiplikations-
theorien besitzen sie dasselbe Produkt.

Es ist aber, natiirlich, sehr wohl denkbar, dafl S, 7" in bezug auf mehrere Multipli-
kationstheorien 2; multiplizierbar sind, von denen keine Verengung der anderen ist, und
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da3 die in den P,(U) gebildeten Produktdistributionen S 7 alle voneinander verschieden
sind.

Proposition 1: Zwei Distributionen S, 7& D (U) sind sicher dann absolut multiplizier-
bar, wenn fiir jedes x & U die Ungleichung

(4.10) AS) + A7) <o
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