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Uber die riumliche und scheinbare Verteilung
der Sterne.

Von H. Seeliger.

Vorgetragen in der Sitzung am 7. Dezember 1912,

Die vorlicgende Arbeit gibt einen weiteren Beitrag zur
Erkenntnis des Zusammenhanges zwischen der scheinbaren Ver-
teilung der Sterne am Himmel und der Konstitution des Fix-
sternkomplexes, i dem wir uns befinden. Gegenwiirtic mul;
man sich mit solchen Beitriigen begniigen, denn es zeigt sich,
dalz eine definitive Lissung der hier auftretenden Probleme ein
viel mehr ausgebreitetes Deobachtungsmaterial erfordert, als
jetzt zu Gebote steht. Das verfiighare statistische Material er-
streckt sich nur i Ausnahmetiillen auf schwiichere Sterne,
als von der 9. bis 10. Grofie, aber gerade die Verteilung dieser
schwiicheren Sterne ist voraussichtlich von ausschlaggebender
Wichtigkeit und wird zur Entscheidung von Vieldeutigkeiten,
die dem Problem noch anhaften, beitragen. Das Studium der
scheinbaren Verteilung schwacher Sterne am Himmel ist deshall
eine sehr wichtige Aufgabe, welche dem beobachtenden Astro-
nomen zufillt.  Selbstverstiindlich muf dabel eine sehr sorg-
filtige Helligkeitshestimmung ausgefithrt werden. s ist aber
ganz nebensiichlich, ob die Sternhelligkeit physiologisch, photo-
graphisch oder irgendwie anders gemessen wird. Nur mul
fiir die ganze Reihe der Sterne, von den hellsten bis zu den
schiwiichsten, dieselbe Art der Energiebestimmung zur Anwen-
dung kommen. Die absoluten Leuchtkriifte werden natiirlich
i den verschicdenen Fiillen verschiedene Hiufigkeitsfunktionen
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aufweisen, die riiumliche Dichtigkeit, welche durch die Zahl
aller in der Volumeinheit enthaltenen Sterne definiert ist, kann
hiervon aber nicht abhingen. Und so wiirde schliefilich die
Verwertung der Messungsresultate nach verschiedenen Methoden
der Helligkeitsbestimmung wirksame Priifungen {iir das Knd-
resultat abgeben. Die Art der Helligkeitsmessung hat nur die
allerdings notwendige Bedingung zu erfillen, dali die Schwii-
chung der Intensitiit nach dem quadratischen Gesetz bei der
freien riumlichen Ausdehnung der Lichthewegung wieder-
gegehen wird.

So sind bel photometrischen Beobachtungen, wo divekt
der Lichteindruck auf das Auge malbigebend ist, sehr gut ver-
schiedene Skalen moglich, von denen jede in dem obigen Sinne
homogen und infolgedessen durchaus brauchbar ist. Man kann
also von verschiedenen photometrischen Systemen sprechen und
es ist von Wichtigkeit, dal das verwendete System im obigen
Sinne homogen ist. Strenge genommen werden also fiir ver-

schiedene photometrische Systeme — die besseren zeigen iibri-
gens keine grolien Abweichungen voneinander — verschiedene

Hiufigkeitstfunktionen der Leuchtkriifte auftreten, die riium-
liche Dichtigkeit der Sternverteilung kann davon nicht beriilint
werden. Da zur Bildung der Hiufigkeitsfunktion die Anord-
nung der Sterne nach ihrer Helligkeit in der Entlernung 1
ohne Riicksicht auf die Farbe der Sterne ertolgt, so werden
gerade die verschiedenen Systeme darin verschieden sein, dal:
die Helligkeitsmessung von der Farbe nicht immer unabhiingig
ist.  Wenn aber die Schwiichung des Lichts gemili des qua-
dratischen Gesetzes wiedergegeben ist, dann ist ein schiidlicher
Einfluk der Sternfarbe auf die Sicherheit des Materials nicht
vorhanden.

Man kounte nun, der eingangs gemachten Bemerkung
gemiil3, die Frage aufwerfen, ob man nicht die sehr nitige
Vermehrung des statistischen Materials abwarten sollte, ehe
man den Versuech macht, zu hestimmten Vorstellungen iber
unser Sternsystem vorzudringen. Diese I'rage mull aber, wie
ich glaube, entschieden verneint werden, und zwar schon des-

il
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halb, weil gerade die weitere Verfolgung

H
gewisser Annahmen, ohne die man gegenwiirtig nicht aus-
kommt, darauf hinweist, was man von dem tatsiichlichen Ma-
teriale fordern mufi und was es hisher noch nicht leistet. So
hat sich z B. ergeben, dafi die zahlenmiiliigen Nachweise iiber
die scheinbare Verteilung der Sterne eine gewisse Genauigkeit
haben miissen, wenn sie verwendbar sein sollen und daB es
nicht angeht, ganz rohe Angaben den Betrachtungen zu Grunde
zu legen. Weiterhin ergibt sich, daf das von mir als ,sche-
matisch® hezeichnete Sternsystem, in dem von der Abhingig-
keit der Sternverteilung von der Lage zur Milchstrafie abge-
sehen wird, wohl zur ersten Orientierung dienen kann, dafi es
sich aber viel zu weit und in undefinierbarer Weise von den
tatsiichlichen Verhiltnissen entfernt und demzufolge zu unrich-
tigen Schliissen verleiten kann.

Man darf eben nicht die gewaltige Symmetriechene der
Milchstrae, die alle stellarastronomischen Betrachtungen be-
einflussen muf, einfach unberiicksichtigh lassen. Schon aus
diesem Grunde ist es geboten, die Betrachtungen, die dem
schematischen Sternsystemn bisher zuteil geworden sind, auf
das ,typische® auszudehnen, in welchem iiberall auf eine Be-
riicksichtigung der Abhiingigkeit von der galaktischen Breite
Bedacht genommen wird. Dieser Standpunkt ist iibrigens
bereits in meiner ersten Arbeit vom Jahre 1898 festgehalten
worden.

der Konsequenzen

Im folgenden werden nun Rechnungen angestellt, die zum
weiteren Eindringen in die Verhiiltnisse im Sternsystem bei-
tragen sollen. In Axt. 1 hetrachte ich, an eigene frithere und
auch an fremde Arbeiten anschlieffend, noch einmal das sche-
matische Sternsystem: und zwar unter der Voraussetzung, dal
Sterne von beliebig grofier Leuchtkraft vorkommen kinnen.
Wie zu erwarten, ergibt sich, daf dann das Problem, aus der An-
zahl der Sterne verschiedener Helligkeit und aus den mittleren
Parallaxen dieser Sterne, wie sie aus den Eigenbewegungen
abgeleitet worden sind, die riumliche Verteilung der Sterne
zu bestimmen, auch praktisch keine eindeutige Losung hat,
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weun man dem Sternsystem verschiedene endliche Begrenzungen
gibt, dall man vielmehr unendlich viele voneinander stark ab-
weichende Losungen finden kann, die den gegenwiirtig verfiig-
baren Daten innerhalb zuliissiger Genauigkeitsgrenzen geniigen.

In Art. 2 wird der Versuch gemacht mit den in Art. 1
gebrauchten Ansiitzen fiir ein unendlich ausgedehntes typisches
Sternsystem die Rechnung durchzufithren. Es ergibt sich eine
Abhiingigkeit der mittleren Parallaxen von der galaktischen
Breite in der Weise, dali diese fiir die schwiicheren Sterne in
der Milchstrake kleiner sind, wie in den von ihr entfernteren
Regionen.  Dabei treten aber betriichtliche unregelmiifiige
Schwankungen in den Parallaxen der helleren Sterne hervor.
Ferner sind die systematischen Abweichungen nicht von der
Art und Grole, wie man sie eigentlich erwarten durfte. Man
wird daraus den Schluli zichen konnen, vielleicht ziehen miissen,
dali neben der Unsicherheit der statistischen Daten auch der
Umstand mitgewirkt haben mag, die Form der gemachten An-
siitze entspriiche nicht der Natur des Problems. Indessen er-
gab, in le)ereinstimmung mit dem Folgenden, auch diese Rech-
nung, daly bei Sternen, die schwiicher als etwa von der 7. his
8. Grile sind, die Angabe einer mittleren Parallaxe leinen
rechten Sinn hat, wenn man nicht zugleich angibt, wie sich
die betreffenden Sterne iiber die cinzelnen zur Milchstrake orien-
tierten Zonen verteilen.

In Art. 3 werden die von mir in einer Arbeit von 19111)
gemachten Ansiitze auf das typische Sternsystem angewendet.
Dieselben beruhen auf der Annahme einer endlichen Grenze I,
welche die Leuchtkriifte der Sterne micht iiberschreiten. Dann
folgt die endliche Ausdehnung des Sternsystems von selbst und
kaun, wenn auch nur unsicher, bestimmt werden. Eine bhei-
liufige Rechnung ergab fir die Gesamtausdehnung des Systems
in der zur Milchstrafie senkrechten Richtung etwa 660 und in

1) Uber die ritumliche Verteilung der Sterne im schematischen
Sternsystem. Minchener Sitzungsberichte 1911, Iier werden auch meine
fritheren Arbeiten in diesem Gebiete ihrer Tendenz nach zussmmengcefafit.
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der Richtung der Milchstrafie 5500 Siriusweiten. (line Sirius-
weite entspricht einer Parallaxe 072.) Die Gestalt ist also der
einer flachen Scheibe i#ihnlich, als welche ja auch im grofien
und ganzen in schr viel kleinerem Malistabe die Spiralnebel
sich darzustellen scheinen. Die mittleren Parallaxen zeigen
eine sehr bemerkbare Abhiingigkeit von der Lage zur Milch-
straBie: die Sterne von derselben scheinbaren Helligkeit sind in
der Milchstrake selir betriichtlich (z. B. Sterne 8. Grofie mehr
als doppelt soweit) weiter von uns entfernt als in der Nihe der
Pole der Milchstrae. Das zuletzt genannte Resultat habe ich
vor kurzem an andrer Stelle!) besprochen, so dafi ich in diesem
Aufsatze nicht nither darauf eingehen werde. Zu bemerken ist
ausdriicklich, daf bei allen Rechnungen auf eine etwaige Ex-
tinktion des Sternlichts keine Riicksicht genommen worden ist.

In den bisher erwiilinten Avtikeln wurde die scheinbare
Verteilung der Sterne, deren Grofie < 6.5 ist, gebraucht und
zwar fiir die einzelnen Milchstrafienzonen. Diese Daten waren
mit nachweisharer Bestimmtheit frither nicht zu erlangen. Jetzt
liegen aber vortreffliche photometrische Kataloge vor und es
war eine Diskussion fiir die hellen Sterne in der angegebenen
Richtung geboten und ausfithrbar. Die Resultate einer solchen
Diskussion sind in Art. 4 enthalten.

1.

In meiner letzten Arbeit?®) iiber die riiumliche Verteilung
der Fixsterne, die ich im folgenden mit (III) bezeichnen und
deren Inhalt ich als bekannt voraussetzen werde, habe ich
einige Rechnungen iiber das schematische Sternsystem ange-
stellt. Das dort benutzte System von Formeln und Zahlen ist
auf der Annahme gegriindet, dafi die absoluten Leuchtkrifte i
der Sterne einen gewissen endlichen Wert H nicht iiberschreiten.
Aus dieser Annahwe allein folgh dann die endliche Ausdehnung
des Sternsystems von selbst und es gelingt sowohl die Darstel-

1) Astronomische Nachrichten, Nr. 4617.
2) Uber die ritumliche Verteilung der Sterne im schematischen
Sternsystem. Sitzungsberichte der Miinchener Akademie d. Wiss. 1911,
Sitzungsh. d. math.-phys. K1, Jahrg, 1912, . 30
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lung der festgestellten Zahlen 4,,, das ist der Zahl der Sterne,
von den hellsten bis zur GroBe s als auch der als empirisch
gegeben angesehenen mittleren Parallaxen =z, der Sterne von
der Grofie . Die Voraussetzung des Bestehens ciner solehen
endlichen Grofie JI Dbraucht selbstverstiindlich nicht strenge
erfiillf zu sein und sie sagt nur aus, dak die Hiufigkeits-
funktion ¢ (i) fiir i > H praktisch unmerkliche Werte hat. Die
Griinde, warum ich die genannte Voraussetzung beibehalten
habe, trotzdem natiirlich das Fallenlassen derselben die Aus-
gangsformeln sehr vereinfacht, habe ich ausfithrlich in (III)
auseinandergesetzt. Nimmt man von vornherein H= o, so
stellt sich die Notwendigkeit einer anderen Hypothese heraus:
man mub nimlich {iber die Grenzentfernung »,, bis zu welcher
sich das Sternsystem erstreckt, eine Annahme machen. In der
Tat werde ich zeigen, dali man », innerhalb eines Intervalls,
das sich von einem ziemlich kleinen Wert bis zu r = = er-
streckt, willkiirlich wiihlen kann, ohne die Darstellung der
Zahlen A,, und =z, ihrer Sicherheit entsprechend, ernstlich zu
gefithrden. Auch wird sich der wahre Grund dieser Erschei-
nung klar darstellen, welche praktisch genommen einer Viel-
deutigkeit der Aufgahe gleichkommt, aus den Zahlen 4,, und a,,
die ritumliche Dichtigkeit 4 und die Hiufigkeitsfunktion ¢ (i)
zu bestimmen. Daraus folgt die Erkenntnis, daf; die Annahme
r, = o eine willkiirliche ist. Sie diirfte auch an sich ernsten
Bedenken allgemeiner Art ausgesetzt sein, wenn sie mehr als
eine rechnerische Bedeutung haben soll. Man miiite sich denn
das Universum so vorstellen, daf iiberall leuchtende Weltkirper
vorhanden sind, die sich in gewissen Teilen, gewissermafien in
Knoten dichter zusammendriingen. Kiner dieser Knoten wiirde
dann unser MilchstraBiensystem sein. Das letztere wiirde also
nicht mehr als ein isoliertes System zu betrachten sein. Auf
die Schwierigkeiten, die mit solchen oder #hnlichen Vorstel-
lungen verkniipft sind, soll hier nicht eingegangen werden.
Infolge der den Zahlen A,, und =, anhaftenden Unsicher-
heiten ist die Aufgabe, aus ilmen auf die Konstitution des
Sternsystems zu schliefien, ecine nicht geniigend bestimmte,
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denn es hat sich, wie ich ofters betont habe, herausgestellt, daf
verhiiltnismiifiig geringe Anderungen in den genannten Daten zu
sehr merklich verschiedenen Funktionswerten 4 und ¢ fithren.
Nun sind sicherlich die Parallaxenwerte =, vielleicht mit
Ausnahme der fiir kleine #2, bisher nicht so sicher bestimmt,
daf man nicht sehr betriichtliche Korrekturen fiir moglich
halten diirfte und was die 4,, betrifft, so wissen wir iiber ihren
Verlauf fiir m > 10 eigentlich sehr wenig und gerade hier ist
eine Beschriinkung der genannten Vieldeutigkeit zu wiinschen.
Die letztere Liicke wird voraussichtlich in nicht zu ferner Zeit
wenn auch nicht ausgefiillt, so doch verkleinert werden kiinnen
und dann werden manche Ansiitze, die jetzt noch als zuliissig
angesehen werden miissen, als unzutreffend erkannt werden.
In jedem Falle erscheint es als ein niitzliches Unternehmen,
die verschiedenen Moglichkeiten durchzurechnen, weil man
nur so auf die Punkte aufmerksam werden kann, die auf die
definitive Lisung des grolien Problems, soweit man von einer
solchen iiberhaupt sprechen kann, von wesentlichem Einfluf
sein kdnnen.

Iech werde nun zuerst die Annahme H = o weiter ver-
folgen. Aus den in (III) angefiihrten Hauptformeln folgt, wenn
von einer Absorption abgesehen wird:

rq

3.Ay ! 2y
sh = C-J 1(@)¢* @ (hno®)do = — ¢,
0
ry
f/‘ (0) - 0® ¢ (fu 07) do
T, == 0.2 & : =072 J“J'
J,

"
f A(0) o* ¢ (hun 0*) d o
th

Fir ¢ soll der in (IHI) henutzte Exponentialansatz zur
Anwendung kommen. fiir J(9) die zweigliedrige Formel,
welche Herr Schwarzschild  benutzt hat, und die in  der

30*
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Tat, sobald man H==ow annimmt, formale Vorteile dar-
bietet. Hs werde demmnach gesetzt:
@ (Z) = [ ealogi~b(logm; A (Q) =y ealogg — flog p)?

wobei natiirliche Logarithmen gemeint sind. Das Integral
Ty = 4@ 0u i Ume?) dy

kann dann, nach einer ganz iihnlichen Rechnung wie in ([II),
S. 438, als Krampsches Integral dargestellt werden. Man
fiihre ein:

0.4 ,
o, 8 4 Wt —3+4bpm)?
R=—apm—bp*m? 4 *—- ip
S — 1/17[100., _gtp—=3 +ib,2”nJ
] »)P !
dann wird:
s
I = %-e” fe‘?/"dy.

Setzt man noch

— q
c=1P log r, — ﬁ/—])

und beachtet, dat dh, = —pe~?"dm, so wird:
1 2bp
- - —m
ey
3
dAm )’CT ’"1’[ (g--1—1— a] ﬂbp e -7/7(11
dm ~— 1/p Co ey
— @
' (D
G—f—l ——2bpm t;—kaIZm
2P yr Ve
_ (l—[—" ) _2mpb
T | 7P dy = 02¢ MAT Pobe¥dy
. -
(g4-1)2

wo I"=1T"-p.¢*" |
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Fiir das Folgende ist die Bemerkung von Wichtigkeit, dafi
sich solche Krampsche Integrale innerhalb gewisser Grenzen
mit beschriinkter Genauigkeit, d. h. bis auf wenige Einheiten
der 8. Dezimale, durch sehr einfache Interpolationsformeln
darstellen lassen. So kann man den gewdhnlichen Loga-
rithmus von

ow

9 %
D) = T/A -je"-'/" dy,
7T

wenn & zwischen L 0.8 liegt, ersetzen durch
log () = + 0.5062& — 0.2736 &2,
wie aus der Tabelle folgt:

log P (%)
Formel Strenge  Diff.

=410 0.233 0265  (—32)
+0.8 0.230 0.241 —11
+06 0.205 0.205 0
-+ 0.4 0.159 0155  + 4
+0.2 0.090 0.087 -+ 3
0 0 0 + 0
—02 —o0ll12 0109  — 3
—04  —0246 0243 — 3
—06  —0402  —0.402 0
—08 —03580 —0589 -+ 9
—10 0780 —0.803 (+23)

In dhnlicher Weise kann man den gewdhnlichen Loga-
rithmus von

v

V(&) = ci"fﬂ dy

zwischen den Grenzen &=3.0 und £=7.0, wenn es auf einige
Einheiten der 3. Stelle nicht ankommt, ersetzen durch

log (&) == — 1.0086 — 0.0855 (£ — 5.0) + 0.0082 (¢ — 5.0)2,

wie folgende Tabelle zeigt:
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log (%)

Formel Strenge Dift.
=20 9.322—10  9.355 (— 33)
2.5 9.252 9.271 (—19)
5.0 9.196 9.200 — 4
3.5 9.138 9.138
4.0 9.085 9.084 + 1
4.5 9.056 9.036 0
5.0 8.991 8.992 — 1
5.5 8.951 8.952 — 1
6.0 8.914 8.915 — 1
6.5 8.882 8881 4 1
7.0 8.853 8.849 4+ 4

Noch ser bemerkt, dafi, wenn etwa

dA,,

== ¢ttt armagm?
dm

sein sollte, man erhiilt:

m

. 14 Ly v
d £ em T "
Ap = | 5—"dm = — J ey

dm Va
2 -
— @ pr—my (.'_)4)
e .
= i// . el —{py—my)? l]’ (pl — M ;r)
ao

wobei zur Abkiirzung gesetzt worden ist:

o _
_— . —
py=_ Vi, =y.
21 a,
‘Wenn demnach die obere Grenze des Integrals in der
la]
ersten Formel (I) und die Grofie p, — my die oben angegebenen
. . N . . d4,
Grenzen nicht ilherschreiten, wird sowohl log d als auch
m
log A, durch eine quadratische Form in a nidherungsweise
dargestellt werden konnen. Was das schematische Sternsystem
betrifft, so kann man in der Tat den eben bezeichneten Aus-
gangspunkt der Untersuchung wihlen. Man mufi aber doch
die durch Abzihlungen direkt gewonnenen Werte von log A,
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zur Vergleichung heranziehen und nicht nach irgendwelchen
Prinzipien gewonnene Ausgleichungsresultate. Man wird weiter,
wie Ofters betont worden ist, ecine ziemlich nahe Darstellung
der empirischen Werte log 4,, fordern miissen, weil schon
kleinere systematische Abweichungen sehr vergrofert in dem
Verlauf von ¢ und 4 hervortreten. Die von mir fiir etwa
m <10 mit einiger Sorgfalt ermittelten Zahlen log 4,, diirften
- schwerlich mehr als um 10 bis 20 Einheiten der 3. Dezimalstelle
unrichtig sein, was von anderen Ermittlungen kaum gesagt
werden kann. Ich werde demnach diese von mir erhaltenen
Daten, die auch in (III) benutzt sind, zur Vergleichung heran-
ziehen.

Herr Schwarzschild hat fiiv den brigg. Logarithmus von
(ZA,,,,

angesetzt:
an 8

ZAm .
log (‘dm) = 0.596 - 0.5612 m — 0.0055 2.

Wenn man mit dieser Formel das Integral (2) strenge be-
rechnet, so erhilt man die Werte R, in der folgenden Zu-
sammenstellung, wihrend unter B die von mir ermittelten
log 4, stehen.

u B xRy R, R—B Ry,— B
1.5 1312 1.294 1.138 - 18 — 174
2.5 1.827 1.860 1.711 -+ 33 — 116
3.5 2.326 2.405 2,274 -+ 79 — 52
4.5 2.831 2,983 2.823 -+ 102 — 8
5.5 3.368 3.446 3.362 ~- 78 — 6
6.5 3.882 3.950 3.888 -+ 68 4+ 6
7.5 4.394 4.444 4,403 + 50 + 9
8.5 4.908 4.927 4.906 -+ 19 — 2
9.5 5.422 5.400 5.897 — 22 — 25
10.5 — 5.861 5.874 — —
1116 6.222 6.157 6.181 — (b —— 41
11.5 —_ 6.311 6.390 - —
125 — 6.749  6.794 — -
13.54 7.178 7.237 — —
13.90  7.433 7.34H 7.409 — 88 24
14.5 — 7.597 7.668 - —
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Man sieht aus den Differenzen I, — B, dafi die Uberein-
stimmung keineswegs geniigend ist an den Stellen, wo die
Zablen I3 verhiiltnismifiig sicher bestimmt sind. Aber sie kann
sehr leicht innerhalb ertrigliche Grenzen gebracht werden.
Ohne hier eine besonders akzeptable Darstellung erreichen zu
wollen, habe ich durch wenige Versuche die Koeffizienten in

log <dgfi;’ ') verbessert und schlielich mit den Werten

a, = 1.3573; a,==0.01404, log e®0 = 0.211 2.

die Werte 2, strenge berechnet, die sich den besser bestimm-
ten B bei m =4.5 bis 9.5 geniigend anschliefen. Die starken
Abweichungen bei den sehr hellen Sternen sind nicht sehr
verschieden von denen, welche in (III) gefunden worden sind.
Bei der geringen Amnzahl der ganz hellen Sterne sind sie um
so weniger auffallend, als sie sich sehr bedeutend verringern,
wenn die Abzihlungen nicht nach der Harvard-Photometrie,
sondern nach der Potsdamer Durchmusterung gemacht werden.
Man kénnte sie also eventuell einer Inhomogenitit der Harvard-
Skala zur Last legen.

Setzt man s, = o0, so kann man nach (I) mit den gefun-
denen Koeffizienten a, und «,, falls 7, bekannt ist, die Ko-
effizienten o, 5, @ und b leicht bestimmen, da die Kapteynschen
mittleren Parallaxen gemifs der Iormel

log 7 = log 7y — v+ m

verlaufen. s sollen, wie in (I1II) geschehen, nach A. N. Nr. 3487
die Werte 7, = 07106 und » =0.1505 zu Grunde gelegt werden.
Die Rechnung ist sehr einfach, da nun die 2. Formel (I) wirk-
lich dieselbe Gestalt hat wie die Kapteynsche Parallaxenformel.
Es ergibt sich
@ (i) = y, - g=2116210g nat ) —0.00671 (log nat i °
log 4(0) = , 4 0.1826 log o — 0.2022 (log 9)9.} (3)
Ieh habe in (III) fiir ein endliches Sternsystem, dessen
r, == 900 Siriusweiten betriigt, gefunden, mit Weglassung kon-
stanter I’aktoren und eines zweiten Gliedes:
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¢ (Z) — 1993 (log nat 1) — 0.0434 (log nat ¢)?
A(o) = o704 {1—[9.7600] o— }.

Die nach diesen Formeln berechneten log 4(o) sind in der
folgenden lkurzen Ubersicht unter (III), die nach Formel (3)
berechneten unter gleicher Ziffer aufgefiibrt. Da sich die Ver-
gleichung nur auf den Gang der Funktionswerte beziehen soll,
ist ‘den Zahlen (3) die Konstante - 0.58 hinzugetiigt worden.

0 (3) (IL1) (Iv)
2 062 079 0.60
10 056 058 0.49
50 0.31 0.29  0.32 ,
100 0.14 016 0.23 4
200 9.93-10 001  0.14
500 9.60 9.83 9.9
900 9.36 972 9.91

Trotz der Verschiedenheit der Werte (3) und (IIT) ist doch zu
konstatieren, daf der Verlauf der Zahlen grofie Ahnlichkeit zeigt.
Ieh werde nun den oben ausgesprochenen Satz beweisen,

daf man ganze Serien von mehr oder weniger zufriedenstellen-
den Darstellungen der 4,, und @, dadurch erhilt, dati man
‘die oben dargelegten Eigenschaften der Funktionen @ und
benutzt und zugleich das Sternsystem begrenzt ansieht, d. h.
dem 7, endliche Werte zuerteilt. Ich nehme zuerst », = 911,
also den in (III) erhaltenen Resultaten gemif. Ich habe
dann, ohne darauf zu achten, eine besonders gute Darstellung
- zu erhalten, nach wenigen Versuchen f==0.0200 und logb
= 8.4875—10 gewiihlt. Dann findet sich log P= 9.1551-—10,
o= 2.9969 undeine sehr einfache Rechnung ergibt die mitt-
leren Parallaxen s, denen die Kapteynschen Werte K im Sinne

der vorhin gemachten Angaben gegeniibergestellt sind.

m o - N
0 071070 0.1060
0.0493 0.0530
4 0.0233 0.0265
G 0.0114 0.0132
8 0.0059 0.0066
10 0.0033 0.0033

(&
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Das ist sicher eine mehr als gentigende Ubereinstimmung.
Kine von der frither gewonnenen Darstellung des log 4,, wenig
verschiedene erreicht man, wenn man annimmt:

9
x=ploge{}b(q+1)——l—a]=0.5578; a4 = — 2.1016.
Mit diesen Zahlen ergibt sich:
) == v . p— 2.1016log nat ¢ — 0.03073 (log nat ¢)*
p)=7y-¢ y - _ 0 ](IV)
log 4(0) = + 0.65 — 0.1156 log o — 0.0461 (log o). |

Hier ist wieder - 0.65 zur besseren Vergleichung will-
kitrlich hinzugefiigt worden. Die Werte log 4(0) sind in die
Zusammenstellung (4) unter (IV) aufgenommen worden. Nach

. . dA .
Formel (I) ergeben sich weiter fiir log (;d "'L"> die Werte (IV):
m v (24) Diff,
0 0.297 0.211 -+ 86
2 1.398 1.366 —+ 32
4 2,480 2472 4+ 8
6 3.527 3.529 —

2
8 4.537 4.537 0
10 5.498 5.496 + 2
12 6.402 6.407 — 5
14 7.240 7.269 — 29

Die Zahlen (2,) sind nach der Formel (2,) berechnet und
man sieht, dafi im grofien und ganzen eine annehmbare Uber-
einstimmung erzielt ist mit Ausschluf der ganz hellen Sterne.

Umgekehrt kann man bei Benutzung der gegebenen Nihe-
rungsformeln fiir @ und ¥ und mit Beriicksichtigung des Ge-
bietes 1hrer Giiltigkeit leicht beliebig viele Darstellungen der
log 4,, und z,, gewinnen, wenn man z. B. f willkiirlich wiihlt
und danach »,. Nimmt man z. B. =0, so ist eine genii-
gende Darstellung zu erwarten fiir log b = 8.4200, ¢=2.7400.
1+ 2¢q

166
= 0.1920 und wenn weiter ¢ = — 2.1186, so findet man

Die Darstellung der Parallaxen erfordert etwa: loge
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folgende Gegeniiberstellung, in welcher 4 die Differenzen der

log <gAﬁ> gegen die mit (2,) berechneten sind.

dm
a4,
m Ty K log dm A

0 0"135 0”106 0.288 477

2 0.0556 0.0550 1.391 -+ 28

4 0.0254 0.0265 2.477 -+ 5

6 0.0121 0.0132 3.528 — 1

S 0.0063 0.0066 4.537 0

10 0.0037 0.0033 5.498 -+ 2

12 6.403 — 4

14 7.246 — 23

Hier ist also, da « = — 0.1698 wird:

@ (Z) =y - p—2.1186 (log nat 1) —0.0263 (log nat i)‘E]
log 4 (0) = i — 0.1698 log 0. J

Auf diese Weise kann man eigentlich unendlich viele an-
gingige Losungen finden und zwar sind die Ansiitze leicht zu be-
schaffen, indem man die Giiltigkeitsgrenzen der Nitherungsformeln
fiir die Funktionen @ und ¥ miglichst einzuhalten trachtet. Die
Aufstellung der nitigen Gleichungen ist so einfach, daf nicht
niher darauf einzugehen nétig ist. Ich mochte nur noch ein
hesonders auffallendes Beispiel erwiihnen. Macht man nimlich
die Annahme a = =0, nimmt also eine gleichfsrmige Dichtig-
keit und wiihlt weiter log b = 8.4195, ¢ = 2.3393, schlieflich

l%—Gi—qlogc = 0.3290, so erhillt man folgende Zahlen:
d4d,,
m 2" K log ('('[ m’) (2a) Diff.
0 071080 0”106 0.224 0.211 -+ 13
2 0.0492 0.0536 1.366 1.366 0
4 0.0242 0.0265 2,472 2472 0
6 0.0130 0.0132 3.533 3.529 + 4
8 0.0078 0.0066 4.543 4.557 + 6
10 0.0051 0.0033 5.496 5,496 0
12 6.387 5407 -~ 20

14 7.214 7.269 — 55



166 . Sceliger

Aus den henutzten Zahlen folgt @ = —2.1704 und r = 269.
Es 1st also:
P (0 =ye~ 21704 (log nat {) — 0.0263 (log nat iH? \l

A(0) = Konst. J

Die Sternanzahlen A,, werden offenbar ber m = 12 ge-
niigend dargestellt und gleiches gilt von den Parallaxen bis
etwa m = 7.

Man sieht also, daB in der Tat die Annahme H =00 das
Problem, aus den Zahlen 4, und =, die rdumliche Ver-
teilung der Sterne und die Hiufigkeitsfunktion ¢ zu
hestimmen, praktisch zu einem unendlich vieldeutigen macht.
Die ¢ zeigen, wenn man die Begrenzung des Sternsystems 7,
von etwa »r, =270 bis oo wilhlt, grofie Ahnlichkeit in ihrem
Verlaufe. Die riiumliche Dichtigkeit aber veriindert sich sehy
stark und im allgemeinen so, daf die Abnahme mit zunehmender
Entfernung um so geringer ist, je kleiner », angenommen wird.
Wenn auch die Difterenzen zwischen den empirisch festge-
stellten Werten von A, und =, und den berechneten fiir die
einzelnen Annahmen verschiedenen Charakter zeigen, so lifit
sich doch nicht mit Sicherheit eine Entscheidung zu Gunsten
einer der unendlich vielen Annahmen treffen. Es mufB erst
die Aufstellung geniigend sicherer Werte 4,, und viel-
leicht auch von =, fiir schwache und sehr schwache
Sterne abgewartet werden, so dafy das Gebiet der Giiltig-
keit der quadratischen Niherungsformeln fiir die Funktionen @
und ¥ welt iiberschrittten wird.

Andrerseits gestalten sich die Konsequenzen der Annahme
eines endlichen H sehr viel einfacher und sicherer. Da die Be-
stimmung der Dichtigkeitsfunktion 4 (¢) etwa fiir m <10 nur
in geringem Mafie abhiingt von ¢, ist sie mit einiger Sicher-
heit 7zu bestimmen und dann ergibt sich von selbst nicht nur
die Endlichkeit der Ausdehnung des Sternsystems sondern auch
eine Bestimmung von »,. Wichtig ist hiebei natiirlich auch
die Feststellung von 4, fiir w > 10, die bisher crst in ganz
rohen Anfingen vorliegt.
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Indessen muf aut einen Umstand Riicksicht genommen
werden, auf den ich schon frither ((11I), S. 420) aufmerksam
gemacht habe.

Das schematische Sternsystem rechnet mit Mittelwerten,
die zum Teil keine einwandfreie Bedeutung haben. Namentlich
dann, wenn das Sternsystem endlich und die Flichen gleicher
Dichtigkeit weit von der Kugelform abweichen, kommt dem
schematischen Sternsystem gar keine Realitidt zu. Will man
sich also -der Betrachtung der tatsiichlichen Verhiiltnisse zu-
wenden, so bleibt nichts iibrig als das ,typische Sternsystem®
in Betracht zu ziehen. Wie 1ch neulich!) andeuten konnte,
treten dann gewisse Unterschiede zutage, welche moglicher-
weise eine Entscheidung iiber die Zulissigkeit der einen oder
anderen Annahme und somit eventuell iiber den relativen Wert
der verschiedenen Systeme, durch welche man jetzt in formeller
Weise die vorhandenen Werte A4,, und =, darstellen kann,
bringen konnen. Ich wende mich deshalb zu einer Befrachtung
des typischen Sternsystems und zwar werde ich zuerst die von
Herrn Schwarzschild gemachten Annahmen H=ow», r =«
verfolgen.

2,

Ich bemerke, daf die von mir gemachten Feststellungen
der Zahlen A, sich auf einzelne MilchstraBenzonen be-
ziechen. Der ganze Himmel wurde in Zonen I bis IX geteilt,
welche der Reihe nach die galaktische Nordpolardistanz 0°
bis 200 20°—40° ete. bis 160°—180° enthalten. Um bessere
Mittelwerte zu bekommen und der Definition des typischen
Sternsystems zu entsprechen, wurde I und IX zur Zone 4,
IT und VIII zur Zone B3, u.s. f. vereinigt, so dali E diejenige
Zone ist, welche die Milchstrafie enthilt. Die Ermittlung der
Logarithmen der Anzahlen der Sterne von den hellsten bis
zu denen von der Grofe m, welche auf einem Quadrat stehen
und die jetzt mit A,, bezeichnet werden migen, hat bekanntlich
Schwierigkeiten. Uber ihre Ermittlung bis m = 9.2 berichte

1) Astronomische Nachrichten, Nr. 4617.
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ich in Art. 4. Fiir schwiichere Sterne liegt meiner Meinung
nach ein geniigend einwandfreies Material nicht vor und ich
habe deshalb nur die Resultate aus den Herschelschen Stern-
eichungen benutzt fiir m = 13.9. Da meine Ermittlungen nur
dann ein einigermaBen homogenes System bilden, wenn der
nordliche Teil des Himmels allein in Betracht gezogen wird,
ist es mehr als zweifelhaft, ob es richtig ist, hier die von
J. Herschel am Kap allerdings mit grolier Umsicht und nach
festem Plane gemachten Ziihlungen allein zu verwerten. Ein
Zweifel entsteht freilich nur fiiv die Milchstrafenzone F, da
hier die Zihlungen von W. und J. Herschel betrichtlich ab-
weichen. Ich werde indessen hier J. Herschel allein henutzen,
um mit den Herren Kapteyn und Schwarzschild in Uberein-
stimmung zu bleiben.

In der folgenden Zusammenstellung folgen auf die Rubrik e,
die aus den Abzihlungen folgenden log A,,, dann unter f der

log 4., nach einer quadratischen Interpolationsformel, schliefi-
lich die Differenz beider Werte.

A ! B
m / f
35  7.566—10 7.551 @ — 14 7598 7591 —
45  7.890 8108 218 8175 8128 - 4b
5.5 8.620 8.639 4+ 19 8.647 8642 — 5
65  9.156 9.143 — 13 9.137  9.137 0
75 9.646 9.620 — 26 9599 9.613 14
9.2  0.347 0370 -+ 93 0383 0378 — 5
13.9  2.045 2043 — 2 2208 2200 — 3
c ‘ D o)
f f f
7719 7.569 —150 | 7.628 7.615 — 8 7.839 7.783 —56
8191 8133 — 58 8.255 8.208 — 47 8.308 8.346 38
8.692 8676 — 16 | 8794 8781 --13 8900 8899 — 1
9190 9199 -+ 9 | 9318 9333 15 0429 9441 12
9.676  9.701 4+ 25 | 9.851 9.864 —+13 9.965 9974 -~ 9
0.524 0507 — 17 | 0737 0.721 - 16 0.872 0835 — 17
2426 2428 b 9 2777 2780 —+ 8 3135 3130 —+ ¢
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Die Interpolationsformeln, nach denen die Zahlen /° ge-
rechuet wurden, sind aus den finf letzten Werten fir m=15.5
bis 13.9 nach der Methode der kl. Q. gerechnet, um gleich-
miifiig vorzugehen, da die Zahlen fiir kleinere m offenbar viel

n
unsicherer sind. (Die Zahl bei €/, 6.5 wurde nachtriiglich kor-
rigiert, so daf fiir (' eine etwas bessere Darstellung moglich
wurde.) Die Formeln lauten:

A) log A,, = — 4.610 4 0.6640 . — 0.01334 m?
B) = — 4,423 + 0.6099 m — 0.00957 m?
0] = — 4,565 + 0.6457 m — 0.01025 .*

D) — 4.623 4 0.6753 m — 0.01027 n?
) = — 4.270 -+ 0.6041 m — 0.00512m?
Log A4,, hat also die Form: € 4 a,m — a,m?. Macht man

andrerseits den Ansatz:

d 4
dm

= p ey m? ;

so folgt durch Integration nach (2):
ar
Ay = L i Wy — ).
1 a,

Bewegt man sich innerhalb des Geltungsbereichs der Niihe-
rungsformel fiir ¥, so findet sich nun:

a, = 0.4261 «, + 0.16751 «,
t, = 0.4261 «,

und hierauf durch Aufldsung:

a, = [0.3705] @ — [9.7798—10]1 «,
a, = [0.3705] a,.

Die Anwendung der Niherungsformel wird wohl nur fiir
m > 10 einige Ungenauigkeit verursachen.

Um indessen hiervon unabhiingig zu sein, wird man die
erhaltenen Werte von «; und a, nur als Niherungswerte be-
trachten. Diese sind so nahe richtig, dali eine Korrelktion fast
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augenblicklich erhalten werden kann. Man hat niimlich durch
Differentiation der Formel

log 4,y = C + a, — ma,m?
. 4. == (C 4 a,m — a,m?) 4 log (¢, — 2 a,m) — log log e.

In der obigen Zusammenstellung ist
o
C+am—a,m?=f
als bereits berechnet angegeben. Man hat also
o7D

dd X
log T -+ log (e, — 2a,m) — log loge.

Andrerseits hat man:

d A, .
og - = (a,m—a;m?)loge - logy.
dm
Bedeutet also € eine fiir jede Zone konstante Grifie, so
mul} sein:

(a,m —a,m*)loge 4+ C = {4 log(a, — 2 a,m).
Diese Gleichung lifst sich nun fiir alle Zonen und alle m,
die in obiger Tabelle vorkommen, bis auf ganz wenige Kin-

heiten in der 3. Stelle erfiillen, wenn man die Niherungswerte
ein wenig korrigiert. So sind die Zahlen entstanden:

oy 23
A 1.5097 0.03315
B 1.3725 0.02271
C 1.4441 0.02378
D 1.5237 0.02425
b 1.3731 0.01207

die also den Interpolationsformeln fiir log A,, vollstindig iiqui-
valent sind.

Der Gang in diesen Zahlen von Zone zu Zone ist nicht
so regelmiiliig als wiinschenswert wire. Ks ist das eine Folge
der Ungenauigkeit in den angenommenen Zahlen log A, und
mshesondere der Daten fiir m = 13.9, vielleicht auch eine
Folge der quadratischen Form fiir die Interpolationsformel.
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Da aber bessere Daten 'nicht zu beschaffen sind, wenn
man die von J. Herschel gegebenen Abziihlungen allein bei-
behalten will, so bleibt nichts iibrig als die offenkundigen
Unregelmiibigkeiten nicht weiter zu beachten und fiir jede
Zione die mittleren Parallaxen z,, nach Formel (I) zu berechnen.
Tiir jede Zone hat man:

20
[P arn—1—a| =«
b

[ = a

1) 2
< P=4b+p

()

Man kann also nur zwei der unbekannten vier Konstanten
a,-p, a, b berechnen, da die 7, flir die einzelnen Milch-
strafienzonen bisher nicht abgeleitet worden sind. Die be-
kannten @, beziehen sich auf gewisse mittlere Verhiiltnisse,
die man aber nicht niher definieren kann. Indessen wird man
vielleicht der Wahrheit am nichsten kommen, wenn man an-
nimmt, dafly die z,, den Mittelwerten aller Sterne der m .Groke
entsprechen. Danach wird also =, erhalten. wenn man die
[tr die emzelnen Zonen A, I, ..., It geltenden =z, mit Riick-
sicht auf die Anzalil der Sterne in jeder Zone in Mittel ver-
einigt. Gegeben sind dann die log A,, fiir alle fiinf Zonen
und die eben beschriebenen Mittelwerte 1, fiir verschiedene .
Das sind zwdlf Gleichungen zwischen den zehn Unbekannten
u, p und den zwel Unbekannten @, 6. Denn es soll angenommen
werden, dafi dieselbe Hiufigkeitsfunktion fiir alle Zonen, d. h,
unabhiingig von der galaktischen Breite Geltung behalte. In
wieweit man hierzu berechtigt ist, habe ich an andrem Orte?)
auseinandergesetzt. Hier sei nur bemerkt, daB, falls man diese
Annahme nicht machen wiirde, nicht einzusehen ist, warum ¢
nicht die Kntfernung o explizite enthalten sollte, was doch die
Grundlage der ganzen Theorie ist. Ein wirklich konsequentes
System mul, meiner Meinung nach, wenigstens vorerst mit der
Unabhiingigkeit von ¢ (i) von o rechnen.

1) Astronomische Nachrichten, Nr. 4617.

Sitzungsb. d. math.-phys. K1, Jahrg. 1912, 31
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Wird nun « und 5 zuerst als bekannt angesehen, so folgt

aus (5)
S0 P 7
9 ) = - 2
“pl T <1 bp3> ]

| (¥
arn ()t 0= |

Nach (D) ist weiter, da », == oo sein soll:

[5 ) :
log (J'S) = — lj;‘ : log e — “;))1) m log e.

Man hiitte nun den Mittelwert . (s2,,) der Parallaxe der
Sterne von der Grite m als gegeben zu verwerten, was nur
durch sukzessive Annitherungen erreicht werden kann. Indessen
wird man brauchbare Niherungswerte erhalten, wie durch die
folgende Rechnung bestiitigt wird, wenn man statt log M (7).
MM log w,,) nimmb, was einigermalien gerechtfertigt erseheint
dadurch, daly die einzelnen =, nicht allzusehr verschieden sind.
Danach erscheinen als bekannt die Mittelwerte:

14+ 2¢ 2hp
B — ( . ) and A, = J/< 4 )

Es 1st also:

BT s _ o MA(ay) .

A, = 9 2])1)41[((12), d. h.: ll_pu)__zgul). (7)
Die erste Gleichung (5) gibt weiter:

( 1 1 .

(I4-a) =419, + 5 A . M), (8)

Die beiden Formeln (7) und (8) bestimmen aut diese Weise
die Unbekannten ¢ und 5, Umgekehrt ergibt sich fiir jede
Zone aus den -bekannten Werten von ¢ und b, « und f:

2h JZ o, -
rf=o (LH l;]ﬁ) = &

9
P="" At 2g= JpUdm bl -1
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Was die Mittelbildung betrifft, so wird man jedenfalls ge-
niigend genau setzen diirfen:

Sty Fs

e (9)

a, ist der mittlere Wert der Parallaxen der Sterne von
der Grofe m in einer der Zonen A, B, ... IJ und f, ist pro-
portional der Anzahl der Sterne dieser Grife in derselben Zone,
also Ay gy — Ay —y. leh habe diese Faktoren f. nach den
obigen Interpolationsformeln fiir A4, heiliufig abgeleitet. Es

M () =

ergab sich:

m A B ¢ D I Summe
3.0 0.0563 0.163 0.190 0.338 0.256 1.000
1.0 0.050 0.143 0.198 0.352 0.251 0.999
5.0 0.047 0.134 0.203 0.365 0.201 1.000
6.0 0.043 0.121 0.205 0.377 0.255 1.001
7.0 0.039 0.108 0.204 0.386 0.264 1.001
3,0 0.034 0.097 0.199 0.592 0.279 1.001
9.0 0.029 0.055 0.191 0.596 0.299 1.000
10.0 0.024 0.076 0.179 0.396 0.325H 1.000
Mittel 0.040 0.117 0.196 0.575 273 1.001

Die Faktoren /, sind also sowohl von der Zone als auch
von m abhiingig. Aber weil die Verinderlichkeit mit der GriBe
nur mifig ist, wird man das oben erwiihnte Verfahren ange-
nithert zur Ausfithrung bringen, wenn man Mittelwerte der f.
fiir die einzelnen Zonen benutzt. Nun sind die mittleren Par-
allaxen 77, bisher nur bis etwa nm = 8 abgeleitet worden. Ich
habe demgemiif3 fiir die Mittelbildung (9) die Faktoren angesetzt:

I/
A 0.04
Loo1s
" 0.20
1) 0.37
I 0.26

welche die einfachen Mittel der Werte fiir 2. = 3.0 bis 8.0
sind.  Es ergal sich nun: log %A = 9.5397 —10: log ¥

31















































































































