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Die Biegung einer kreisférmigen Platte.
Von A, Foppl.

Vorgetragen in der Sitzung am 4. Mai 1912,

Vor H0 Jahren hat Clebsch in seinem Buche ,Theorie der
Llastizitiit fester Korper® (Leipzig, bei Teubner, 1862) die
Biegung untersucht, die eine am Rande unterstiitzte kreisfor-
mige Platte dureh Lasten erfilnt, die senkrecht zur Platten-
ebene gerichtet sind. Fiir eine am Rande eingespaunte Platte
wuarde von ihm eine strenge Lisung der Differentialgleichung
der gebogenen Platte abgeleitet. Diese Losung liefert die Or-
dinaten der elastischen Yliche, zu der die Mittelebene der
Platte verbogen wird. Die Lasten konnen beliebig iiber die
Fliache verteilt sein; vollstindig ausgerechnet sind aber die
Formeln von Clebseh nur fitr den Iall, dafi die Platte cine
Hinzellast triigt, die an beliehiger Stelle angreifen kanu.

Dieser Belastungsiall ist in der Tat besonders wichtig;
nicht nur weil er bel den praktischen Anwendungen, die man
von der Theorie zu machen wilnseht, biiutig vorkommt, son-
dern auch weil sich die Losung fiiv jeden anderen Belastungs-
fall aus ihm auf Grand des Superpositionsgesetzes ohne weiteres
ableiten lifit. Aus diesem Grunde werde ich mich hier eben-
falls auf die Behandlung der durch eine KEinzellast von be-
liehiger Angriffsstelle hervorgerufenen Biegung heschriinken.

In den Formeln von Clebsch steckt ein an sich zwar un-
erheblicher Rechentehler, der bei der Ausrechnung unterlaufen
sein muly, der aber natiirlich geniigt, die zahlenmiiligen Lr-
gebnisse der Formeln zu filschen.  Dies scheint bisher nicht
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bemerkt worden zu sein.  Auch in die franzisische Ubersctzung,
die de Saint-Vénant von dem Buche von Clebsch herausgegeben
hat (Pavis, bel Dunod, 1881), und die wegen der zahlreichen
und wichtigen Zusiitze des Ubersetzers noch berithmter ge-
worden ist, als das urspriingliche Werk, ist der Rechenfehler
unbemerkt ithergegangen.

Zu praktischen Anwendungen sind die Formeln von Clebsch
wenigstens in threr allgemeineren Gestalt hisher kaum beniitzt
worden. In der Teehmnischen Mechanik, die sich mit solchen
Anwendungen berufsmiiliig zu beschiiftigen hiitte, hat man sich
bisher stets damit begniigt, nur die beiden symmetrischen Be-
lastungstiille zu behandeln, hei denen die Platte entweder eine
in Nreismittelpunkte angreifende Einzellast oder eine gleich-
mifiig iiber die ganze Fliche nach Art cines Fliissigkeitsdrucks
verteilte Belastung zu tragen hat. Diese Iiille sind viel ein-
facher zu behandeln, als die Biegung durch eine exzentrisch
angreifende Linzellast. Ant die von Clebseh aufgestellte Theorie
brauchte daher in den Darstellungen der Plattenbiegung, die
sich in den Lehrbiichern der Technischen Mechauik finden, nicht
zurlickgegriffen zu werden. Immerhin wird das Trgebnis dieser
Betrachtungen mit den Formeln von Clebsel, namentlich in
fritheren Jahren, als der Gegenstand noch den Reiz der Neu-
heit hatte, ofters verglichen worden seim.  Man hiitte daler
den bet Clebseh vorgekommenen Rechenfehler jedenfalls schon
lingst bemerkt, weun nicht die mit dem PFehler behalteten
Glieder fiilr den I'all der zentrischen Belastung herausfielen.
In diesem Falle stimmen Qe Formeln von Clebseh inhaltlich
mit den i der Technischen Mechanik abgeleiteten vollstindig
{iberein.

Immerhin kann es als auffillic bezeichuet werden, dali
der Rechenfehler nicht schon frither bemerkt wurde, da die
beiden Formeln, in die er cingetreten ist, infolge davon gar
nicht homogen in den Dimensionen ausgefallen sind, so daf:
sie fiir eine verschiedene Wahl der Litngeneinheit zu ganz von
einander abweichenden Schluflergebnissen fithren miiliten. Bei
dem ersten Versuche, den ich vornahm, die Tormeln zu ciner
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Anwendung zu beniitzen, fiel mir sofort aunf, dafi sie wegen
des Mangels gleicher Benennung aller durch Plus-, Minus- oder
(leichheitszeichen mit cinander verbundenen Glieder unmoglich
richtig sein konnen. Jedem anderen, der eine Anwendung ver-
suchen wollte, die sich auf den allgemeineren Fall der exzen-
trischen Belastung bezog, hiitte sich dieselbe Bemerkung auch
aufdriingen miissen und man mufy daher wohl annehmen, dafi
die Formeln niemals, weder von Clebseh selbst noch von seinem
Ubersetzer oder cinem Leser seines Buclies zu einer zahlen-
miilligen Bereclinung fiir einen Fall der exzentrischen Be-
lastung beniitzt worden sind.

In der Technik hat die Thorie der Plattenbiegung neuer-
dings eme erhthte Bedeutung gewonnen. Nach der jetut
tiberall eingefithrten Bauweise in Iisenbeton werden vielfach
Decken und Wiinde hel'geétellt, die in guter Annitherung den
Voraussetzungen entsprechen, von denen man in der Jlasti-
zitiitstheorte her der Ableitung der Glerchungen fiir die Platten-
biegung ausgcht. Allen sich daraut beziehenden theoretischen
Entwickehmgen steht daher, sofern sic mit der Erfahrung hin-
reichend Giberveinstimmen, ein weites und wichtiges Anwendungs-
vebiet offen.

Zuniichst hezieht sieh dies zwar auf rechteckige Platten,
die in Banwerken viel litufiger vorkommen, als die kreisfor-
migen.  Mit der Theorie der rechteckigen Platten haben sich
daher die Ingenieure in den letzten Jahren eingehender zu be-
schiiftigen hegounen, wie aus verschiedenen Verdffentlichungen
hervorgeht, von denen die in Buchform erschienene Abhandlung
weines hiesigen Kollegen, Herrn Professor Hager ,Berechnung
rechteckiger Platten® (Miinchen, bei Oldenbourg, 1911) die
umfbiinglichste und wichtigste ist.

Auf die Biegung der vechteckigen Platte werde ich an
dieser Stelle nicht eingehen.  Nur den einen Hinweis michte
ich nicht unterdriicken, dali bereits de Saint-Vinant in der
schon erwithnten Uhersetzung des Buches von Clebsch in einer
umfangreichen Anmerkung, die eine Abhandlung fitr sich bildet,
cine sehr ausfibrliche und nach mancher Richtung hin uniiber-
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treftliche Theorie der rechteckigen Platte, die an allen vier
Seiten frei aufliegt, gegeben hat. Im Ubrigen behalte ich mir
vor, spiiter an anderer Stelle auch aul die rechteckige Platte
noch niher ecinzugehen.

Hier beschriinke 1ehi mich dagegen auf die Theorie der
kreisformigen Platte, die fir den allgemeineren Fall der ex-
zentrischen Belastung schwieriger in der Durchlithrung ist,
als die der rechteckigen Platte und fiir die aus diesem Grunde
unmittelbar gebrauchsfertige I'ormeln bisher iberhaupt nicht
zu Gebote standen, da die Lisung von Clebsch aus dem schon
erwithnten, an sich zwar geringfligigen Mangel nicht ver-
wendbar war. Nachdem sich das Bediirfniff nach einer ge-
nauveren Berechnung der Plattenbiegung in der Technik bei
den rechteckigen Platten schon sehr nachdriicklich geltend
gemacht hat, darf man erwarvten, da kreistormige Platten
mmerhin  auch nicht selten vorkommen, dafi die Formeln,
die ich fiir diese hier mitzuteilen beabsichtige, anch nicht
lange anf eine Verwendung zu warten brauchen.

Leh beginne damit, fiiv die am Rande eingespannte Platte
die Formeln vou Clebsch von neuem abzuleiten und sie riehtig
zu stellen.  Dabei bediene ich mich einer Ableitung, von der
ich annehmen zu ditvfen glaube, dali man sie fiie einfacher
und leichter verstiindlich halten wird, als die von Clebsch be-
niitzte. Dasselbe Rechnungsverfabren wird dann auch dazu
verwendet, um die entsprechenden Formeln fiir die am Rande
frei aufliegende Platte aufzustellen.

Die Formeln fiir beide Fiille hilden strenge Lisungen der
Differentialgleichung der gebogenen Platte, dic den gewiihlten
Grenzbedingungen genau angepabit sind. Aber darum sind sie
noch keineswegs als in jeder Hinsicht brauchbare Lissungen
der urspriinglichen Aufgabe anzusehen. Denn diese Aufgabe
besteht darin, den Forminderungs- und Spannungszustand zu
finden, der durch eine vorgeschrichene Belastung in der Platte
hervorgebracht wird und sie erschipft sich keineswegs in der
mathematischen Aufgabe, die Differentialgleichung der Platte
fiir gegebene Raundbedingungen 2w integricren.  Beides st
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chen nicht genau dasselbe. Bei der Ableitung der Differential-
aleichung fiiv die gebogene Platte geht man niimlich von An-
nahmen aus, die nicht iiberall hinrveichend erfuillt sind. Wenn
auch sonst die Ubereinstimmung ohne Zweifel nichts zu wiin-
schen iibrig liit, so trith doch an der Angriffsstelle der Be-
lastung und in 1111‘01’ unmittelbaren Nachbarschaft augenschein-
lich ein Spannungszustand von ganz anderer Art eimn, als er
hei der Aufstellung der Differentialgleichung als iiherall he-
steliend voransgesetzt wird.

Da die Abweichung nur in cinem eng begrenzten Bezirke
stattfindet, ist freilich nicht anzunehmen, dal sich ihr Kinflul
aul grofiere Fntfernungen von der belasteten Stelle hin be-
merklich machen kimnte. Aller Voraussicht nach darf man
daher eine gute Chereinstimmung  der strengen Losung der
Dilferentialgleichung mit den tatstiichlich eintretenden Durch-
biegungen erwarten. Die Frfahrung scheint dies auch zu be-
stittigen. Uber Versuche, die ich selbst hieriiber angestellt
habe und die ich noch viel weiter fortzusetzen beabsichtige,
hehalte ich mir vor, an anderer Stelle spitberhin ausfiithriich
zu berichten. Schon jetzt habe ich aber hinreichenden Grund
fiir die Annahme, daB die aus Lisungen der Differential-
gleichung  abgeleiteten theoretischen Werte fiir die Durch-
biegung mit den beim Versuche festzustellenden im allge-
meinen recht gut ithereinstimmen.

Ganz anders ist es aber mit den i der Platte auftretenden
Biegungsspannungen. Nach diesen wird bel den Anwendungen,
diec man von der Theorie i der Technik zu machen wiinseht,
sogar I erster Linie gefragt und cine Theorie, die ither sie
keinen ausreichenden Aufsehluly zu geben vermag, ist daher als
unbranchbar oder mindestens als unvollstindie zu bezeichnen.
Gerade hierin Lifit es aber die auf die Losung der Differential-
oleichung gestiitzte Theorie fehlen: wenigstens fiir den hier
zu behandelnden und praktisch besonders wichtigen Fall der
Belagtung mit einer Einzellast filrt sie zu offenbar unrich-
tigen Brgebnissen.  Das zelgh sieh schion hei dem  einfachen
Falle der in der Mitte belasteten Platte; wie schon Lingst
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allgemem bekannt 1st, liefert hierfiiv die auf die Lisung der
Differentialgleichung gestiitzte Theorie unendlich grofie Bie-
gungsspannungen in der niichsten Umgebung der belasteten
Stelle.  Dieses Krgebnis steht nicht nur mit der lrfahrung
im Widerspruch, sondern es lehrt auch, dafi dic Differential-
gleichung keinen brauchbaren Ausgangspunkt fiir eine Theorie
bildet, die zur Berechnung der Biegungsspannungen fiihren soll.

iy den Zweck der Festigkeitsberechuung muli man sich
daher nach einer anderen Grundlage umsehen. Diese mul
jedenfalls so gewithlt werden, dafi sie den soeben hervorgcho-
benen Iehler vermeidet, an der helasteten Stelle eine unend-
lich scharfe Kriimmung der elastischen I'liiche vorauszusagen,
die mit unendlich grofien Spaunungen verbunden wiire. Da
sich aber die auf die Differentialgleichung gestiitate Theorie
im {ibrigen, d. h. fiir die Berechnung der Durchibiegungen gut
bewiihrt hat, wird man daran sonst so wenig als miglich zu
indern suchen.

Fir die Losung der hiermit gestellten Aufgabe bleibt der
Willktir noch viel Spielraum iibrig und erst die Priifung, die
von einer weiteren Ausdehnung der Beobachtungen zu erwarten
ist, wird endgiilltig crkennen lassen, welcher der verschiedenen
sich darbietenden Miglichkeiten der Vorzug emzurdumen ist.
Der erste Schritt zu diesem Ziele kann aber nur darin he-
stehen, daff unter den zuniichst miglich erscheinenden An-
siitzen irgend einer ausgewiihlt wird, der einleuchtend genug
erscheint und der auch zu verhilltnismiiig einfachen Rech-
nungen fithrt. I'tir diesen Ansatz wird man die Theorie voll-
stindig durchzufiihven haben, um einen Vergleich ihver Kr-
gebnisse mit der Erfahrung zu ermiglichen.  Krst wenn sich
bei diesem Vergleiche erhebliche Widerspriiche ergeben soliten,
wiirde man zu einer Anderung des zuerst gewiihlten einfacheren
Ansatzes zu schreiten haben. Die Art der Widerspriiche wiirde
dann voraussichtlich auch einen Fingerzeig dafitr liefern, nach
welcher Richtung hin eine Anderung notwendig erscheint.

Den ersten Schritt auf diesem Wege habe ich hier getan
und, soweit mir dies zu heurteilen jetzt miglich erscheint, mit
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aunz befriedigendem Irfolge; obschon man eine weitere De-
withrung der erzielten Krgebnisse natiitlich erst noch abzu-
warten haben wird. Ehe ich mit den Rechnungen Dbeginne,
mochte ich das Verfahren, das ich dabel einschlage, im all-
gemeinen beschreiben.

Iech beginne damit, einen moglichst cinfach  gestalteten
Ausdruck fiir die Durchbiegung der Platte aufzustellen, der
nur den wichtigsten Anforderungen an die voraussichtlich un-
getithr zu erwartende Gestalt der elastischen Fliche entspricht,
der aber von vorneherein kemerlet Anspruch darauf erhebt,
eine mehr oder weniger genaue oder angeniiherte Lisung der
Differentialgleichung zu bilden. Nachdem dieser im iihrigen
nur dem Gebot mioglichster Linfachheit gehorchende analy-
tische Ausdruck den vorgeschriebenen Grenzbedingungen an-
eepalit ist, kommen in ithm noch drei Konstanten vor, fiiber
die frei verfiigt werden kann. Lest dann werden diese Kon-
stanten der Forderung gemiils gewihlt, dafi sich die dureh
den analytischen Ausdruck beschrichene Gestalt der elastischen
Fliche so wenig als es innerhalb des begrenzten Rahmens
iiberhaupt noch miglich ist, von der wahren Gestalt der ela-
stischen Fliche unterscheiden soll.

Den  Entscheidungsgrund  hierfiir  gibt das Prinzip der
virtuellen Geschwindigkeiten ab,  Nach diesem Satze muld bei
der wahren Gestalt der elastischen Fliche filv jede virtuelle
Formiinderung, die wir nnt ithr vornehmen mdigen, die virtu-
elle Arbeit der Last aleich sein der virtuellen Anderung der
in der Platte aufgespeicherten Formiinderungsarbeit. Umge-
kehrt kann auch diese Bedingung nur bet der wahren Gleich-
gewichtsgestalt der gebogenen Platte und nicht bei einer Fliiche
erfiillt sein, die diese nur nitherungsweise darstellt.  Aber wir
konnen unseren analytischen Ausdruck immerhin so wiithlen,
daty die Gleichheit zwischen virtueller Avbeit der Last und
virtueller  Anderung der potentiellen Energie wenigstens bel
allen virtuellen Verschiebungen evfiillt wird, die durch Ande-
rungen der drei vorher willkiirlich  geblicbenen  Konstanten
hervorgebracht werden kénnen.  Diese Bedingung  fithet zur
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Frmittelung der Werte der drei Konstanten. Hiermit crhalten
wir aber den dreikonstantigen Ausdruck von der willkiirlich
gewithlten, moglichst einfachen Baunart, der sich unter allen
ihm sonst gleichen den Forderungen am meisten niihert, die an
die wahre Gestalt der elastischen Fliche gestellt werden miissen,

Der hier beschriebene Gedankengang steht in ziemlich
cngem Zusammenhange mit einem von W. Ritz angegehenen
Verfahren zur nitherungsweisen Integration von Differential-
aleichungen, das in einer Abhandlung tiher die Transversal-
schwingungen von Platten in den Annalen der Physik, A,
3. 28, S. 737, 1909 auseinandergesetzt ist.  Die  Absichi,
die hier danmut verfolat wird, ist {rveilich eine ganz andere,
als bei Ritz. Withrend Ritz eine sich der strengen Lisung
der Differentialgleichung der Platfe <o genau als moglich an-
schlietiende Nitherungslosung sucht, ist hier die strenge Lisung
der Ditferentialgleichung vorher schon gefunden, aber als un-
zuliinglich filr die Berechnung der Spannungen erkannt. Wenn
man will, kaun man ja wohl auch den hier aufzustellenden
analytischen Ausdruck als eine Nitherungslisung der Diffe-
rentialgleichung ansehen; aber er ist doch viel melr als eme
bloLe Niherung, da er zugleich eine Verbesserung der strengen
Lisung® zu sein beansprucht und sich jedenfalls mehr als dicse
fir die Pestigkeitsherechnung eignet. In der Tat lehrt ein
zahlenmiiliiger Vergleich, dafy die .Niherungsformel- ungefithr
ebensogrobie Durchbiegungen liefert, wie die .strenge” Formel.
Nur in der Niihe der belasteten Stelle fiihren beide zu erheb-
lich verschiedenen Frgebnissen, insofern die durch die ,Niihe-
rungsformel® dargestellte Tliche im Gegensatze zur andern
auch an dieser Stelle eine endliche Kriimmung behiilt.  Das
war es aber gerade, worin eine Verbesserung nitig erschien.
Ls ist nun zum mindesten méglich und wohl auch wahr-
scheinlich, dali die Niherungsformel einen hinreichend genau
mit der Wirklichkeit tibercinstimmenden Wert fir die grifite
vorkommende Biegungsspannung liefert, wiihrend die aus der
strengen Lisung der Differentialgleichning abgeleitete Formel
hierhei vollstiindig versagt.
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Meiner Reehnung habe ich einen analytischen Ausdruck
fiir die Ordinate der elastischen Fliiche zu Grunde gelegt, der
pach Erfilllung der Grenzbedingungen mnoch drer verftighare
Konstanten enthiilt. Das ist die Mindestzahl, dic notwendig
erscheint, um allzu grofie Verzerrungen gegeniiber der wahren
(testalt der clastischen Fliiche zu vermeiden. Natiirlich konnte
man aber auch den Ansatz so erweltern, dali vier oder auch
noch mehr Konstanten fiir die Krmittelung nach dem Prinzip
der virtuellen Geschwindigkeiten, also fiir die Anpassung an
dic wahre Gestalt der elastischen Fliiche verfiighar blieben.
I3s Tifit sich von vornherein erwarten und ich habe mich auch
noch durch cine besondere Rechnung, die ich hier nicht wieder-
aehen will, davon itherzeugt, dafy sich ein vierkonstantiger Aus-
druck noch viel genauer als der dreikonstantige an diewahre Ge-
stalt der elastischen Fliche anschmiegt, so zwar, dafi sonst kaum
noch merkliche Unterschiede bestehen bleiben, withrend an der
belasteten Stelle aunch der vierkonstantige Ausdruck zu end-
lichen Kritmmungen und hiermit zn endlichen Spannungen {ithrt,

Kin Ausdruck mit mehr als drei Konstanten verursacht
natitrlich eine viel grifiere Rechenarbeit.  Aber der Haupt-
arund, der mich dazu bewogen hat, zum mindesten vorliufig
bei dem einfachen dreiglicdrigen Ausdruck stehen zu bleiben,
war ein anderer. leh habe es niimlich als recht zweifelhaft
hetrachtet, ob ein vierkonstantiger Ausdruck nach der Rich-
tung hin, auf die es dabel allein ankommt, nimlich fiir die
Berechnung der Biegungsspannungen, zu besser mit der Wirk-
lichkeit tihereinstimmenden Ergebnissen fithren wiirde, als der
einfache dreikonstantige Ausdruck.  Eine allzugrofie Anniihe-
rung an die strenge Losung der Differentialgleichung darf niim-
lich hierbei keineswegs angestrebt werden,  Denn wir wissen
ja bereits, dafy die strenge Lisung, die uns von vornherein zu
Gehote steht, filr die Spannungsberechnung unbrauchbar ist.

o

Tine endgiiltige Fntscheidung dieser Frage wird sich, wie schon
bemerkt, erst herbeifthren lassen, wenn zahlreichere Versuchs-
ergebnisse vorliegen, die sich zum Vergleiche mit den aus ver-
schiedenen Annahmen abgeleiteten olgerungen eignen.
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Nunmehr wende ieh mich zur Durchiiihrung der ange-
kiindigten Berechnungen.  Dabel setze ich sowohl die Diffe-
rentialgleichung der Plattenbiegung, als auch einige andere
Gleichungen, die mit ihr in engem Zusammenhange stehen, als
bereits bekannt voraus. Den Leser, bel dem diese Voraus-
setzung nicht zutriftt, erlaube ich mir auf Band V meiner , Vor-
lesungen iiber Technische Mechanik® (Leipzig, bel 'leubnor
1907) zu verweisen. Man kann dort in § 17 eine Ableitung
der Differentinlgleichung und der damit zusammenhiingenden
(+leichungen finden, in der auch die Voraussetzungen auslithr-
lich besprochen sind, von denen man bet der Aufstellung dlesu
Gleichungen ausgehen muli.

Fiir vechtwinklige Koordinaten lautet die Differentialglei-

chung:
L A
5 = S R I
(a Z* 2 dut 3yt 2 a;l/‘*) 4 ()

Die KNoordinaten-Ebene der x und » filllt dabel mit dey
Mittelebene der Platte zusammen. Unter ¢ ist die Ordmate
der elastischen Fliche zu verstehen, also die Verschiehung, die
ein Punkt der Mittelebene der Platte mit den Koordinaten x
und y i der Richtung der z-Achse bei der elastischen Form-
inderung erfithet.  Mit ¢ ist hier die auf die Flicheneinheit
der Platte hezogene Belastung bezeichnet, von der angenomuien
wird, daly sic mit der positiven z-Achse gleich gerichtet ist.
Mit JC ist zur Abkiirzung der Ausdruck

I — m? I 13 5

ST - 1) (2)
bezeichnet, in dem m die Poissonsche Verhiiltniszahl hedeutet,
die gewihnlich ungefihr gleich 4 gesetzt werden kann, wiik-
rend unter £ der Blastizitiitsmodul und wnter /4 die Dicke der
Platte zu verstehen ist. Da / konstant vorausgesetzt wird, ist
auch A" eine Konstaute, die als ein Maly fiir die Biegungs-
steifigkeit der Platte anzusehen ist.

Fiir den hier zu behandelnden 1Mall, dali die Platte nur
eine Kinzellast triigt, nimmt ibrigens ¢ iiberall den Wert Null
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an, mib Awsnahme der belasteten Stelle. An dieser selbst wiire
g wnendlich grofi zu setzen, wenn man sich die Last buchstiily-
lich genauw in einem Punkt vereinigh denken wollte.  Aber schon
dann, wenn ¢ nur von gleicher Groenorduung mit den in der
Platte auftretenden Biegungsspannungen wird, sind an dieser
Stelle die hei der Ablettung der Differentialgleichung (1) zn
Grunde gelegten Voraussetzungen nicht mehr erfillt,  Jeden-
falls darf daher GL (1) auf die Angriffsstelle der Last und ihre
niichste Umgebung nieht unmittelbar angewendet werden.
Auber GL (1) mufi 1ch mich in der Folge auch noch auf
einige weitere Gleichungen stittzen, die bei der Ableitung von
(1. (1) auftreten und die man ebenfalls an der genannten Stelle
nachsehien kann, In einem Schuitt, der im Punkte z 4y parallel
zar Y Z-Ebene durch die Platte gelegt wird, treten niimlich
Normalspanuungen o, anf, die sich nach dem Elastizitiitsgesetze
in der Formiinderung. also in der Fauktion £ ausdriicken lassen,

m 1J =€ Aot
Op= ~— = FANL — et
in? — 1 dat ' 2y

worin 2 den Abstand der betrachteten Stelle von der Mittel-
ebene der Plidte hedentet.  ¥s versteht sich von selbst. dab

niimlich

&

die Gleichung auch giiltig bleibt, wenn man die Zeiger « und
g mibt emander vertauscht.  Iir die parallel zur Mittelehene
gehenden Schubspannungen 7, erhiillt man (val. 5. 103 a.a. 0.)

9

@)

_— DL S
.= —20Gz: P hH
wenn mib (¢ der Schubelastizitiitsmodul bezeichunet wird.
Endlich kanmn man noch einen Ausdruck fiir die Resultie-
rende der Schubspannungen 7. angeben, die parallel zur Z-
Achse in dem vorher schon durch die Platte gefithrten Schnitt
thertragen werden.  Bezeichmet maun der Einfachheit halber
die anl” die Liingeneinheit des Schnitts bezogene Resultierende
dieser Spannungen mit 7, .0 so hat man (S. 104 a. a. 0)

32( i L’:ii =
Vo, e O il 2 i
& L <9 !/‘; ! Dl 3 !/) ( ’v)
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Fitr die Untersuchung der kreisformigen Platte setzt man
in allen diesen Formeln an Stelle der rechtwinkligen Koordi-
naten beszer Polarkoordinaten », ¢ ein. Die Abstiinde » sollen
dabel vom Mittelpunkt der Platte aus gerechnet werden und
der Winkel ¢ soll von jenem Radius aus ziihlen, der durch
den Angriffspunkt der Last gefiihrt werden kann. Die Koor-
dinatentransformation kann leicht ausgefiihrt werden, wie eben-
falls auf' 5. 110 des genannten Buches nachgelesen werden kann.
Damit geht die Ditferentialgleichung (1) iiber in

32 3 2\ 2
(et T inr) ¢ =1 ()

L e ot

Fir die Spannungen o, und o; in radialer wnd tangenti-
aler Richtung erhiilt man aus GL (3)

we 19 ey 1ecg 1 93¢
T == = m R 9 )
K m*—1 ( ar-+;a;+;-a,,~> l @
7
mE _(#C 127 13°¢ l
= 2 e
o m* — 1 (9 2 T ror o "~ a3y -)
und ebenso aus Gl (4)
2 /12ac
= — 2z S
i ’ ar<,~aq> )

sowie aus Gl (5) fir die rvesultierende Schubkraft in einem
zum Radius senkrecht stehenden Schnitt

: 2 (/3L 1ac 1 3¢
Vy=—K ' : : ¢
LE))‘(Sr‘-’_}—'rar+1"-’3(/9> )

Auf Grund der zuletzt angeschriebenen Iormeln kennt
man auch den Spannungszustand der Platte, sobald der durch
die Funktion { beschrichene Formiinderungszustand ermittelt
ist. Von ( wissen wir zuniichst, dali es eine in ¢ periodische
Funktion sein mufi, da man an dieselbe Stelle der Platte zu-
riickkommt, wenn man ¢ wum 2z oder ein Vielfaches davon
wachsen Lilit.  Ferner mnf I anch eine gerade Funktion von
¢ sein, da die zu ciner Kinzellast gehirige elastische I'liche
eine Symmctricebene besitzt, die durch den zum Angriffspunkt
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gezogenen Radius hindurchgeht, so dafi sich £ nicht indern
darf, wenn man -+ ¢ durch — ¢ ersetzt. Man kann daher
durch eine Fourtersche Reihe darstellen, in der nur Cosinus-
Glieder in ¢ vorkommen. Wir sebzen also

(=1, 4+ Rycosqg-....+ Icosng+.... (1)

[n dieser Entwickelung bedeuten die Koeffizienten £ Funk-
tiouen von r, die erst noch niiher zu hestimmen sind. Zu
diesem Zwecke setzen wir den Ausdruck (10) in die Differen-
tialgleichung der Platte ein. Mit Ausnahme der unmittelbaren
Nachharschaft der belasteten Stelle lautet diese Gleichung hier

8* 12 1 Y\
' L - = 0 11
- R
(a 2 ar 20 p* €D
und durch Kinsetzen des fiir ¢ aufgestellten Ausdrucks gelit
sie iiber n

A2 1 dNF o (dF 1 d 1y,
(r/ T d )‘) Ll ((! 25 e dr )) L

d? 1 d 3\ 2
—+ cos iy (d ,.2—}— e ) R,y4-...=10

Tis

Dic Gleichung mufy bel gegebenem # fiir jeden Wert von
g erfiillt sein.  Wir scetzen daher jedes Glied fiir sich g¢leich
Null, womit wir fiitr jede der unbekannien Funktionen & eine
gewdhnliche Difterentialgleichung von der Form

(* 1 d /AN
% - l)n — .1
((./ )2 2 rodr r‘-’) ) 0 (12)

erhialten.  Diese Gleichiungen lassen sich leicht integrieren. Man
muk dabei die Fillle » =0 und » =1 fiir sich behandeln,
da sie zu Losungen fithren, die von der allgemeinen Form ah-
welchen.  Man erhiilt

By = ¢, g r 4o, e lgr ¢ ]
I,
I, = 7.1)—{— Pl Sl g

I‘)H S l’l w 'i" [).’ wh " ’11 ]}.’.n prcte? —1- ]Il R 2 l

il

(1)
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Von der Richtigkeit dieser Lisungen kanu man sich dureh
Ausfithrung der Probe nachtriiglich leicht tiberzeugen. Dabei
ist zu beachten, daly R, nuar {tr 2> 2 verwendet werden darf.
In jeder IPunktion kommien vier willkiirliche Integrationskon-
stanten vor, die wit ¢, & und 4 und angefiigten Zeigern he-
zeichnet sind uwnd durch deren Wahl die Lisung den vorge-
schrichenen Grenzbedingungen angepalit werden kann.

Durch passende Wahl der Integrationskonstanten Lilst sich
erreichen, daly die Gleichungen (10) und (13) den Formiinde-
runeszustand innerhalh irgend eines Stiicks der Plattenfliiche,
das den Aungriftspunkt der Last nicht mit wmscehlicit, richtig
beschreiben.  Dagegen ist es nicht moghich, den Koustanten
solche Werte zu erteilen, dafy dieselbe Losung fiiv die ganze
Platte gilt. Denn tir jede Walll, die man treffen kinnte,
witre Gl (11) iber die ganze Platte ohne Ausnahme erfiillt
und nach GILo(6) mibite daher ¢ tiberall gleich Null, also die
Platte ganz [rei von Lasten sein.

Wir selien uns daher gendtiot, die Platte in zwei Gebiete
oder i zwel Schalen zu zerlegen und zwar so, dafi der An-
eriffspunkt der Last aut der Grenzlinie zwischen heiden Ge-
Lieten liegt. Dadurch erreichen wir, dafi jedes Gebiet fiir sich
im Innern ganz frei von Kriilten ist, so dals sich die vorher
gefundene Losung munmittelbar daraul anwenden Lifit. Die Li-
sungen werden ftir beide Schalen freilich verschieden austallen
miissen und wir haben dann davaof zu achten, dald sie sich in
der Grenzlinie passend aneinanderschlieBen.  Fir die Durch-
{ithrong der Rechnung ist es am bequemsten, als Grenzlinie
zwischen berden Schalen den Kreis zu withlen, der dureh den
Angriffspunkt der Last vom Plattenmittelpunlkt als Nreeismittel-
punkt aus beschrieben werden kann.

Die Last set in der Folge mit £ und ihr Abstand von
der Plattenmitie mit p bezeichnet, Der Halbmesser des Platten-
umfangs set «. Fir das von » == p bis r == « reichende dufiere
Gebict der Platte migen die Nonstanten ¢, &, o in der GL (13)
so bezeichnet sein, wie s dort bereits geschehen ist. I -
neren Gebiet, von » =0 bis » = p gilt dann eine Lisung



Die Biegung einer kreisfirmigen ['atte. 169

von derselben Iform, aber mit anderen Konstanten, die von
den vorigen durch Beiliigen eines oben angebrachten Striches
unterschicden werden sollen.  An die Seite der Gleichungen
(13) treten daler die fir die innere Schale gitltigen Gleichungen

By =ci v lgr 4 cor? 4 eylgr -+ ¢

Iyo=Fkir 4+ =4+ hrlgy (14)
.

jln: Z)Jlu }'“—%’ bin " +// 11)”_]_ ‘I’“Z)ln} o2

Wir sehen uns jetzb nach den Grenzbedingungen um, die
sich filr die imnere Schale aufstellen lassen. In der Platten-
mitte, also fiir » = 0 darf  nicht unendlich grofs werden and
anlierdem muf; man auch immer zu demselben Werte von
an dieser Stelle gefitlirt werden, wie man auwch ¢ withlen mag;
fiir » = 0 miissen daher £ und alle 12, verschwinden. Da-
raus folgb zumiichst, daly die Konstanten ¢y Iy 65, by, gleich
Null zu setzen sind.  Dann mull noch /i gleich Null sein,

by

. . g . . .
damit in der Plattenmitte 5 ~ nicht unendlich grofi wird und
" 5

das Gleiche gilt aus einem ithnlichen Grunde auch fir ¢i. Wiire
niimlich ¢; von Null verschieden, so wilrde In der Plattenmitte

9 -

der Dilferentialquotient 5 und it thm die Keiimmunge der

2

Platte unendlich grof und aufierdem wiirde auch die nach
GL (9) berechnete Schubkraft 1, unendlich grols, was aber, da
die Platte in der Mitte unbelastet sein soll, offenbar nicht 111()1_;'—
fich ist. Auf Grand der Bedingungen in der Plaitenmitte gehen
daher die Gleichungen (14) iiber in

Ly = 20 41y I
IR S S S

(1
jl” = ]'in P 'i_ /):‘m ks l

Nun kommen die Bedingungen an der Grenze zwischen
hetden Schalen.  Zundichst mulfl man {iir jeden Punkt des Grenz-
kreises, also bei beliehig gewiihltew ¢, zu denselben Werten
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N ¢ . ey :
von ¢ und von = gelangen, gleichgiiltiy ol man den Punkt

. te

zur fufieren oder zur inneren Schale rechnet. Aber auch der
zweite Differentialquotient von & kaun bel » = p keinen Sprung
beim Ubergang von der eimen zur anderen Schale machen,
Wiire er niimlich zu beiden Seiten der Grenzlinie verschieden
grols, so erhiclte man nach der ersten der Gleichungen (7)
verschiedene Werte von .. In dem Schnitte, der die Grenze
zwischen beiden Gebieten bildet, muli man aber zu Dheiden
Seiten nach dem Satze von Aktion und Reaktion gleiche Werte
von o, erhalten.

Fir die Stelle » = p bel beliebigem ¢ bestehen daher die
Grenzbedingungen zwischen beiden Schalen, wenn man zuniichst
nur auf die von ¢ freien Glieder achtet,

A, dRy d*R, @*1
A dvy T drr T dat

Ry = R (16)

woliir man beim Einsetzen der Werte aus den Gleichungen
(I und (15) erhiilt
chptber=c pPlgp e, pt e lgpy 4 ¢

, ¢
2epp=2c plapt e, 4+ 20)p -+ ZT

2oy =2 lop A (Be -+ 20— (ff
Vi
und entsprechende Gleichungen lassen sich chenso fiir die in
IRy I, I, vorkommenden Konstanten aufstellen.

Die Gleichungen (17) kénnen zuniichst dazu verwendet
werden, die Konstanten ¢ und ¢; der inneren Schale zu bhe-
vechnen, wenn die Nonstanten ¢, bis ¢, der diunfieren Schale als
gegeben betrachtet werden. Uherdies wird aber, da es sich
um drei Gleichungen handelt, damit auch noch eine Bedingung
zwischen den Nonstanten der dufieren Schale ausgesprochen.
Auws den beiden letzten Gleichungen findet man niimlich nach
Idlimination von

6, = ?
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Hiermit geht I, iiber in
By =c (P +p)lgr ¢, F¢ (18)

Titr die weitere Ermittelung von R, stehen noch die Grenz-
bedingungen am Rande der Platte zur Verfiigung. Wenn die
Platte, wie zuniichst vorausgesetzt werden soll, am Rande ein-
gespannt ist, bestehen bel » = @ und fiir jedes ¢ die Bedingungen

(=0 und aé=0
ar

so dal3 dort inshesondere auch

(ZRO___O

L, =0 und ir

werden mufs. Durch Einsetzen des Wertes von L2, aus Gl. (18)
erhiilt man daraus

0 =c (>4 pHlga +¢c,a* 4 ¢,

2
. >
0 = ¢ (2({]5;(@—}—(/,—1—, ]((> +2¢a

Iiermit lassen sich alle Konstanten ¢ und ¢ in einer,
ebwa in ¢, ausdriicken und man erhiillt durch Kinsctzen der

Werte in die Gleichungen (14) und (18)

R, = ((;-2 + ) 1g :L + (@ + p) (@ — ’))l

2 a?

- (19
R A R e o [ a7
By = ¢, ((7 +r)1g + O

Die gleiche Rechnung, wie sie fiir 12, ausfithrlich ange-
schriehen wurde, lilst sich ebenso auch fiir I, und 2, wieder-
holen.  Man findet dann fiir R,

1 20> —2p? PP — 24t 4r  «
L =1, . - S B P
; : (7‘ T a? p? rr ot p? ! e g r)
D2 — 9 p 2 __ ,2)2
=, (Lj 2. L (a ) f ) 3 4) s (1)
a® p? atp J )

Nitzungéb. . math.-phys. KI. Jalhrg. 1912, 12
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indem es hier bequemer erschien, alle Konstanten & und %'
L, auszudriicken und ebenso

R, =10, { ()::z“ ((n —DpP—nd+m—1r— i — DP' }>
o2

n+1
1/, 7 — 1 .
o (’ "ﬂ‘ll’»

]'n — Z)“IJ).H n—1 »e av~‘ln —_n (l‘2—911 +1)9—27z)
\ 1

+ (p— 1) +?2 (u"i’”— _):_—12) @-n—2 — 41"12)_27'>}

Ls bleibt jetzt zur vollstindigen Losung nur noch die
Ermittelung der Nonstanten ¢, , und by, iibrig. Hierzu ver-
hilft uns eine weitere Bedingung am Grenzkreise zwischen der
inneren und fufieren Schale, die sich auf die dort ithertragene
Schubkraft 7, bezieht.

Setzt man i GL (9) ¢ aus Gl (10) ein, so erhiilt man,
wenn der Wert von V, bel » = p fiir die #uberc Schale mit
V, und fiir die innere mit V), bezeichnet wird,

T 1, 1d R, d (R, 1dR; 1
p=—4 [d} ( dr? +r dr >+COSI/ (/r( dy? +r‘clr ﬁ)‘”]“> 1

d (d?1, 1dR, »n? ’
TCO\]Zf/ i ( dre + ‘ —}.2Rn>+...J
=)

rodr

und fiir V, einen entsprechenden Ausdruck, bei dem nur jedem
It oben ein Strich beizuftigen ist. Bildet man die Differenz
zwischen beiden und beachtet die in den Gleichungen (16) aus-
gesprochenen Beziechungen, so erhiilt man

S I, (23]?‘, ) da I B e
V=V, =K LZ/ 4 + cos g 74 27

3 3 !
—+ cosn <dl o —(7_ R”) + .. ]

o3
Nach dem Satze von der Gleichheit zwischen Aktion und
Reaktion muli die Differenz fur alle Stellen des Grenzkreises
gleich Null sein, die unbelastet sind, also iiberall mit Aus-
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nahme der Nachbarschaft des Angriffspunktes der Last 2. Da
unbestimmt bleibt, wie weit sich diese Nachbarsehaft erstreclkt,
wollen wir zuniichst einmal annehmen, die Last P verteile sich
nach irgendeinem unbekannten Gesetze iiber den ganzen Grenz-
kreis hin und die davon an der durch den Winkel ¢ bezeich-
neten Stelle auf die Liingeneinheit treffende Belastung sei /1.
Dabet ist aber jedenfalls I/ symmetrisch zu Ishene ¢ =0 ver-
teilt anzunehmen und wenn man {iber den Halbkreis von ¢ = 0
bis ¢ = 7 integriert, hat man nach der Bedeutung von IT die

Gleichung
* o )
f]fpclr/ _—_—I_)A
0

Diese Gleichung gilt fiir jedes Verteilungsgesetz von [7.
Je mehr sich aber /7 in der Niihe der Stelle ¢ == 0 anhiiuft,
also je mehr wir uns dem Falle einer an dieser Stelle zusammen-
gedriingten Linzellast niihern, um so genauer gilt auch noch
fiir jedes n die Gleichung
x 2
f][p cosn g dyg = !
4]

da ja in der Tat der jetzt heigefiigte Faktor cosn ¢ bei ¢ == 0
zu Kins wird und daher an dem vorigen Ergebnisse nichts
findert.

Eine Tings des Grenzkreises verteilte Last I7 bewirkt an
allen Stellen, an denen I/ von Null verschieden ist, einen
Sprung in der Schubkraft V, und zwar ist, wie aus der Be-
trachtung eines Plattenclements zu entnehmen ist, das lings
des Grenzkreises von der ersten, senkrecht dazu von der zweiten
Ordnung klein ist,

H=v,—7,

zu setzen.  Die Differenz der V7, hatten wir vorher schon ge-

bildet.  Es kam dabei auf die Unterschiede zwischen den dritten

Differentialquotienten der 7@ wnd R' an. Differentiiert man
1%
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die in den Gleichungen (19) und den folgenden festgestellten
Werte der B und R' je dreimal nach #, bildet die Differenzen
und setzt sie in die Differenz der V, ein, so erhilt man

11 = K{cl j} — L, jﬁ cos g + ...+ ~87ZJSZEI) byncosng .. }

Multipliziert man diese Gleichung mit p cos n ¢ und in-

tegriert sie zwischen ¢ == 0 und ¢ = 7, so erhiilt man by,
und iihnlich die tibrigen Konstanten, niimlich

Z)
“ T 8Ka
N 9
b = —i5xa | (20)
b — oo
T8 — 1) Ka

Hiermit ist die Aufgabe vollstiindig geldst, ¢ als Funktion
von # und ¢ darzustellen. Ich bemerke noch, dafi die fir
R, Iy I, und I, gefundenen Werte dem Inhalte nach voll-
stiindig mit den schon von Clebsch angegebenen itbereinstimmen,
withrend R, und i von den in dem Buche von Clebsch an-
cegebenen Ausdriicken, die nicht homogen in den Dimensionen
sind, abweichen.

Wir wollen die Formeln dazu beniitzen, den sogenannten
Biegungspfeil, den wir wie iiblich mit dem Buchstaben f be-
zelchnen, auszurechnen, Man versteht darunter die Einsenkung
[ an der Lastangriffsstelle selbst. Dazu miissen wir in den
vorhergehenden Formeln ¢ = 0 und » = p setzen. Aus Gl
(10) wird dann

f= Izr)1,+R1p+... + R,,],+...
wenn durch Anhiingen des Zeigers p angedeutet wird, dak
r =p gesetzt werden soll. I'tiv die B findet man nach den
Gleichungen (19) und den ihnen folgenden:

gl 4 i
R"p _ 1' 9 pg le ¥ + « Y
S K S 2 a?




















































