
Sitzungsberichte 
v 

der 

mathematisch-physikalischen Klasse 

der 

K, B. Akademie der Wissenschaften 

zu München 

1916. Heft II 
November- und Dezembersitzung 

München 1916 

Verlag der Königlich Bayerischen Akademie der Wissenschaften 

in Kommission des G. Franz’schen Verlags (J. Roth) 



131 

Zur Quantentheorie der Spektrallinien, Ergänzungen 
und Erweiterungen. 

Yon A. Sommerfeld. 

Vorgetragen in der Sitzung am 4. November 1916. 

Ende des vorigen .Jahres habe ich der Akademie zwei 
Arbeiten über die Theorie der Spektrallinien vorgelegt1), deren 

Inhalt in den Annalen der Physik3) inzwischen weiter aus- 

geführt wurde. Im folgenden erlaube ich mir, einige Ergän- 
zungen und Erweiterungen zu demselben Gegenstände zu bringen. 

§ 1 handelt von der Form des Quantenansatzes, welcher 

der Theorie der Spektrallinien und allgemeiner der Behandlung 
von Systemen mehrerer Freiheitsgrade zu Grunde zu legen ist. 
Nach Hervorhebung der Verschärfung und Vereinfachung, welche 

die Arbeiten von Schwarzschild und Epstein gegenüber 

meiner ursprünglichen Formulierung des Quantenansatzes ge- 
bracht haben, gehe ich auf einen Abänderungsvorschlag ein, 

den Planck aus seiner Strukturtheorie des Phasenraumes ge- 

folgert hat. Nach Ausweis der Messungen an den Balmerschen 
Linien bewährt sich derselbe wider Erwarten nicht. Den Grund 

hiefür sehe ich in einer inkonsequenten Handhabung der Rela- 

tivitätstheorie ; da nämlich in den Grenzfällen der Kepler- 

’) Sitzungsberichte 1915, pag. 425 und 459. Im folgenden als Ak. I 
und II zitiert. 

2) Ann. d. Phys. 51, pag. 1, 1916. Teil I, Theorie der Balmerschen 
Serie. Teil II, Die Feinstruktur der Wasserstoff- und der Wasserstoff- 
ähnlichen Linien. Teil III, Theorie der Röntgen-Spektren. Im folgenden 
als Ann. I, II und III zitier’;. 

Sitzungsb. d. math.-phys. Kl. Jahrg. 1916. 10 
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Bewegung, auf die sich der Plancksche Abänderungsvorschlag 

stützt, die Masse des Elektrons über alle Grenzen wächst, darf 
die Masse des Kerns nicht mehr als überwiegend und der Kern 

nicht mehr als ruhend angesehen werden. Berücksichtigt man 

dieses, so verflüchtigt sich die scheinbar nicht unterschreitbare 
untere Grenze für das Impulsmoment und geht der Plancksche 
Quantenansatz in den mehligen über. 

§ 2 knüpft an eine interessante Bemerkung von R. Swinne 

über das ili-Dublett der Röntgen-Spektren an und stellt dieses 

in Parallele zu dem von mir untersuchten Z-Dublett. Für 
letzteres werden aus dem Beobachtungsmaterial von Friman 

weitere Beispiele beigebracht, indem einige in das Serienschema 
bisher nicht eingeordnete Linien als £- und ^-Linien erkannt 

werden. Der Swinnesche Nachweis des Af-Dubletts veranlaßt 
mich, meine Nomenklatur der Terme abzuändern ; ferne gehe 

ich auf Anregungen Kossels ein betr. die physikalische Be- 
deutung der Terme und die Auffassung des Kombinationsprinzips. 

§ 3 bildet das Hauptstück der Arbeit. Daß die größere 
Verwicklung und Reichhaltigkeit der nicht-Wasserstoff-ähn- 

lichen Spektren auf die Abweichung des Atomfeldes dieser 

Elemente von dem Coulombschen Felde zurückzuführen sei, ist 
schon von Bohr vermutet worden. Da man jetzt die Methoden 
zur Behandlung des Coulombschen Atomfeldes in der Hand hat, 

kann man auch mit der Behandlung allgemeinerer Atomfelder 

Ernst machen. Es wird vorausgesetzt ein innerer Ring von 
Elektronen, welcher den Kern umgibt und eine Symmetrie- 

ebene (Aquatorebene) des Atoms definiert. Durch das Beispiel 
von Li und He wird wahrscheinlich gemacht, daß die Bahnen 

des p-, d- und b - Termes (des Termes der Hauptserie, der 

1. Nebenserie und der Bergmann-Serie) in der Symmetrieebene 
des Atoms verlaufen, während die Bahn des s-Termes (des 

Termes der II. Nebenserie) offenbar aus dieser Ebene heraus- 
tritt (das Gleiche gilt wahrscheinlich von dem A Term der 

Röntgen-Spektren). Unter Beschränkung auf die ebenen äqua- 
torialen Bahnen wird das Bewegungsproblem unter folgenden 

vereinfachenden Annahmen verhältnismäßig leicht und über- 
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sichtlich behandelt: die Ladung der inneren Elektronen wird 

gleichmäßig auf dem als kreisförmig vorausgesetzten inneren 
Ring verteilt; von der Rückwirkung des äußeren Elektrons auf 

den inneren Ring wird abgesehen. 

Eine vollständige numerische Wiedergabe der Spektren, 

z. B. von Li und Hc wird man unter diesen Umständen nicht 
erwarten können. Trotzdem liefert die Theorie in qualitativer 
Hinsicht eine Reihe vielversprechender Ergebnisse. Wir be- 

zeichnen als erste Näherung eine Behandlung, bei der wir den 

Radius a des inneren Rings als unendlich klein ansehen gegen 

den Radius a, des ersten Bohrschen Kreises beim Wasserstoff- 

atom, bei der wir also alle Potenzen von � vernachlässigen. 

Eine zweite Näherung besteht darin, daß wir die niedrigste 

auftretende Potenz � beibehalten, eine dritte darin, daß wir 
a\ 

a* 
auch noch , berücksichtigen. Die aufeinander folgenden Po- 

a\ ° ° 

tenzen von * treten auf, wenn wir in naheliegender Weise 
ai 

das Atomfeld in eine Reihe nach Kugelfunktionen entwickeln. 
Es zeigt sich nun folgendes: 

In erster Näherung ergibt sich die Balmersche 
Formel zur Darstellung des Serienterms, wie nicht anders 
zu erwarten war, in zweiter Näherung aber eine Formel 

vom Rydbergschen Typus, hei der die Ganzzahligkeit des 

Termnenners durch ein für jede Serie konstantes Korrektions- 
glied abgeändert wird, in dritter Näherung endlich eine 

Formel vom Ritzschen Typus, bei der zwei solche Kon- 

stanten benutzt wurden. Es ist sehr befriedigend, diese drei 
Stufen der empirischen Entwickelung nunmehr aus demselben 

Gesichtspunkt überblicken zu können. 
Nach unserer Auffassung ist die ganze Zahl m, welche 

die aufeinander folgenden Glieder einer Serie unterscheidet, 

ebenso wie beim Wasserstoff, die Summe des azimutalen Quan- 
tums n und des radialen Quantums n�: m = n -j- n�. Dabei 

10* 
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ist n innerhalb einer Serie konstant und wächst n� von 0 bis oo, 

und zwar ist für den p-Term n = 2, für den cZ-Term n � 3, 
für den 6-Term n = 4. Diese Auffassung entspricht der 

fundamentalen Tatsache, daß m in der Hauptserie alle 

Zahlen von 2 ab, in der I. Nebenserie von 3 ab, in 

der Bergmann-Serie von 4 ab durchläuft; sie wird in 
unserer Darstellung durch die einfachere Aussage zusammen- 
fassend wiedergegeben, daß in allen Fällen n� die Zahlen 

von 0 bis co durchläuft. 

Die Rydbergschen Korrektionsglieder p, d, b für die Haupt- 
serie, I. Nebenserie und Bergmann-Serie, sowie die von Ritz 
hinzugefügten Korrektionsglieder n, ö, ß erweisen sich in unserer 

Darstellung insofern als Konstante, als sie von der veränder- 

lichen Quantenzahl n� unabhängig sind; dagegen hängen sie 
von der für jede Serie festen Quantenzahl n ab, in dem Sinne, 

daß sie mit wachsendem n schnell abnehmen. Dieser Um- 

stand steht im Einklang mit der Erfahrungstatsache, 
daß zumal bei den Elementen von kleinerem Atom- 

gewicht die Zahlen p, n am größten, d, ô wesentlich 

kleiner, b, ß fast Null sind, oder, anders ausgedrückt, 
daß die I. Nebenserie wasserstoff-ähnlicher als die 

Hauptserie ist und die Bergmann-Serie fast wasser- 
stoffgleich wird. Numerisch ist allerdings die wirkliche 

Abnahme dieser Zahlen beim Übergang von der Hauptserie 

zur I. Nebenserie und Bergmann-Serie anders als nach unserer 

Theorie; außerdem stimmt merkwürdiger Weise das Vorzeichen 
bei Li und He im allgemeinen nicht. 

Andrerseits wird das Größenverhältnis n:p, ö:d, ß:b 
wieder qualitativ richtig von der Theorie wiedergegeben: die 

Größen n, ô, ß sind nämlich der Theorie nach von der 
vierten Ordnung in der kleinen Größe a\ai, die Größen p, 
d, b nur von der zweiten Ordnung, was der Erfahrung 
entspricht, daß n, ô, ß in der Regel kleiner als p, 
d, b ausfallen. 

Man hat empirisch gefunden, daß die Konstanten p in 
der Reihe der Alkalien Na, K, Hb, Cs proportional mit dem 
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Atomvolumen zunehmen. Es ist sehr bemerkenswert, daß 
unsere Theorie hiervon Rechenschaft gibt, indem p 
bei uns proportional mit a2 ist; in der Tat kann a2 bei 

flächenhafter Ausbildung des Atoms als Maß für das Atom- 
volumen gelten. 

Auch die allgemeinen Intensitätsverhältnisse passen 

zu unserer Auffassung: In jeder Serie nimmt die Intensität mit 

wachsender Nummer der Linie ab, entsprechend der Anschauung, 
wonach zunehmende Exzentrizität der Bahn (zunehmendes n�) 
abnehmende Wahrscheinlichkeit bedeutet. Ferner nimmt die 

Intensität im allgemeinen ab in der Reihenfolge Hauptserie, 

I. Nebenserie, Bergmann-Serie, entsprechend der weiteren An- 
schauung, daß zunehmende Größe der Bahn (zunehmendes n) 
gleichfalls mit abnehmender Wahrscheinlichkeit verbunden ist. 
Auch die Erregungsbedingungen für die einzelnen Serien 

passen in unser Bild: Der p-Term tritt am leichtesten auf � 
da bei ihm n � 2 sein soll, braucht das Elektron hier am 

wenigsten weit vom Kern entfernt zu werden ; der d-Term ver- 
langt stärkere Anregung, z. B. höhere Temperaturen � wegen 

n = 3 muß das Elektron weiter entfernt werden; am schwersten 

wird der ö-Term verwirklicht � hier muß wegen n = 4 der 
Atomverband am stärksten gestört werden. 

Wenn das Ziel unserer Theorie numerisch erreicht wäre, 
würden sich die 6 Konstanten p, n, d, ö, b, ß, die Ritz zur 
Darstellung der drei Serienterme benötigt und die bei ihm als 

O O 

frei verfügbare Parameter gelten, durch die eine Zahl � 
ax 

universell ausdrücken lassen ; aus jeder von ihnen ließen sich 
die übrigen fünf theoretisch berechnen. Die Formeln unserer 

Theorie sind einkonstantig, die der Wasserstoffspektren 
waren sogar nullkonstantig. Indessen erweist sich die 

Theorie in ihrer gegenwärtigen Fassung noch nicht als nurne- 
O o o o 

risch brauchbar. 
In § 4 wird die Theorie vervollständigt durch Berück- 

sichtigung des magnetischen Einflusses, den der umlaufende 

innere Elektronenring auf das äußere Elektron ausübt. Praktisch 
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scheint dieser Einfluß nicht von Belang zu sein. Methodisch 

ist er insofern interessant, als er Anlaß gibt, Kräfte, die kein 
Potential haben, der kanonischen Form der Bewegungsgleich- 

ungen anzupassen. Hierzu wird eine über den besonderen 

Zweck hinausgehende, von Herglotz herrührende Methode 

mitgeteilt. 

In § 5 wird versucht, die Theorie der Röntgen-Spektren 
durch Berücksichtigung des wirklichen Atomfeldes zu vervoll- 

ständigen. Hierbei kommt der allgemeine Gegensatz zwischen 
optischen und Röntgen-Spektren � Atomäußeres und Atom- 

inneres � zur vollen Geltung. Der Elektronenring (Radius a), 
dessen Atomfeld die Wasserstoff-˜hnlichkeit beeinträchtigt, ist 

jetzt ein äußerer Ring. Das Atomfeld wird daher jetzt nach 
absteigenden (früher nach aufsteigenden) Potenzen von a in 

eine Kugelfunktionenreihe entwickelt. Die Korrektionen, die 

in den verschiedenen Näherungen an der Spektralformel anzu- 

bringen sind, ordnen sich jetzt nach Potenzen von -- (früher 
CL 

nach Potenzen von �). Die Ganzzahligkeit des Termnenners, 
ai 

die bei dem K- und A-Term erfahrungsgemäß noch vollkom- 
men ist, wird bei den höheren Termen durch das Atomfeld 

mehr und mehr gestört. Außerdem tritt zu dem Energieaus- 

druck ein Zusatzglied hinzu, welches das Potential des äußeren 

Ringes in dessen Mittelpunkt bedeutet. Man kann in diesem 

Zusatzgliede eine Andeutung dafür sehen, daß das Kombina- 
tionsprinzip im Gebiete der Röntgen-Spektren (wenigstens in 

seiner einfachsten, von der Optik her geläufigen Form) tat- 

sächlich nicht gilt, während es im optischen Gebiete, wo ein 
solches Zusatzglied fehlt, als strenges Naturgesetz zu herr- 
schen scheint. Indessen sind die Betrachtungen dieses letzten 

Paragraphen weit davon entfernt, endgültige Vorschriften zur 

numerischen Berechnung der Wasserstoff-unähnlichen Röntgen- 

Spektren liefern zu wollen. 
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§ I. Der Quantenansatz für die azimutale Koordinate und 

die Rolle des Grenzmomentes p = pa. 

Der quantentheoretische Grundsatz, auf welchem meine 

Arbeiten über Spektrallinien beruhen, läßt sich in die Forde- 
rung zusammenfassen, daß für alle Freiheitsgrade des Systems 

das Phasenintegral 

(1) . j* pdq — nh 

sein solle. Hier bedeutet q eine der unabhängigen Koordinaten, 
p im Sinne der Hamiltonschon Gleichungen die zugehörige 

Impulskoordinate. Die scheinbare Willkür, welche in der Aus- 
wahl der Koordinaten q liegt, wurde von mir ursprünglich 

stark betont. Sie ist inzwischen (unter der Beschränkung auf 

�bedingt periodische� Bewegungen) behoben durch Schwarz- 
schild und Epstein: die zu benutzenden Koordinaten q sind 
diejenigen, nach denen sich die Jacobische partielle Differential- 

gleichung �separieren� läßt. Auch bezüglich der Integrations- 

grenzen, zwischen welchen das Phasenintegral zu erstrecken 

ist, bestand ursprünglich eine gewisse Unsicherheit, die aber 
am Schlüsse meiner zweiten Akademienote sowie in der Annalen- 

arbeit geklärt wurde: die Integration ist zu erstrecken über 
denjenigen Bereich der Koordinate q, der zur Darstellung aller 

Phasen (oder Zuständen) des Systems erforderlich ist. Dies be- 

deutet bei einer Koordinate q, die in der bedingt periodischen 
Bahn zwischen den Werten q min und q max hin und her pendelt, 
die Integration von qm\n bis q max und wieder zurück bis qmjn; 
dagegen bei einem beständig zunehmenden Azimute q = cp die 

Integration von 0 bis 2 n. Ist im letzteren Falle vermöge des 
Flächensatzes das zugehörige Impulsmoment p konstant, so 

entsteht aus (1) einfach: 

(2) 2 7i p = n h. 

Indessen führen Betrachtungen in der Phasenebene p, q, 
von der man in jeder Statistik auszugehen hat, nur unter einer 
gewissen beschränkenden Voraussetzung auf die Formulierung (1). 
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Es muß nämlich möglich sein, eine dem Quantum n � 0 ent- 
sprechende Anfangsbahn mit den Koordinaten p0, ([ so zu 

wählen, daß für diese 

SPod1 = 0 

wird (vgl. Akad. I, p. 429, Ann. I, p. 9). Ist letzteres nicht der 
Fall, so sollte in (1) p�pa an die Stelle von p treten; ins- 

besondere ginge dann (2) über in 

(3) 2 n(p � p0) � nh. 

Ein Brief Schwarzschilds vom 21. März 1916 zeigt, daß 
er diese Verallgemeinerung des Quantenansatzes im Falle der 

relativistischen Kepler-Ellipse reiflich überlegt hat. Er schrieb 
mir darüber: �Da die untere Grenze von p nicht Null, sondern 

ist, so scheint mir, daß die quantenhaft ausgezeichneten 

Werte von p gleich 
e2 nh 
c + 2 7i 

zu setzen sind. Das ändert die Dubletts nicht, verdirbt aber 
die Balmersche Formel.� In meiner Annalenarbeit II § 6 habe 
ich bereits ausgeführt, wie treffend der Sachverhalt durch diese 
kurzen Worte Schwarzschilds gekennzeichnet wird: Die Spektral- 

formel, die aus dem Quantenansatz (3) folgt, liefert dieselbe 
Feinstruktur wie diejenige, die ich aus dem Ansatz (2) heraus 
gefolgert hatte ; aber sie gibt für die absoluten Wellenzahlen 

Werte, die nicht nur von der Balmerschen Formel, sondern 
auch von den neuesten sehr genauen Messungen von Paschen 

in völlig unzulässiger Weise abweichen. 

Der Quantenansatz (3) tritt auch � und zwar in beson- 

ders eindringlicher und systematischer Form �� in Plancks 

Strukturtheorie des Phasenraumes1) auf. Während Planck im 
übrigen meine Resultate bezüglich der relativistischen Kepler- 

Ellipse von seinem Standpunkte aus bestätigt, betont er zum 
Schluß von § 11 die Abweichung zwischen seiner mit (3) iden- 

1) Ann. d. Phys. 50, p. 285, 1910. 
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tischen Gl. (45) von meinem Quantenansatz (2). Da nun nach 

Ausweis der Messungen im Balmerschen Spektrum jener Quanten- 
ansatz (2) zweifellos der richtige ist und da andrerseits sowohl 

meine statistischen Betrachtungen in der Phasenebene als auch 

besonders die Plancksche Strukturierung des Phasenraumes auf 
den Quantenansatz (3) führen, so scheint hier ein Widerspruch 

in den Grundlagen vorzuliegen. 

Der Widerspruch verschwindet indessen, wenn wir dem 

Ursprung des Grenzmomentes 

nachgehen. In meiner Annalenarbeit II § 3 wurde bereits her- 

vorgehoben, daß die Annahme eines unbeweglichen Wasser- 
stoffkerns (JA = co) nicht mehr zulässig ist im Falle der dort 

untersuchten Spiralbahnen, bei denen sich die Geschwindigkeit 
des Elektrons dem Grenzwerte c nähert, weil dann auch die 

Masse des Elektrons über alle Grenzen wächst (Lim in = oo). 

Dasselbe gilt in jedem Falle, wo das Grenzmoment p0 aufzu- 

treten scheint; dann wird immer die Geschwindigkeit des Elek- 
trons gleich c, also seine Masse gleich co, so daß die Mit- 
bewegung des Kerns M berücksichtigt werden muß. Dann aber 
erweist sich pa nicht mehr als unüberschreitbare untere Grenze 

des Impulsmomentes p. 
Um dieses zu zeigen, genügt es, eine spezielle Bewegungs- 

form zu betrachten. Wir wählen als solche die Kreisbewegung 

von verschwindendem Radius Lima’=0 und gehen in drei 

Schritten vor: 

a) Kreisbewegung ohne Relativität. Ist a> die kon- 

stante Winkelgeschwindigkeit auf der Kreisbahn vom Radius a, 
so wird das Impulsmoment 

]} - ma2m. 

Es handelt sich um den Grenzwert von p für a = 0. 

Nun wird zwar im Falle m = konst, co = co für a = 0. Aus 
der dynamischen Gleichung: Zentrifugalkraft des Kerns gleich 

elektrischer Anziehung durch den Kern: 
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(4) 

folgt indessen 

mam2 e2 

a
2 

co wächst also mit abnehmendem a nur in solchem Grade an, 

daß in der Grenze Lim p = 0 gilt. 

b) Kreisbewegung mit Relativität bei ruhendem 
Kern. Wir wollen jetzt berücksichtigen, daß m mit der An- 
näherung an die Lichtgeschwindigkeit co wird 

m 
_mn _ aa> 

Vl^ß2’ P o 

zugleich aber so tun, als ob die Kernmasse M trotzdem groß 

gegen m bliebe, d. h. von der Mitbewegung des Kerns ab- 
sehen. Dann würde gelten 

mn a2 m mn cßa 
p ~ V 1 � /r ~ V 1 i’r 

und wegen des dynamischen Gleichgewichts (vgl. (4)): 

(4 a) 
m� cßa e2 

Ki�T2 ~ CP� 

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt allgemein 

P = 
e- 
cß’ 

also im Besonderen für a = 0, wo nach (4a) ß � 1 wird: 

Lim p = p0, p0 = 

c) Kreisbewegung mitRelativität und Mitbewegung 
des Kerns. Wir berücksichtigen jetzt, daß sich in Wirklich- 

keit Elektron und Kern um den Schwerpunkt bewegen und 
wollen annehmen, daß sie dabei dauernd einander diametral 
gegenüber stehen (vgl. hierzu den Schluß dieses Paragraphen). 
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Den Größen ß, m = 
mn 

Vü-T 
beim Elektron mögen die Größen 

B, 31 = -y�9�, A, Ü = co 
Vi-B2 

beim Kern entsprechen. Dann ist das ganze Impulsmoment 

zu definieren durch 

(5) p = ma2 co -j- 31A2m. 

Das dynamische Gleichgewicht erfordert 

(6) = mam2 = 31 Am2, also ma = 31 A. 
(A + a)2 

Wegen der letzteren Beziehung kann man statt (5) schreiben 

mn cßa 

V1 - J2 
(7) 

und statt (6) 

(8) ~T «2 1 + 

(9) 

. m \ ir*nu/JU, I 

V = nia2m[ 1 + � ) = �  � ( 1 + 
m 
31 

mnß
2 c2 m0cßa 

m 
M 

’,Vi-ß2’ Vi � ß2 cß 

Hiernach ergibt sich statt (7) allgemein: 

* = 7(1 + 

m 
M r 

In dieser letzten Gleichung haben wir den Grenzübergang 

für ß = 1 zu machen. Nun ist 

m   m� Y1�B2 

31 - Jl0 17 p � 

andrerseits nach Gl. (6) 

m A co B 
31 am ß � 

B _ = mji  ß_ _ 

Vi�B2 Kl � ß2 ’ 
also 
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Hieraus berechnet man leicht 

1  

Vi—iß 
ml ß* 
Ml 1 � ß*� 

Mithin wird in der Grenze für ß � 1 : 

(10) M = 
Mn__ 

V1 - IF 

mn 

Kˇ - ß2 
= m. 

Das ursprüngliche Überwiegen der Kernmasse M macht 

also bei der Annäherung an die Lichtgeschwindigkeit einer 
völligen Gleichheit von Kern- und Elektronenmasse Platz. 
Aus (9) folgt nun in der Grenze für ß = 1 (in der natürlich 
auch a = 0, A = 0 wird) : 

(H) LimJp = |^ = ^. 

Das Grenzmoment ist somit auf die Hälfte seines Wertes 
hei der inkonsequenten Betrachtung b) heruntergesetzt, und 

die scheinbar unüberschreitbare relativistische Grenze pQ ist 

durchbrochen. 

Dabei ist zu beachten, daß wir in c) eine ganz spezielle 
Art des Grenzübergangs ausgeführt haben, indem wir uns auf 
Kreisbahnen beschränkten. Würden wir mit elliptischen oder 

mit den schon genannten spiraligen Bahnen zur Grenze ß = 1 

übergehen, so würden wir vermutlich andere Grenzwerte finden, 

bei denen der Wert p0 � � möglicher Weise noch weiter unter- 

schritten werden würde. Leider lassen sich solche allgemei- 
neren Bahnen in Strenge unter Berücksichtigung der Mit- 

bewegung des Kerns kaum behandeln. Die Schwierigkeit liegt 

darin, daß für die jeweilige elektrodynamische Kraft nicht die 
(vom Schwerpunkts-System aus beurteilten) gleichzeitigen Lagen, 
sondern gewisse um die Latenzzeit retardierte frühere Lagen 

in Betracht kommen und daß zu dem von der gegenseitigen 
Lage herrührenden Bestandteil der Kraft noch ein Geschwindig- 

keits- und Beschleunigungs-Bestandteil hinzukommt. 
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Sogar die unter c) gegebene Behandlung der einfachen 
Kreisbewegung kann von diesem Standpunkte aus nicht als 
exakt bestehen. Nicht nur haben wir die (bei der Annähe- 
rung der Massen zunehmende) gegenseitige Masse vernach- 

lässigt, sondern wir haben auch hier die (bei der Annäherung 

an die Lichtgeschwindigkeit immer stärker ins Gewicht fallende) 

Retardierung der Anziehungskraft bei Seite gelassen, der zu- 

folge die unter c) vorausgesetzte, dauernd diametrale Stellung 

der beiden Massen gar nicht ohne weiteres möglich ist. Hier- 

durch wird das quantitative Resultat Lim p � Po 
2 

allerdings 

erschüttert, nicht aber, wie mir scheint, das qualitative Resultat, 

auf das es uns allein ankommt: daß die Grenze pn= unter- u c 

schritten werden kann und daß daher der Quantenansatz (3) 

nicht verbindlich ist. Der Quantenansatz (2), der als untere 

Grenze des Impulsmoments Lim p = 0 voraussetzt, kann durch 

die Messungen an der Balmerschen Serie demgegenüber als 

experimentell bestätigt gelten. 

§ 2. Das /W-Dublett und die Nomenklatur der Röntgen-Spektren. 

Aus meiner Theorie der Feinstruktur wasserstoff-ähnlicher 
Linien geht hervor, daß der in der Theorie der Röntgen- 

Spektren auftretende L-Term 

L = N l? 

(N = Rydberg-Frequenz, Z = Ordnungszahl des Elementes, 
l = Kernladungs-Charakteristik) doppelt ist, weil sein Nenner 2 

auf zweierlei Arten entstehen kann 

2 = 2-f-0 = l + l. 

Die vorstehende Formel für den L-Term ist nämlich nicht 

vollständig; es sind zu ihr weitere Glieder, Relativitäts-Kor- 
rektionen, hinzuzufügen, die mit c = GO verschwinden, aber 

die bei großem keineswegs zu vernachlässigen! sind. Diese 
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Glieder nun fallen verschieden aus, je nachdem der Term- 
nenner 2 die Entstehungsweise 2 �(� 0 oder 1 -)� 1 hat; infolge- 

dessen entspricht den beiden Entstehungsarten nicht ein Z-Term, 

sondern ein Paar zusammengehöriger Terme Z, Z’, nicht eine 
einzelne Linie, sondern ein Linienpaar, das �L-Dublett�. Das 
Z-Dublett erscheint bei allen Linien, die mit dem Z-Term 

gebildet sind, also zunächst bei allen Linien der eigentlichen 

L-Serie, deren erster (konstanter und positiver) Term der 

Z-Term ist, sodann bei der a-Linie der ZT-Serie, deren zweiter 
(negativer) Term gleich L ist. Ich habe früher dieses in der 

ZT-Serie auftretende Dublett, welches in Schwingungszahlen 
gemessen dem 7v-Dublett gleich ist und die (durch das negative 

Vorzeichen des Z-Terms bedingte) charakteristische Intensitäts- 
umkehr zeigt � in der Zf-Serie liegt der schwächere Begleiter 

auf der weichen, in der Z-Serie auf der harten Seite der Haupt- 

linie � gelegentlich als �ZT-Dublett� bezeichnet. Ich möchte 
jetzt empfehlen, dieses Dublett in jedem Falle �Z-Dublett� zu 
nennen, weil dadurch der wirkliche Ursprung und Grund des 

Dubletts betont wird, während das Auftreten in der K- oder 

Z-Serie mehr nebensächlich ist und für die Benennung des 
Dubletts nicht entscheidend sein sollte. 

Es ist nun äußerst befriedigend, daß sich das gleiche Vor- 
kommen im Verhältnis der L- und 7I/-Serie wiederholt. In der 

Z-Serie ist die starke a-Linie auf der weichen Seite von einem 
Satelliten a’ begleitet, von dem man aus verschiedenen Gründen 
(vgl. Ann. Ill, p. 140 und 141) behaupten kann, daß er seinen 

Ursprung dem zweiten Term der Z�-Linie verdankt. Herr 
R. S win ne1) hat nun die interessante Bemerkung gemacht, daß 

sich derselbe Linienabstand aa� in der von Siegbahn entdeckten 
ZZ-Serie wiederfindet, zwischen den beiden stärksten Linien a 
und ß dieser Serie. Der volle Parallelismus dieses �ilf-Dub- 

letts� mit dem vorher besprochenen Z-Dublett wird aus der 
folgenden Zusammenstellung deutlich: 

O Physikal. Zeitschr. 17, p. 485 unten, 191G. 



Zur Quantentheorie der Spektrallinien etc. 145 

K 
« 

Hauptlinie Begleiter, weicher 
und schwächer 

Stärkste Linie 
der -L-Serie 

Zweite Dublett- 
Linie, härter und 

schwächer 

L 
<1. 

Hauptlinie 
La- 

Begleiter, weicher 
und schwächer 

Stärkste Linie 
der iU-Serie 

M� 

Zweite Dublett- 
Linie, härter und 

schwächer 

Die Güte der Übereinstimmung zwischen L(«a�) und M(aß) 

zeigt die nachstehende Tabelle. In dieser sind aus den Sieg- 

bahnschen Messungen von X die Schwingungszahlen (besser ge- 

sagt Wellenzahlen) v = � berechnet und durch die Rydberg- 

Frequenz N dividiert. Wie schon Ann. Ill, p. 134 gesagt, 

empfiehlt sich allgemein � als unbenannte Zahl von bequemer 

Größenordnung vor v selbst. Die Tabelle enthält nun die Dif- 
V 

ferenzen dieser -^r-Werte und zwar in der ersten Spalte für 

die Linien ß und a der Af-Serie, in der letzten für die Linien a 

und «’ der L-Serie. 

M 

92 U 
90 TU 
83 Bi 
82 Pb 
81 TI 
79 Au 

fi- 

ll,S 

11,0 
7,7 
6.9 
7,1 
5.9 

à-y 

12.2 

6,0 

L 

12,9 
11,8 

6,2 

7.2 
6.2 

6,7 

Der Parallelismus geht aber noch weiter. In der L-Serie 

tritt derselbe Dublettabstand außer zwischen a und ß (oder 

genauer gesagt zwischen a1 und ß) auch auf zwischen y und ö, 

zwischen e und ?; sowie zwischen f und d. Hieraus erhellt, 
daß diese Linienpaare sämtlich mit demselben ersten Term, 
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nämlich Z bei a, y, s, f, L� bei ß, <5, �>], gebildet sind, wo- 

durch sie sich als �legitime Glieder derselben Z-Familie� er- 
weisen. Herr Swinne bemerkt nun, daß in der ilZ-Serie der 
Abstand a ß noch an einer zweiten Stelle vorkoinmt, nämlich 

zwischen den von Siegbahn mit y2 ö2 bezeichneten Linien, die 
ich nach Analogie mit der Z-Serie weiterhin als y ô bezeichnen 

werde. Wenn auch dieses letztere Dublett nur bei zwei Ele- 
menten (U und Au) gemessen ist, so ist die Übereinstimmung 

der Schwingungsdifferenzen (vgl. Tabelle) doch ein so charak- 
teristisches Merkmal, daß man daraus unbedenklich allgemeine 

Schlüsse ziehen darf. Diese Schlüsse sind dieselben wie bei 

der Z-Serie, nämlich: Die Linienpaare aß und y ö der il/-Serie 
sind mit demselben ersten Term gebildet, a und y mit einem 
il/-Term, ß und ô mit einem zugehörigen ilZ-Term. Diese 

vier Linien werden dadurch als Glieder der gleichen JlZ-Serie 
legitimiert. In der Z-Serie tritt ilZ als zweiter Term in der 

a-Linie, ilZ als zweiter Term in der a’-Linie auf nach dem 
Schema a � L � ilZ, a� = Z � ilZ’. Es bleiben noch drei 

weitere Linien der ilZ-Serie übrig, die Siegbahn mit yx, d,, e 
bezeichnet. Um sie mit derselben Sicherheit wie die vorher- 
gehenden in die ÜZ-Serie einordnen zu können, müßte man 

nach zugehörigen zweiten Komponenten im Abstande des charak- 
teristischen ilZ-Dubletts suchen. Da yx, <5,, e schon schwach 

sind (im Verhältnis zu a, ß und y2), so würden die zugehörigen 
zweiten Dublettlinien noch schwächer zu erwarten sein. Es 

ist daher verständlich, daß sie bisher nicht bemerkt wurden; 
andrerseits ist ihr Nachweis erleichtert, wenn die Theorie ihre 

Lage vorher gesagt hat. Die augenblickliche Unvollständig- 
keit der ilZ-Serie-Messungen zeigt sich übrigens auch darin, daß 

die Linien J’, j�2, öx ö2, s bisher noch bei keinem der sechs von 
Siegbahn untersuchten Elemente vollständig erhalten wurden. 

Noch sei auf die Angabe Siegbahns hingewiesen, daß die 

a-Linie der ilZ-Serie selbst eine Triplettstruktur zu besitzen 

scheine. Auch hierin zeigt sich ein Parallelismus zu der Dub- 

lettstruktur der Linien a a’ der ZT- und Z-Serie. So wie diese 

Dublettstruktur von dem zweiten (Z- bzw. ilZ-)Term herrührt, 
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so ist jene Triplettstruktur als Folge des zweiten Terms der 

DP-Linie, des W-Terms, anzusehen. Sollte es möglich sein, 
nach der weichen Seite des Spektrums fortschreitend zur Auf- 

nahme einer �ÜV-Serie� zu gelangen (die ernsteste Schwierig- 
keit liegt bekanntlich in den Krystallen selbst, da deren Gitter- 
konstante für so große Wellenlängen zu klein wird), so würde 

man die Linien dieser Serie als Gruppen von Tripletts (oder 
vorsichtiger gesagt, von derselben Vielfachheit wie die i)fa-Linie) 

mit konstanten Schwingungsdilferenzen finden. Daß die Mß- 

Linie nicht gleichzeitig vielfach ist, entspricht wieder völlig dem 

Verhalten der Z^-Linie. Trotzdem die letztere mit demselben 
zweiten Term gebildet ist wie die Linie La- und sich nur in 

dem ersten Term (L1 statt L) von La unterscheidet, zeigt sie 
nicht das AZ-Dublett, besitzt also keinen Satelliten im Ab- 

stande LaLa�. Dieses Faktum würde sich, wie ich Ann. Ill, 
§ 4 auseinander gesetzt habe, aus meiner Theorie der �Quanten- 

ungleichungen� erklären, wenn der Af-Term wasserstoff-ähnlich 

wäre; da er es nicht ist, muß man auf das genau entsprechende 
Verhalten der Alkalien in den Rydbergschen vollständigen Dub- 
letts als Analogon verweisen, deren Erklärung durch eine Art 
Quantenungleichung dadurch in Aussicht gestellt wird. 

Aus dem Swinneschen Nachweis der Af-Dubletts in der 
L- und Af-Serie ergibt sich die Notwendigkeit, die in den 

Ann. vorgeschlagene Nomenklatur der Terme abzuändern. In- 
dem ich die zweiten Terme in der P-Serie nach der Reihen- 

folge der zunehmenden Härte zu benennen vorschlug, ordnete 

ich den Liniengruppen 

(£v); (aß> a’ß)\ O’5); (£#) 

als zweite Terme zu 

M ; N, N� ; 0 ; P. 

Diese Bezeichnung muß fallen, angesichts des Zusammen- 

hangs des Dubletts a a� mit der JlZ-Serie, deren Benennung fest- 
steht, und ist auch bereits im Vorstehenden verlassen worden. 
Ich schlage daher vor, die Bezeichnung der zweiten Terme 

folgendermaßen umzuändern : 
Sitzungsb. d. math.-phys. Kl. Jalirg. 1916. 11 
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(e ;;); (a, ß, «’, ß); (y i5); (˙ {)) 

l ; il/ , il/’ ; iY ; O. 

Die Bezeichnung l schließt an Siegbahns Benennung der 
weichsten Linie der L-Serie als Z-Linie an ; da sich dieselbe 

bei uns als erste Dublettkomponente zu der Siegbahnschen 

?;-Linie erwies, mußte sie bei uns systematischer Weise e beißen ; 
infolgedessen steht der Buchstabe Z für den dieses Dublett 

charakterisierenden zweiten Term frei. Die weiteren Bezeich- 
nungen J/, il/’, N, 0 sind nach den vorstehenden Erörterungen 

von selbst gegeben. 

Ich möchte bei dieser Gelegenheit eine sachliche Bemerkung 

über den Z-Term anfügen. Nach der Zusammenstellung in 

Ann. Ill, p. 156 hat der Term Z (dort mit Mi bezeichnet) den 
Termnenner 2,50, also nicht ganzzahligen Charakter wie der 
K- und L-Term, wohl aber mit großer Genauigkeit halb- 

zahligen. Man wird nicht umhin können, hierbei an die halb- 
zahligen (oder nahezu halbzahligen) Terme der zweiten Neben- 

serie bei den Alkalien und Erden zu denken. Die quanten- 

mäßige Erklärung dieser Halbzahligkeit steht zur Zeit noch 

aus und scheint eine große Schwierigkeit zu sein. Man geht 
aber wohl in der Annahme nicht fehl, daß diese Erklärung, 

wenn sie gelungen ist, zugleich die Erklärung und modell- 
mäßige Deutung des Z-Terms der Röntgen-Spektren mit sich 

bringen wird. Es ist sehr interessant und spricht für die 
prinzipielle Bedeutung der Halbzahligkeit, daß dieselbe nicht 

nur bei den sichtbaren Spektren (Bahnen im ˜ußeren des Atoms), 

sondern auch bei den Hochfrequenzspektren (Bahnen im Atom- 
inneren) auftritt. 

Ich möchte ferner das Material über das f ZZ-Dublett bzw. 

den zu ihm gehörenden O-Term, welches bisher etwas dürftig 
ist, ergänzen. In der Diss. von Friman ist nämlich die f-Linie, 

dort ß5 genannt, nur recht lückenhaft und unterhalb Z � 65 
gar nicht angegeben; die fZ-Linie, dort mit y2 bezeichnet, ist 

zwar öfter gemessen, aber häufig nicht getrennt von der Linie % 
(in meiner Bezeichnung, in Siegbahnscher ys). Wohl aber sind 
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bei vielen Elementen unbezeiclmete Linien angegeben, deren 

Einordnung in die bekannten Gruppen der L-Serie oder Iden- 
tifizierung mit Linien von Verunreinigungen offen gelassen ist. 
Unter diesen Linien habe ich zusammen mit Hrn. K. Glitscher 

eine Nachlese gehalten und dabei an drei Stellen (Z � 49, 
63, 64) unzweifelhafte f <7-Dubletts aufgefunden. In der unten 

stehenden Tabelle sind angegeben: 1. und 2. die von Friman 

gemessenen Wellenlängen, bereits im Sinne unseres Befundes 
bezeichnet, 3. und 4. die durch N dividierten Schwingungs- 

zahlen, 5. die Dublettdifferenz Œ � £, 6. zum Vergleich die 

Dublettdifferenz ß � a� etc., d. h. das Mittel aus den Schwin- 
gungsdifferenzen ß � a�, ô � y, j; � e, soweit vorhanden, alles 

dividiert durch N, endlich 7. den abermals durch N dividierten 
O-Term, wie er aus dem bekannten L-Term und den beob- 

Trägt man die Quadratwurzel aus in Fig. 6 meiner 

Annalenarbeit III ein, so fügen sich die Punkte vollkommen 
in den Verlauf der dort mit Pf bezeichneten (fast geradlinigen) 

Kurve ein, worin der augenfällige Beweis für die Richtigkeit 

unserer Deutung der fraglichen Linien liegt. Man erkennt an 
diesem Beispiel, wie nützlich die Theorie mit ihren mannig- 

fachen Beziehungen und Dublettabständen für die Ordnung des 

Beobachtungsmaterials werden kann. 

Besonderes Interesse gewinnt der Nachweis des Af-Dub- 
letts im Zusammenhang mit dem Kombinationsprinzip. Aus 

dem Auftreten des JT-Dubletts in der L- und Af-Serie folgte 

unmittelbar, daß der zweite Term von La mit dem ersten Term 

11 
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der M-Serie identisch ist. Soll die M-Serie durch Kombination 
erzeugt werden können, so muß mit La eine härtere Linie 

kombiniert werden, die mit La den ersten Term gemeinsam 

hat und in der Differenz diesen aufhebt, z. B. die Linie Z.,. 
In der Tat ergibt sich aus va � Z � M, vr = L �=N durch 
Kombination eine Linie (Z� N) � (Z� M) = M�N, die 

der Linie Ma nahe liegt. Der Unterschied zwischen der durch 
Kombination berechneten und der beobachteten Linie liegt aber 

weit außerhalb der Beobachtungsfehler (vgl. Ann. Ill, p. IGO). 

Ich habe deshalb 1. c. § 8 ausdrückliche Zweifel an der ge- 

nauen Gültigkeit des Kombinationsprinzips erhoben; dieselben 
werden unabhängig davon auch von Hrn. Swinne formuliert 

und werden weiter gestützt durch den Vergleich der zweiten 
Terme der K- und Z-Serie (1. c. § 7), die wiederum ungefähr, 
aber nicht genau zusammenfallen. Andrerseits wird man dieses 

ungefähre Zusammenfallen gewiß nicht als bloßen Zufall an- 

sehen können, zumal, da durch das Auftreten des ilf-Dubletts 

der Zusammenhang zwischen La und der ilf-Serie gesichert ist. 

Eine Klärung dieser Schwierigkeit dürften die Betrachtungen 
enthalten, die ich am Schlüsse meiner Annalenarbeit über die 
Absorptionsspektren angestellt habe. Der Unterschied der K- 
und Z-Absorptionskanten von den K- und Z-Termen wird da- 

selbst auf die periphere Elektronenwolke zurückgeführt, welche 

bewirkt, daß der Energieunterschied in der K- und Z-Bahn 

gegen das feldfreie Außere durch den K-. und Z-Term nicht 
richtig dargestellt wird. Ebenso kann der Energieunterschied 

zwischen der M- und Ar-Bahn abweichen von dem Unterschiede 

zwischen dem M- und Ar-Term, und zwar ebenfalls wegen 
dazwischen gelagerter Elektronen. Ich stimme also den Aus- 

führungen von Hrn. Kossel1) bei, der konsequent zwischen 

Energie und Term unterscheidet. Das Kombinationsprinzip 
bezieht sich zweifellos auf die physikalisch gegebenen Energie- 

werte und kann in diesen exakte Gültigkeit haben ; dann wird 

es, an den Termen gemessen, nur angenähert richtig erscheinen. 

1) Deutsche physikal. Gesellschaft, 1916, pag. 339. 
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In der Bezeichnung möchte ich dagegen nicht so weit gehen 

wie Kossel, der das Wort Term (�physikalischer� oder �ener- 
getischer Term�) für den Energiewert selbst in Anspruch nimmt 

und den rechnerischen Term, der aus der Feinstruktur folgt, 
als �virtuellen� oder �idealen Term� davon unterscheidet. Ich 

meine vielmehr, daß man nach der Bedeutung des Wortes 
unter Term einen Rechenausdruck verstehen soll, aus dem sich 

die Formel für die Spektrallinie irgendwie aufbauen läßt. 

Wichtiger als diese Bezeichnungsfrage ist natürlich die sach- 
liche Frage, wie sich der Unterschied zwischen Energie und 

Term quantitativ fassen läßt. Hierzu soll der letzte Paragraph 

einiges Material liefern. 
Ich möchte schließlich noch einiges über den sonstigen 

Inhalt der interessanten Arbeit des Hrn. Swinne sagen, soweit 

sie sich auf Röntgen-Spektren bezieht. Herr Swinne geht in 
dem Vertrauen auf die Wasserstoff-˜hnlichkeit und Ganzzahlig- 
keit der Termnenner viel weiter als ich. Er vertritt für eine 

Reihe von Linien der A-Serie diejenige Auffassung und Ent- 
stehungsweise, die zutreffen würde, wenn sich die betreffenden 
Bahnen genau wasserstoff-ähnlich verhalten würden. Dagegen 

habe ich (allerdings unter einer Verwendung des Kombinations- 
prinzips, welche nach obigem nicht strenge richtig zu sein 
braucht), den Grad der Wasserstoff-˜hnlichkeit empirisch fest- 

zustellen und die mangelnde Wasserstoff-˜hnlichkeit für Term- 

nenner oberhalb 2,5 durch die Mitwirkung der peripheren 
Elektronen zu erklären gesucht. Z. B. gibt Swinne für die 

mehrfach genannten Linien a’, a, ß und eine Linie v, die ß 
bei den Schwermetallen auf der weichen Seite begleitet, die 

Darstellung: 
a (2,0) <- (3,0) 

a� (2,0) <- (2,1) 
ß (1,1) <- (2,1) 

« (1,1) *- (1,2). 
In Worten: a soll entstehen durch Übergang des Elektrons 

aus dem dritten Bohrschen Kreise, dem ˜f-Kreise (drei azimutale 

Quanten, kein radiales) in den zweiten Bohrschen Kreis, den 


