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Ueber n. Momente von R,-Complexen im I,

Von S. Kantor.

(Eingelaufen 5, Dezember,)

Die Reye'sche Momententheorie ist wenn nicht der frucht-
barste und am leichtesten zu verfolgende, sicher aber der griind-
lichste wnd anschaulichste Formalismus zur Verallgemeinerung
der DPolarentheorie. In der Uebertragung dieser Reye'schen
Theorie auf den I begegnet man keinen weiteren Schwierig-
lkeiten als jenen, welche iiberhaupt die Theorie der algebraischen
Iunctionen von mehreren Variabeln verschliessen.

Nicht so, wenn, was bisher in keiner Weise geschehen, die
Methode anf den Raum iibertragen wird, der als Klement den
linearen I¢, hat, sie also in die Geometrie der R,-Mannigfaltig-
keiten eingefithrt wird, welche mit Fug R, - Complexe heissen
sollen. Ohne mich in Einzelheiten einzulassen, will ich in Kiirze
die wesentlichsten Principien vorfihren, von denen auszugehen
sein wiirde. Insbesondere muss derzeit noch unerdrtert bleiben,
wie dem Momente eines I -Complexes in Bezug auf einen
£ _._,-Complex eine wirkliche metrische Bedeutung gegeben
werden konnte.

1. Im R_sei die Formel, welche das Product der Distanzen
zweier B, B, ausdriickt,?) als Moment oder als 1. Moment der
R,, R, bezeichnet, nachdem es noch mit zwei Proportionalitiits-
factoren m, m’ (Massen) multiplicirt ist.

1} D'Ovidio hat fiir dieses Product den Aunsdruck berechnet (Atti

dell” Acc. dei Lincei, Roma 1877):
m? (]l)]i”) =l (,t'. g il sietlion Slis "lr o ~”x[ 5 "‘,/ LU o

1896 Math.-phys. Ci. 3.
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Diese Festsetzung ist hier, wie schon im'R,, eine willkiir-
liche. Rational bekannt sind die Coefficienten einer Gleichung,
deren Wurzeln die Distanzen von R, I, sind, im I, z. B.
die beiden Distanzen zweier Geraden. Alle symmetrischen Func-
tionen dieser Distanzen sind also rational in den Coefficienten
des ,absolute® und den Coordinaten von R, R, bekannt. Man
konnte mithin als 1. Moment eines I, in Bezug auf R, irgend
eine symmetrische Function der /% Distanzen definiren und von
hier aus die der Reye'schen Theorie analoge Theorie weiter-
fithren.

Indem ich die obige Festsetzung beibehalte, bezeichne ich
als n. Moment von B, nach E, die ». Potenz des 1. Momentes
oder das Product der . Potenzen der Distanzen, multiplicirt
mit m m'. Als das n. Moment eines R, in Bezng anf i ge-
gebene I, bezeichne ich die Summe der 7. Momente von V3
in Bezug auf die einzelnen I,

2. Die Formel fiir das Product der Distanzen wird im 712
’ 3

nicht linear in den Coefficienten von R, R_, wenn 7, ¢ all-
. . . o .
gemein sind; aber wenn ¢ 47 =r—1, dann wird

Mom. (R, R) = + V wa(S+ T o e Y o %) 1)
1
A@z)Ayy)
die mit den z, y geriinderten Determinanten des absolute sind,
« die Determinante der Form A selbst ist.  Die Determinante
Sz, ...y,... ist erstreckt {iber die den B, bestimmenden Punkte

z und die den E, bestimmenden Punkte y.

WO = und die Factoren in diesem Nenner

Theorem I. Das 1. Moment eines R, in Bezug auf
einen B _, | ist eine bilineare Form in den Coordinaten

von K, und in den Coordinaten von I .  und zwar
’ N \

mn' V wa (: R :
X Apeee /'i-f-l /'1‘—{-2 e /'r—}—!)

1) Die Gerade und der L', erscheinen hier als Triiger ecines linos
der Geraden oder des 1 erstreckten, individuellen Massenelementes, das
sich also nicht wie in der gewihnlichen Anflassnnosweise ans o0 Massen
prunkten zusammensetzt,
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Wird die eine Variabelnreihe festgehalten und dieses Mo-
ment einer homogenen linearen Bedingung unterworfen, so ent-
steht eine homogene lineare Gleichung in den Variabeln der
zweiten Reihe. Also:

Theorem Il. Besteht unter den 7z ersten Momenten
eines variablen R, in Bezug aunf eine Anzahl 7 ge-
gebene I . eine homogene lineare Gleichung, so be-
schreibt der IR, einen linearen I -Complex.

Ist 74 =1, so kann der lineare Complex kein anderer sein,

als der durch den festen B _._, als Axe bestimmte singuliire

-1
Complex; also:

Theorem III. Verschwindet das 1. Moment eines
I und eines E_, ,, so schneiden sich dieselben und
schneiden sie sich, so verschwindet das Moment.

Das letztere folgt sofort aus 2), indem in der Determinante
der Coordinaten der Punkte 2 und der Punkte 3 zwei Colonnen
einander gleich werden.

Corollar. Die Coordinaten eines Ii; lassen sich also als
die Coefficienten eines linearen I% _, | - Complexes auffassen.
Oder:

Theorem IV. Damit ein lineaver R _, -Complex
ein vollstindig singulirer sei, ist nothwendig und hin-

reichend, dass unter den Coefficienten des Complexes
diejenigen Relationen bestehen, welche fiir die Coordi-
naten eines R gelten.

Ist also
=0 3)

<
2a . » .
)_1.../_"_'_]].1.../_’._‘_

die Gleichung des linearen I ~Complexes, so miissen unter

den a, die bekannten dreigliederigen quadratischen Re-

o
lationen besteben, aber nicht jene des It _,

L
des It

Die Coefficienten ., sollen nun als die Coordinaten

r—t
des linearen Complexes hezeichnet werden; geniigen sie den er-

sondern jene

withnten Relationen, o werden sie identisch mit den Coordinaten
¢ seiner Axe,

3n*
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Werden in Problemen, wo R, gefragt werden, die erwiihnten
Relationen weggelassen, so erhilt man lineare Complexe be-
stimmt durch ihre Coordinaten oder Relationen unter denselben;
erst wenn die Relationen hinzukommen, bestimmen sich die £,
Also :

Theorem V. Jedes Problem, das auf Auffindung
von R, abzielt, kann als ein Problem der Auffindung
jener linearen R . -Complexe in einem Complex-
Systeme, welche vollstiindig singuliir sind, angesehen
werden.?t)

Insbesondere lisst man in 3) die canonischen Relationen,
deren Gesammtheit £ = 0 heisse, unbeachtet, so hat man eine
durch lineare Transformationen des I? unzerstorbare Relation
eines linearen R - Complexes und eines linearen B,  -Com-
plexes.  Also: :

Theorem VI. Diein den Coordinaten eines linearen
B-und eines K. -Complexes gebildete Form

Sias

M i ]{/'.5-1—2 “o Al )
ist eine simultane Invariante der beiden Complexe.

Verschwindet diese Invariante, so heisst der B -Complex
zam R . -Complex conjugirt oder apolar.

Corollar. Im R, ., kann ein L - Complex zu sich
selbst apolar sein. s tritt ein, wenn seine Invariante

Sa, . a. : )
73 R /.tl+l L2 /.r+]
verschwindet.

Da die Relation 5) sich aus den Grassmann-Clebscli-d’Ovidio-
schen Relationen additiv zusammensetzen lisst, so folgt: Jeder
lineare E -Complex mit singulivem R ist im R, ., zu sich
selbst apolar.

In der Weise des Theoremes II kaun jeder lineare I2 -
Complex dargestellt werden ; nur friigh es sich um die niedrigste

1) Teh bezeichne als vollstindig singnliiv einen J?,_,_; - Complex,
der einen singnlitren K, besitzt. 4o he den alle seine 1 sedimeiden,
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Zahl st, welche man erreichen kann, ohne dass der Complex
singulir wird. Fir ¢=1 habe ich dieses Minimum, wenn
r=2q-+1, als ¢ + 1 gefunden.?)

i
3. Theorem VII. Soll das #. Moment eines B, in
Bezug auf « feste B _, | verschwinden, so beschreibt
R, einen Complex n. Ordnung, den n. Nullcomplex, der

suden 7w B, gehort.

4 .
Die Gleichung Stm, M (R, RY ) = 0 wird von der n.Ord-
]

yomi—
nung in den Coefficienten I?,.

Theorem VIII. Jeder I2-Complex 7 Ordnung kann
als 2. Nullcomplex von ”=N(1~+1~ '“-{— 1 R ., ausge-
driickt werden. 1)

Hier ist N, , die Anzahl der Bedingungen, welche eine
Form n. Ordaung in % homogenen Variabeln bestimmen. Der
Beweis liegt in der factischen Bestimmung der Massen, wihrend
die I _, , noch willkiirlich anzunehmen sind.

Zu beachten ist hier, dass die Gleichung des Complexes in
der allgemeinsten Weise, d. h. mit Beachtung der Relationen

{2 geschrieben werden muss, also

P M, P+ M Py 4 ...+ M, P,=0 6)

worin M, willkiirliche Functionen (r — 2u,). Ordnung, die P,
aber willkiirliche in den Relationen £ geschriebene Polynome
n;. Ordnung sind.

In der moglichsten Verringerung der Zahl 7z besteht das
hertihmte Problem der canonischen Formen, welches fiir ¢ =0
und =3, n =23 von Sylvester, Clebsch und Reye gelost, fiir
t=0 und » =3, n =4 von Reye angebahnt wurde.

Auch hier konnen die {2 vorerst latent gelassen werden,
so dass ein System 2. Ordnung von linearen I
entsteht wnd gilt:

;.;-Complexen
Theorem IX. Jeder I -Complex n. Ordnung kann
auf unendlich viele Arten als der Ort der singuliren

1) Cr. J. 1897,
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L, von lineaven R, _
welche in einem Systeme n. Ordnung von linearen Rr—*—!-
Complexen enthalten sind.

,-Complexen angesehen werden,

Deswegen auf unendlich viele Arten, weil eben die ratio-
nalen Functionen der £ in den Coefficienten von I mit ein-
geschlossen sind.

4. Auch die symbolische Normalform von Clebsch (Math.
Ann. Bd. II p. 1 ,Ueber die Pliicker'schen Complexe®) fiir die
R, -Complexe in I ldsst sich entsprechend im ¢ herstellen,
indem man

I N Y /N | 4 \ -
430D = ..;;u;‘l{;/._lc;.l...'p/.‘l”/.’_) 7)
| )

ansetzt und hierauf die den Relationen {2 entsprechenden I'ro-
cesse A anwendet.

5. ks seien nun m IP, gegeben und ein It ., behaftet

mit Massen (oder Proportionalititsfactoren). Ich multiplicire
die 1. Momente der s R, nach dem R, und nenne das

Product das Moment des 2-tupels von I, nach dem R _, | :

- T M) ) )
1T Mom. (]tf B 71,‘._1._1) h)
k=1...m
Ferner hilde ich fiir s £2, und 7 B diese Producte he-
riiglich jedes 12, | und addire diese Producte
M=2ZX (II Mom. (P, R® ) 9)
i r—i-1
I=1 .7 k=l..m
und nenne die Summe das Moment des e -tupels von [¢ in
Bezug auf die gegebenen It . .
Seien ferner m andere R, gegeben, welche ich mit S, be-
zeichne und dieselben 7« ., dann bilde ich die eben bhe-
schriebene Summe auch fiir diese:
’ N
M == (I Mom. (S, It ) 10)
I=1..0¢ k=l...n
Ich fasse ferner jeden I, als einen vollstindig singuliren

R _, -Complex auf wnd das Product dieser linearen Complexe
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als einen 72 _._,-Complex m. Ordnung, welcher in m linearc
zerfallen ist. Dann sind die Coefficienten der Gleichung dieses
Complexes m -linear zusammengesetzt aus den Coordinaten der
linearen Complexe, also aus den Coordinaten der R.

Bilde ich danu aus den 7) und 8) die lineare Combination
4+ M- u D, bezeichne die Producte der Gleichungen der
R _, ,-Complexe mit I, 17/, ihre Combination A F, -f u I
mit F, so erweist sich, dass A2 M 4 u M’ proportional ist zu

Ay ity )il
S om I (RO ) 1)
I=1...;r
Hierbei hedeutet I die Gleichung des It _. | - Complexes
n. Ordnung in R__._ - Coordinaten und I™ (LY, |) bedeutet,
duss man diese variabeln Coordinaten durch die Coordinaten
N “ . n e P 1
eines der 7z gegebenen R__ | ersetzt hat.!)
Ich bezeichne 11) als das Moment der 7w B2__,
zug auf den R_, -Complex n. Ordnung F.%)

_, in Be-

Wenn in 9) die simmtlichen m R, einander gleich werden,
so stimmt das Moment mit dem #n. Momente dieses . nach
den 7# B _,_, iiberein. Aus 11) folgt, dass als Summe solcher
Momente das Moment jedes Complexes 7. Ordnung dargestellt
werden kann und daher ist auf andere Art der Reye'sche Satz
hewilesen :

Theorem X. Ist ein Massensystem indifferent in
Bezug auf seinen ». Nullcomplex, so ist sein Moment
Null in Bezug auf jeden B _, ,-Complex n Ordnung.

6. Wie bel Reye wird nun definirt als Polarcomplex eines
I -Complexes L. Ordnung nach einem 7i ., -Complexe, der

1) Jene Ableitung, welche Herr Reye in Cr. J. Bd. 78 fiir dieses
Moment gegeben hat, iibertriigt sich natiirlich nicht hierher.

2) Fir n=1, 2=1 cntsteht das Moment eines K,_;_; in Bezug
auf einen linearen R, _; -Complex und fiir i =r — 2 beweist man leicht
den Satz, dass dieses Moment proportional ist dem Momente des R,._,_,
in Bezug anf den Polar-R, desselben beziiglich des linearen Complexes,
wie Herr Klein fiir r = 3 bemerkt hat. Der Satz gilt aber nicht mehr
fir e <<r—2,
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n. Nullcomplex eines Massensystemes ist, als Ort der B . |,
welche (n—7%)-fach gezihlt, mit dem Complexe . Ordnung mul-
tiplicirt einen Complex 2. Ordnung geben, in Bezug auf den
das Moment des Massensystemes Null ist. Also:
S FE (RO YR RY . k=10 12)
I=l..7
ist die Gleichung des Polar-1! -Complexes von I'* (I} . ) in
Bezug auf den R-Complex n. Ordnung
Sy, Mom. (R, RD .y =0 13)
I=l.x

In 12) enthalten némlich die bilinearen Yormen als die

eine Reihe von Variabeln die Coordinaten des R®) welcher

-1
in Massensysteme (my, ... m,) enthalten ist, und als 2. Reihe
von Variabeln die Coefficienten It _._,, das sind R{-Coordinaten
P

/.1.../.,-

Theorem XI. Durch 12) sind eigentlich unendlich
viele Polarcomplexe bestimmt.

Denn in den Coefficienten von 13) sind nach dem zu VIII
Gesagten eigentlich noch unbestimmte Grissen (die Coefficienten
der Functionen M) implicirt und diese iibergehen durch die
Operationen fiir 12) auch in die dortigen Coefficienten.
‘Wiihrend aber in 13) diese Unbestimmten verschwinden, wenn
die £2 = 0 gesetzt werden, wird dies in 12), da die unbestimmten
Coefficienten jetzt in anderen Potenzen und Verbindungen ein-
treten (wegen der Verminderung der Exponenten von # anf

n— k), nicht mehr sein, die Unbestimmten bleiben auch mit
£ =0.

Ivsbesondere kann nun auch von den Polar-12 -Complexen
eines linearen 2. -Complexes in Bezng aunf einen I -Complex

n. Ordnung gesprochen werden und speciell, wenn der B _ -

Complex vollstindig singuliir ist, von den Polarcomplexen cines
I, in Bezug auf einen IX-Complex #. Ordnung.
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7. Verschwindet 12) identisch, so ist I™* apolar zum
n. Nullcomplex des I¢_._,-Massensystemes und es wird (wie bei
Reye) bewiesen :

Theorem XII. Das Moment des [ .  -Massen-
systemes ist Null beziiglich aller Complexe n. Ord-
nung, welche aus einem zum % Nullcomplexe apolaren
R_. -Comple\e k. Ordnung und einem ganz willkiir-

(e

llchen R, ,-Complexe (n—Fk). Ordnung bestehen.

Setzt man in 12) & =n, so folgt auch noch:

Theorem XIII. Die Bedingung, damit ein 22, -
Complex n. Ordnung apolar (conjugirt) sei zum »n. Null-
complexe eines Massensystemes von w gegebenen
B_, ,, st

3 m l"” (RO, _)=0 14)

=1.

Nun sind e, a’/ » a ... die Coefficienten des 5. Null-
e

complexes des Maaaens) stems wie Theorem VIII aussagt, sonach
erscheint 14) sofort in der Form:

Theorem XIV. Die Bedingung, damit ein I~Com-

'Y - N I3 -l -
plex n. Ordnung Sa, p;; sy Pii . dbya -+ - 03 (")m,_fq}l und
I. - ) ‘¢ o N - - r -t
cin B_,_ -Complex n Ordnung e, pios | jeas Piise.. il
'i’lg.)-z.../‘.f-’-'{h conjugirt seien, ist

Sa,a, =0 15)

wo a,, «, Coefficienten complementirer Gleichungs-
glieder sind.

Ich habe hierin die Formen absichtlich 2-linear geschrieben.
Das Theorem, sowie schon X, XII, XIIT und 11) gelten mit
ibren Herleitungen auch fiir nicht symmetrische n-lineare For-
men, deren Variablenreihen R, resp. R__._, -Coordinaten sind.

Corollar I Ein 2 -Complex »n. Ordnung I" ist apolar zu
einem B -Cowplexe n. Ordnung, der ein n-fach gezihlter






