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Ueber n. Momente von K-Complexen im 11,. 

Von S. Kantor. 

{Eingelaufen 5. Dezember.) 

Die Reye�sche Momententheorie ist wenn nicht der frucht- 

barste und am leichtesten zu verfolgende, sicher aber der gründ- 
lichste und anschaulichste Formalismus zur Verallgemeinerung 
der Polarentheorie. In der Uebertragung dieser Reye�schen 
Theorie auf den Ji. begegnet man keinen weiteren Schwierig- 
keiten als jenen, welche überhaupt die Theorie der algebraischen 
Functionen von mehreren Variabein verschliessen. 

Nicht so, wenn, was bisher in keiner Weise geschehen, die 

Methode auf den Raum übertragen wird, der als Element den 
linearen R. hat, sie also in die Geometrie der IV-Mannigfaltig- 
keiten eingeführt wird, welche mit Fug R. - Complexe heissen 
sollen. Ohne mich in Einzelheiten einzulassen, will ich in Kürze 
die wesentlichsten Principien vorführen, von denen auszugehen 
sein würde. Insbesondere muss derzeit noch unerörtert bleiben, 

wie dein Momente eines II.-Complexes in Bezug auf einen 
-R . 1 - Complex eine wirkliche metrische Bedeutung gegeben 
werden könnte. 

1. Im R sei die Formel, welche das Product der Distanzen 
zweier R , R„ ausdrückt,1) als Moment oder als 1. Moment der 

R., R., bezeichnet, nachdem es noch mit zwei Proportionalitäts- 
factoren m, rri (Massen) multiplicirt ist. 

’) D’Ovidio hat für dieses Product den Ausdruck berechnet (Atti 
dell� Acc. dei Lincei, Koma 1877): 
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Diese Festsetzung ist hier, wie schon im , eine willkür- 
liche. Rational bekannt sind die Coefficienten einer Gleichung, 
deren Wurzeln die Distanzen von TU, li., sind, im R3, z. B. 
die beiden Distanzen zweier Geraden. Alle symmetrischen Func- 
tionen dieser Distanzen sind also rational in den Coefficienten 

des �absolute� und den Coordinaten von R R., bekannt. Man 
könnte mithin als 1. Moment eines R in Bezug auf R., irgend 
eine symmetrische Function der k Distanzen definiren und von 
hier aus die der Reye�schen Theorie analoge Theorie weiter- 
führen. 

Indem ich die obige Festsetzung beibehalte, bezeichne ich 
als n. Moment von R. nach R die ii. Potenz des 1. Momentes 
oder das Product der v. Potenzen der Distanzen, multiplicirt 

mit m m. Als das n. Moment eines R. in Bezug auf n: ge- 
gebene R., bezeichne ich die Summe der n. Momente von R 

in Bezug auf die einzelnen R... 

2. Die Formel für das Product der Distanzen wird im R. 

nicht linear in den Coefficienten von R , R... wenn i, % all- 
I 

1
 I 

1 1 

gemein sind; aber wenn i -f- i = r�1, dann wird 

die mit den x, y geränderten Determinanten des absolute sind, 
a die Determinante der Form A selbst ist. Die Determinante 

-xc. . . yd . . . ist erstreckt über die den R. bestimmenden Punkte 
x und die den R., bestimmenden Punkte y. 

Theorem I. Das 1. Moment eines R. in Bezug auf 
l O 

einen R,._i_i ist eine bilineare Form in den Coordinaten 
von R. und in den Coordinaten von Rr und zwar 

Mom. (R, R ) = + 1/ io a (- + xr. . . ya .. .) lj 

wo io � und die ï�actoren in diesem Nenner 
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Wird die eine Variabeinreihe festgehalten und dieses Mo- 

ment einer homogenen linearen Bedingung unterworfen, so ent- 
stellt eine homogene lineare Gleichung in den Variahein der 

zweiten Reihe. Also: 
Theorem II. Besteht unter den n ersten Momenten 

eines variablen R. in Bezug auf eine Anzahl it ge- 
gebene R . . eine homogene lineare Gleichung, so he- 
schreibt der R. einen linearen jR -Complex. 

Ist 7i: = 1, so kann der lineare Complex kein anderer sein, 

als der durch den festen R . , als Axe bestimmte singuläre 
Complex ; also : 

Theorem III. Verschwindet das 1. Moment eines 

R und eines R . so schneiden sich dieselben und 
schneiden sie sich, so verschwindet das Moment. 

Das letztere folgt sofort aus 2), indem in der Determinante 

der Coordinaten der Punkte x und der Punkte y zwei Colonnen 
einander gleich werden. 

Corollar. Die Coordinaten eines R. lassen sich also als 
l 

die Coefficienten eines linearen Rr_i_l - Complexes auffassen. 
Oder : 

Theorem IV. Damit ein linearer Rr_l_1 - Complex 

ein vollständig singulärer sei, ist noth wendig und hin- 
reichend, dass unter den Coefficienten des Complexes 
diejenigen Relationen bestehen, welche für die Coordi- 

naten eines R. gelten. 
Ist also 

. PL 3) 

die Gleichung des linearen Rl._i__] - Complexes, so müssen unter 
den a.^ . die bekannten dreigliederigen quadratischen Re- 

lationen bestehen, aber nicht jene des i? sondern jene 
des R. 

I 

Die Coefficienten ff; ; sollen nun als die Coordinaten 

des linearen Complexes bezeichnet werden ; genügen sie den er- 
wähnten Relationen, so werden sie identisch mit den Coordinaten 
q seiner Axe. 
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Werden in Problemen, wo Et gefragt werden, die erwähnten 
Relationen weggelassen, so erhält man lineare Complexe be- 
stimmt durch ihre Coordinaten oder Relationen unter denselben; 
erst wenn die Relationen hinzukommen, bestimmen sich die E.. 

Also : 
Theorem V. Jedes Problem, das auf Auffindung 

yon E. abzielt, kann als ein Problem der Auffindung 

jener linearen 22.^-Complexe in einem Complex- 
Systeme, welche vollständig singulär sind, angesehen 
werden.1) 

Insbesondere lässt man in 3) die canonischen Relationen, 
deren Gesammtheit Q � 0 heisse, unbeachtet, so hat man eine 

durch lineare Transformationen des lir unzerstörbare Relation 
eines linearen E. - Complexes und eines linearen Ef t._x - Com- 

plexes. Also : 

Theorem VI. Die in den Coordinaten eines linearen 
E- und eines E {_x-Complexes gebildete Form 

~a, . h. . I) 
/.I � � � Xi+l li+2 = = =Xr+l 

ist eine simultane Invariante der beiden Complexe. 

Verschwindet diese Invariante, so heisst der J2.-Complex 
zum Ei._j_1 -Complex conjugirt oder apolar. 

Corollar. Im E2 _j_x kann ein E^-Complex zu sich 
selbst apolar sein. Es tritt ein, wenn seine Invariante 

-a. . a. . 5) 

verschwindet. 

Da die Relation 5) sich aus den Grassmann-Clebsch-d�Ovidio- 
schen Relationen additiv zusammensetzen lässt, so folgt: Jeder 

lineare E^ - Complex mit singulärem E,q ist im J2., zu sich 
seihst apolar. 

In der Weise des Theoremes II kann jeder lineare E,- 
Complex dargestellt werden ; nur frägt es sich um die niedrigste 

’) Ich bezeichne als vollständig singulär einen Ji’,. - Complex, 
der einen singulären Jif besitzt, d. h. den alle seine Jir _ � , sidineidcn. 
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Zahl Tr, welche man erreichen kann, ohne dass der Complex 
singulär wird. Für i = 1 habe ich dieses Minimum, wenn 

r — 2q -f- 1, als q -f- 1 gefunden.1) 

3. Theorem VII. Soll das n. Moment eines B. in 
Bezug auf n feste verschwinden, so beschreibt 
B. einen Complex n. Ordnung, den n. Nullcomplex, der 

zu den n Br_._ 1 gehört. 

Die Gleichung Ft m. M {B.B^V_,) = 0 wird von der n. Ord- 

innig in den Coefficienten Br 

Theorem VIII. Jeder B.-Complex n. Ordnung kann 

als n. Nullcomplex von 
drückt werden. � 

= +1B
" 

ausKe- 

Hier ist Nt. die Anzahl der Bedingungen, welche eine 
Form n. Ordnung in Je homogenen Variabein bestimmen. Der 

Beweis liegt in der factischen Bestimmung der Massen, während 
die B, . , noch willkürlich anzunehmen sind. 

Zu beachten ist hier, dass die Gleichung des Complexes in 

der allgemeinsten Weise, d. h. mit Beachtung der Relationen 
il geschrieben werden muss, also 

F + Ml Pt + Mt 1\ + � � � + M' 1\ = O 6) 

worin willkürliche Functionen («. � 2«j). Ordnung, die Bl 

aber willkürliche in den Relationen il geschriebene Polynome 
nv Ordnung sind. 

In der möglichsten Verringerung der Zahl n besteht das 
berühmte Problem der canonischen Formen, welches für i = 0 
und r — 3, 11 = 3 von Sylvester, Clebsch und Reye gelöst, für 

i — 0 und r — 3, n— 4 von Reye angebahnt wurde. 
Auch hier können die -1 vorerst latent gelassen werden, 

so dass ein System n. Ordnung von linearen B ._j-Complexen 
entsteht und gilt : 

Theorem IX. Jeder B.-Complex n. Ordnung kann 
auf unendlich viele Arten als der Ort der singulären 

>) Cr. J. 1897. 
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R von linearen R . ,-Coniplexen angesehen werden, 

welche in einem Systeme n. Ordnung von linearen R�~�~l- 
Oomplexen enthalten sind. 

Deswegen auf unendlich viele Arten, weil eben die ratio- 
nalen Functionen der 42 in den Coefficienten von F mit ein- 

geschlossen sind. 

4. Auch die symbolische Normalform von Clebsch (Math. 
Ann. Bd. II p. 1 �lieber die Plücker�schen Complexe�) für die 

üj- Complexe in R lässt sich entsprechend im Rr hersteilen, 
indem man 

F +2 MF = a, b, c. 
i\ h /.I 

7) 

ansetzt und hierauf die den Relationen 42 entsprechenden Pro- 
cesse J anwendet. 

5. Es seien nun m R. gegeben und ein Rr_i_l, behaftet 
mit Massen (oder Proportionalitätsfactoren). Ich multiplicire 

die 1. Momente der mR nach dem R . . und nenne das 
i r�*�1 

Product das Moment des ?«-tupels von R. nach dem Rr_. l\ 

IT Mom. (R[k\ R8) 
h=l ... m 

Ferner bilde ich für mR. und n R . , diese Producte be- 
{ }’ � { � I 

züglich jedes Ii und addire diese Producte 

M = A (77 Mom. (fiM, R[�l9) 
1= 1 ...JZ k= !...»» 

und nenne die Summe das Moment des ?n-tupels von R. in 
Bezug auf die gegebenen R {_y 

Seien ferner m andere R gegeben, welche ich mit Si be- 

zeichne und dieselben n R . ,, dann bilde ich die eben be- r�i-1 1 

schriebene Summe auch für diese : 

M’ = A (II Mom. (ßf\ 10) 
1=1...jz k=l...m 

Ich fasse ferner jeden R. als einen vollständig singulären 
R _. -Complex auf und das Product dieser linearen Complexe 
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als einen Ji j - Complex m. Ordnung, welcher in m lineare 
zerfallen ist. Dann sind die Coefficienten der Gleichung dieses 

Complexes m- linear zusammengesetzt aus den Coordinaten der 
linearen Complexe, also aus den Coordinaten der Br 

Bilde ich daun aus den 7) und 8) die lineare Combination 

˜ � M + n M\ bezeichne die Producte der Gleichungen der 

BComplexe mit T\s T�\\ ihre Combination lFl-\-/.iF1’ 
mit F, so erweist sich, dass l Mp M’ proportional ist zu 

� in. F� (Rilî . ) I ’ r�t�IV ii) 

Hierbei bedeutet Fn die Gleichung des - Complexes 

n. Ordnung in Br_i_l - Coordinaten und Fn (B^jbedeutet, 
dass man diese variabeln Coordinaten durch die Coordinaten 
eines der it gegebenen Br i_1 ersetzt hat.1) 

Ich bezeichne 11) als das Moment der ic Br_il in Be- 

zug auf den Br_i_l -Complex n. Ordnung F.*) 

Wenn in 9) die sämmtlichen m B. einander gleich werden, 

so stimmt das Moment mit dem n. Momente dieses B. nach 
den ic J? j überein. Aus 11) folgt, dass als Summe solcher 
Momente das Moment jedes Complexes 11. Ordnung dargestellt 
werden kann und daher ist auf andere Art der Reye�scke Satz 
bewiesen : 

Theorem X. Ist ein Massensystem indifferent in 

Bezug auf seinen n. Nullcomplex, so ist sein Moment 
Null in Bezug auf jeden B {,-Complex n. Ordnung. 

6. Wie bei Reye wird nun definirt als Polarcomplex eines 
B.-Complexes lc. Ordnung nach einem B i_1- Complexe, der 

*) Jene Ableitung, welche Herr Reye in Cr. J. Ud. 78 für dieses 
Moment gegeben hat, übertrügt sich natürlich nicht hierher. 

2) Für n � 1, Ti = 1 entsteht das Moment eines in Bezug 
auf einen linearen j-G’omplex und für i = r � 2 beweist man leicht 
den Satz, dass dieses Moment proportional ist dem Momente des 
in Bezug auf den Polar-hb desselben bezüglich des linearen Complexes, 
wie Herr Klein für r = 3 bemerkt hat. Der Satz gilt aber nicht mehr 
für i < r � 2. 
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n. Nullcomplex eines Massensystemes ist, als Ort der p 

welche (n�7c)-fach geziililt, mit dem Complexe 7c. Ordnung mul- 
tiplicirt einen Complex n. Ordnung geben, in Bezug auf den 

das Moment des Massensystemes Null ist. Also: 

ist die Gleichung des Polar-17.-Complexes von Fk (72 ._,) in 
Bezug auf den 72-Complex n. Ordnung 

In 12) enthalten nämlich die bilinearen Formen als die 

eine Reihe von Variabein die Coordinaten des R^ . ,, welcher 

in Massensysteme (?»,, . . . m:r) enthalten ist, und als 2. Reihe 

von Variabein die Coefficienten It ... das sind R -Coordinaten 
<� I � 1� l 

Theorem XI. Durch 12) sind eigentlich unendlich 

viele Polarcomplexe bestimmt. 

Denn in den Coefficienten von 13) sind nach dem zu VIII 
Gesagten eigentlich noch unbestimmte Grössen (die Coefficienten 

der Functionen M) implicirt und diese übergehen durch die 

Operationen für 12) auch in die dortigen Coefficienten. 
Während aber in 13) diese Unbestimmten verschwinden, wenn 

die -0 = 0 gesetzt werden, wird dies in 12), da die unbestimmten 
Coefficienten jetzt in anderen Potenzen und Verbindungen ein- 
treten (wegen der Verminderung der Exponenten von n auf 
n � 7c), nicht mehr sein, die Unbestimmten bleiben auch mit 

Insbesondere kann nun auch von den Polar-JT-Complexen 
eines linearen J?r_(._1-Complexes in Bezug auf einen /^-Complex 

n. Ordnung gesprochen werden und speciell, wenn der R 

Complex vollständig singulär ist, von den Polareomplexen eines 

R. in Bezug auf einen Z7.-Complex n. Ordnung. 

12) 

X mt Mom. (R. R(
i1i_1)n = 0 13) 
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7. Vevscliwindet 12) identisch, so ist Fk apolar zum 
«. Nullcomplex des J2)._(._1-Massensystemes und es wird (wie hei 

Reye) bewiesen : 

Tlieorem XII. Das Moment des -Massen- 

systemes ist Null bezüglich aller Complexe n. Ord- 

nung, welche aus einem zum n. Nullcomplexe apolaren 
i? . -Complexe le. Ordnung und einem ganz willkür- 
lichen Rr_i_l- Complexe («� k). Ordnung bestehen. 

Setzt man in 12) k � n, so folgt auch noch: 

Theorem XIII. Die Bedingung, damit ein Rr_i_1- 
Complex n. Ordnung apolar (conjugirt) sei zum «. Null- 

complexe eines Massensystemes von ic gegebenen 

I˛ . ,, ist 

X nh F� (£«._,) = o 14) 
Z=1.. 71 

Nun sind m.a’t . ar ... die Coefficienten des «. Null- 
1
 ).\ � � � f.r—i 

complexes des Massensystems wie Theorem VIII aussagt, sonach 
erscheint 14) sofort in der Form : 

Theorem XIV. Die Bedingung, damit ein i?(.-Com- 

p lex «. Or dn un g X aH ph _ _ ;,,.+1 Pi{ . ;�:+1 .... ^ u n d 

ein Complex «.Ordnung - 

 P;i+2...;i+i conjugirt seien, ist 

X ay ay = 0 15) 

wo ay, ay Coefficienten complementärer Gleichungs- 
glieder sind. 

Ich habe hierin die Formen absichtlich «-linear geschrieben. 
Das Theorem, sowie schon X, XII, XIII und 11) gelten mit 

ihren Herleitungeu auch für nicht symmetrische «-lineare For- 
men, deren Variablenreihen R. resp. R,._i_1 -Goordinaten sind. 

Corollar I. Ein JT-Complex «. Ordnung F ist apolar zu 

einem ^-Complexe «. Ordnung, der ein «.-fach gezählter 
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vollständig singulärer Complex ist, wenn sein singulärer 7˙ 

irgend ein R. von F ist. 

Corollar II. Eine «-lineare Form F in -Coordinaten 
ist apolar zu jeder vollständig singulären «-linearen Form in 

i? j - Coordinaten, deren » singuläre R. ein Null-«tupel 
von r sind. 

Es folgt nun aucli leicht: Die Polarcomplexe eines linearen 

SystŁmes von R .^-Complexen in Bezug auf einen gegebenen 

R.-Complex bilden ein lineares System. Die Polarcomplexe 

eines festen 72(._ ^-Complexes in Bezug auf ein lineares System 

von 72,-Complexen bilden ein lineares System. In jedem Falle 

bilden alle vorhandenen, zu einem gegebenen 72 - Complexe 
apolaren Complexe ein lineares System.1) � Die Dimension des 

1) Auf diesen liier als Folgerungen gebrachten Sätzen beruht eigent- 

lich Herrn Reye�s Polarentheorie. 

Es gilt ferner das Theorem: Ist eine Schaar von Formen 

gleichen Grades n in 72,-Coordinaten gegeben und bestimmt 

man die gesammte Schaar zu der jenen apolaren Formen in 

-Coordinaten, so haben beide Schaaren dieselben 

Combinante n u n d z w a r so w o h 1 in 7V> als I!V 1{r-\- 
C o o rd in at en. 

Sind die gegebenen Formen Ff)- Formen, so ist das Theorem be- 

kannt. Aber sowohl dieses specielle als das eben ausgesprochene gelten 

merkwürdiger Weise auch dann, wenn der Grad der Formen der zweiten 

Schaar nicht gleich n, sondern willkürlich hoch vorausgesetzt wird. 

Die äusserste Verallgemeinerung dürfte jetzt folgende sein: 

Ist irgend eine Anzahl Formen in ll0, Itj, . . . 

ordinaten, also der Art 

F (.x, «, ,   p. ,  ») 

gegeben und man bestimmt die gesammte Schaar der Formen, 

welche zu jenen apolar sind, so hat die letztere Schaar die- 

selben Combinantenformen (sowohl in It0, als in Itl, . . . ltr_j- 

Coordinaten oder in allen simultan), als die der erster en 

F ormcn. 

Hierin braucht sowohl für die Ordnung der Formen der 

ersten Schaar als der zweiten Schaar eine Beschränkung 

nicht eingeführt zu werden. 


