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l. DIE FESTSTELLUNG DES FEHLERS 

In der von J. L. HEIBERG 1910 veröffentlichten ARCHiMEDES-Ausgabe findet sich in der 

Abhandlung EUpl xwvostSswv xai «npaiposiSØwv, Lehrsatz XXI1 eine fehlerhafte Schluß- 

folgerung, die den Beweis allerdings nicht gefährdet und es wohl diesem Umstand zu ver- 

danken hat, daß sie lange Zeit unbeachtet blieb.2 

Zur Klarlegung des Sachverhalts werde zunächst der genannte Lehrsatz samt Beweis 

kurz wiedergegeben und die Stelle, welche den Fehler enthält, im Wortlaut angeführt. 

Der Lehrsatz XXI lautet: 

Jedes Segment, das von einem rechtwinkligen Konoid (d. h. Rotationsparaboloid) durch 

eine Ebene senkrecht zur Achse ab geschnitten wird, ist das Anderthalbfache des Kegels, 

der mit dem Segment in Grundfläche und A chse übereinstimmt. 

B 

Der Beweis wird indirekt geführt. In Fig. 1 sei ABT ein Achsenschnitt des Para- 

boloids, A r die Spur der Ebene, die das Segment abschneidet und senkrecht auf der Achse 

AB steht, und Dreieck ABT der Achsenschnitt des Kegels, der die gleiche Grundfläche 

und Achse wie das Segment hat. Über dem Schnittkreis mit dem Durchmesser A r denke 

man sich den Zylinder errichtet, der ebenso hoch wie das Segment ist. Mit W werde der 

Kegel bezeichnet, der das Anderthalbfache des Kegels ABT ist. Da der Kegel ABT der 

dritte Teil des Zylinders ist, folgt W = ~ Zylinder. Es ist also zu beweisen, daß das Seg- 

ment gleich W ist. 

1 Archimedis opera omnia, iterum edidit J. L. Heiberg, 3 Bde., Leipzig 1910-1915. I. Bd., S. 344 uf. 
2 Während des Satzes dieser Abhandlung ist eine Note von Herrn Heinrich Hermelink erschienen: Ein 

bisher übersehener Fehler in einem Beweis des Archimedes, Archives Internationales d�histoire des sci- 
ences 6, Nr. 25 f. Okt./Dez. 1953, S. 430-433. Herr Hermelink macht auf den hier behandelten Fehler 
aufmerksam. Seine Mitteilung zeigt in erfreulicher Weise, daß für diesen Fehler und seine Entstehungs- 
geschichte auch anderwärts Interesse vorliegt. (Vergl. hierzu S. 36f. der vorliegenden Abhandlung.) 
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Wenn dies nicht zutrifft, so ist das Segment entweder größer oder kleiner als W. 
Zuerst werde angenommen, das Segment sei, falls dies möglich ist, größer als W. 
In das Segment denkt man sich einen Körper einbeschrieben und um das Segment 

einen anderen Körper umbeschrieben, von denen jeder aus Zylindern gleicher Höhe zu- 

sammengesetzt ist derart, daß der umbeschriebene Körper U den einbeschriebenen Körper 

˚ um weniger übertrifft als das Segment den Kegel W. Da also Segment� W > U � 6 ist, 

folgt notwendig S > W. 
Der größte Teilzylinder von U hat als Grundfläche den Kreis mit dem Durchmesser AT 

und die Achse AE, der kleinste Teilzylinder als Grundfläche den Kreis mit dem Durch- 

messer ET und die Achse BI. Der größte Teilzylinder von S hat als Grundfläche den Kreis 

mit dem Durchmesser KA und die Achse AE, der kleinste Teilzylinder als Grundfläche 

den Kreis mit dem Durchmesser ET und die Achse IQ. Denkt man sich die Grundflächen 

der Teilzylinder von ˚ und U weiter ausgezogen, bis sie den Mantel des großen Zylinders 

über AT treffen, so wird dieser Zylinder in ebenso viele Teilzylinder zerlegt wie U; ihre 

Höhe ist gleich der Strecke AE und ihre Grundfläche gleich dem Kreis mit dem Radius A A. 
Nun verhält sich der unterste Teilzylinder des großen Zylinders zum untersten Teilzylin- 

der von � wie AA2: KE2-, dies ist aber wegen der Parabeleigenschaft des Achsenschnittes 

ABT gleich BA : BE, und dieses Verhältnis ist, weil A A parallel zu KE ist, gleich dem Ver- 

hältnis AA:EE. 
Ebenso findet man, daß der 2. Teilzylinder des großen Zylinders zum 2. Teilzylinder von 

e das Verhältnis hat IIE2 :NZ2 = A A2: N Z2 � BA : BZ = AA: OZ = I1E: OZ. 

Weiter heißt es bei Archimedes (Heiberg, a. a. O. I, S. 350, Z. 7-13): 

xal xöv àXXwv xuXlvSpoiv Exaaroç TßV Łv Tü oXa> xoXlvSpco à˙ova ŁyôvTorv l’aov zS. A E noTI 

Ixaaxov TöV xuXlvSpcov TôV Łv Tô syysypafAfjiØvM <777)110x1 a˙ova Łyovxcov TOV aøxàv s?et TOüTOV 

TOV Xoyov, 8v à Yjpua’Eia TôCç Siapixpou xàç ßaaioç aøxou UOTI xàv a7roXEXap.pivav dot� aøxâç 

p.£xai;o xav AB, B A eöffsiäv. 

In wörtlicher Übersetzung: �Und von den übrigen Zylindern verhält sich jeder der Teilzylinder, 
die in dem ganzen Zylinder enthalten sind und eine Achse gleich AE haben, zu jedem der Teil- 
zylinder, die sich in dem einbeschriebenen Körper befinden und die nämliche Achse haben, wie der 
Radius der Grundfläche jenes Teilzylinders zu der Strecke, die von diesem Radius zwischen den 
Geraden AB und BA abgeschnitten wird.� 

Hierzu ist zu bemerken: Die den Teilzylindern von � zugeordneten Strecken BE, OZ 
usw. werden durch BA und BA allerdings von den Radien der Deckflächen der entsprechen- 

den Teilzylinder des großen Zylinders abgeschnitten. In der Übersetzung soll aber die 

Bezeichnung �Grundfläche�, genau wie bei Archimedes das Wort �ßdccnç�, im euklidischen 

Sinne (Euklid XI, Def. 23) gebraucht werden. 

Es heißt nun weiter (a. a. O. I, S. 350, Z. 13-20): 

XOCt 7TCXVTS˙ o5v ol XuXlvSpOl Ol £V XÖ XUXlvSpCp, OU ßoCfft˙ fiSV ŁoTlV Ô xfixXo˙ Ô TCSpl §l<X(XETpOV 

TGCV AT, ïctu’J 8Ł y. AI ôøÜEˇa, TCOTi TOXvxaç xoøç xuXlvSpouç xoøç Łv TW ŁyyEypappiÉvcp (j/ypaxi 

TOV aøxov Ø˙OüVTI Xoyov, 8v ncioca al EÙ-9-Eˇai al Łx TßV xØvTpcov TöV xüxXrov, 01 Łvxi ßaaisç TöV 

E˛pTjfzØvcüv xuXlvSporv, TCOTI raxaaç xàç EÙffslaç xàç àn:oX£Xa[jip.£vaç oui aÙTÔcv [iszoflj xav AB, BA. 



l. Die Feststellung des Fehlers 7 

�Also werden sich alle Teilzylinder in dem Zylinder, dessen Grundfläche der Kreis mit dem 
Durchmesser A F und dessen Achse AI ist, zu allen Teilzylindern des einbeschriebenen Körpers 
verhalten wie alle Radien der Kreise, welche die Grundflächen der genannten Teilzylinder sind, zu 
allen Strecken, die auf ihnen zwischen den Geraden AB und BA liegen.� 

Es wird also nicht der ganze große Zylinder, sondern nur der um den obersten Teil- 

zylinder verkleinerte Zylinder mit 2 verglichen. Dies ist für das Folgende von Wichtigkeit. 

Was die Herleitung dieser Proportion betrifft, so hat zwar Archimedes im Lehrsatz I 

seiner Abhandlung die Bedingungen dargelegt, unter denen die Proportion gebildet werden 

darf; jedoch fehlt hier ein Hinweis, daß diese Voraussetzungen erfüllt sind. 

Es kommt nun zur entscheidenden Schlußfolgerung (a. a. O. I, S. 350, 20 bis S. 352, l): 

al §Ł stpTjpivai süffetai TMV stp7][xsva>v Ad pst˙ovsç SVTI, ^ §i7tXàaiai� COOTS xal oi 

xoXivSpot, TcàvTeç ot sv TW xuXtvSpco, oø à˙cov ô AI, pst˙ovsç SVTI 9] SwtXaacoi TOü lyysypappevou 

a-yrnuxioç- TCOXXCO apa xal ô 6Xoç xßXtvSpoç, o5 apcov à. AB, pst^cov SVTI 7) SutXaaitov TOü syysypap- 

pivou oy/juaTop. 

�Jene Strecken sind größer als das Doppelte der (zuletzt) genannten Strecken ohne AA; folglich 
sind auch alle Teilzylinder in dem Zylinder, dessen Achse AI ist, größer als das Doppelte des ein- 
beschriebenen Körpers; also ist auch der ganze Zylinder mit der Achse AB weit größer als das Dop- 
pelte des einbeschriebenen Körpers.� 

Der Zusatz xwp’1? A A zu stprjpØvcov (sc. suffstcov) erscheint hier überflüssig, weil 

nach dem oben Gesagten für das Verhältnis des untersten Teilzylinders des großen Zylin- 

ders zu dem untersten Teilzylinder von 2 nur das Streckenverhältnis TIE: EE in Frage 

kommt. Auf die hier vorliegende Schwierigkeit bei der Interpretation des Textes soll 

weiter unten näher eingegangen werden. 

Der Beweis wird nun in folgender Weise zu Ende geführt: Da der ganze Zylinder das 

Doppelte des Kegels W ist, folgt aus der letzten Feststellung, daß W größer als 2 ist. Dies 

steht jedoch im Widerspruch mit der früheren Feststellung, daß y7 kleiner als 2 ist. Folglich 

ist die Annahme, daß das Segment größer als W sei, zu verwerfen. 

Jetzt werde angenommen, das Segment sei kleiner als W. Wieder nimmt man die Körper 

2 und U zu Hilfe, nur daß jetzt W� Segment > U � 2 ist, woraus U < W folgt. Jetzt 

verhält sich der ganze Zylinder zu U wie die Summe der Grundkreisradien aller Teilzylin- 

der des ganzen Zylinders zur Summe der von diesen Radien durch AB und BA abge- 

schnittenen Strecken. Erstere Summe ist aber kleiner als das Doppelte der zuletzt genann- 

ten. Somit ist der ganze Zylinder mit der Achse AB kleiner als das Doppelte von U. Dies 

widerspricht aber der obigen Feststellung, derzufolge der ganze Zylinder größer als das 

Doppelte von U ist. Also kann das Segment nicht kleiner als W sein. Da es aber auch nicht 

größer als W sein kann, ist der Nachweis erbracht, daß das Paraboloidsegment das 

Anderthalbfache des Kegels ist, der mit dem Segment in Grundfläche und Achse über- 

einstimmt. 

In der zuletzt zitierten Stelle (I 350, 20 bis 352, 1) findet sich nun ein Fehlschluß. Mit ai 

§£ etpxpivai süffeiai sind die Verhältnisstrecken für die Teilzylinder des großen Zylinders 

mit der Höhe AI gemeint, mit TWV eipYjpivtov die Verhältnisstrecken für die Teilzylinder 
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von 0; letztere Strecken sind in der Figur 2 stark ausgezeichnet. Noch einmal wird an 

dieser Stelle betont, daß nur der verkürzte Zylinder AA’T’T in Fig. 2 mit der Höhe AI 

in Beziehung zu 0 gesetzt wird. Ein Blick auf Fig. 2 zeigt aber sofort, daß alle gleich großen 

Verhältnisstrecken FIE. . .A’I zusammen gerade doppelt so groß sind wie die Summe der 

kleinen Strecken SE, OZ, . . . '’', I’I, Die Behauptung, daß die Summe jener Strecken 

größer als das Doppelte der Summe der zuletzt genannten Strecken ist, erweist sich daher 

als falsch. 

In der Tat, wird die Achse AB in n gleiche Teile geteilt und //’ = a, &'’ = 2 a, ... AA 

� na gesetzt, so ist die Summe der n�l Verhältnisstrecken für die Teilzylinder des Zylin- 

B 

ders AA’T’T gleich (n�l) � na. Die Summe der Verhältnisstrecken für die Teilzylinder 

von 0 ergibt aber a + 2a + � � � -j- (n�l) a = �-� na. Erstere Summe ist also doppelt so 

groß wie die zuletzt genannte. 

Es trifft natürlich auch die Folgerung aus diesem Fehlschluß nicht zu, daß �alle Teil- 

zylinder in dem Zylinder, dessen Achse AI ist, zusammen größer sind als das Doppelte 

des einbeschriebenen Körpers�. Vielmehr ist der Zylinder mit der Achse AI gerade doppelt 

so groß wie 0. Dieses Ergebnis kann in folgendem Lehrsatz festgehalten werden: �Wird 

von einem Rotationsparaboloid durch eine Ebene senkrecht zur Rotationsachse ein Seg- 

ment abgeschnitten und in das Segment ein aus beliebig vielen Zylinderscheiben gleicher 

Höhe bestehender Körper einbeschrieben, so ist dieser Körper halb so groß wie der Zylin- 

der, der über der Grundfläche des Segments errichtet wird und so hoch wie der einbeschrie- 

bene Körper ist.� Dieser Satz behält seine Gültigkeit auch dann, wenn das Paraboloid 

durch eine Ebene begrenzt wird, die nicht senkrecht zur Rotationsachse steht. 

Aus diesem Satz folgt nun aber, daß der Zylinder, der die gleiche Höhe wie das 

Paraboloidsegment hat, mehr als doppelt so groß wie 0 ist. So gelangt man also mittels 
richtiger Schlußfolgerungen auch zu der Ungleichung, die den Widerspruch ergibt. Ar- 

chimedes hat hierbei allerdings, wie im folgenden nachgewiesen wird, einen kürzeren 

Weg eingeschlagen. 

Es werde noch eine Bemerkung von Heiberg zu seiner lateinischen Übersetzung der 

letzten griechischen Textstelle S. 350, 20 uf. angeführt (a. a. O. I, S. 351 uf.): 
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illae vero rectae his, excepta recta AA, maiores sunt quam duplo maiores; quare etiam omnes 

cylindri in eo cylindro positi, cuius axis est AI, maiores sunt quam duplo maiores figura inscripta;7 

itaque etiam totus cylindrus, cuius axis est AB, multo maior est quam duplo maior figura inscripta. 

In der Fußnote 7 erläutert er, daß wegen BI = IO = ZE = EA die Differenz der Strek- 

ken AA, SE, ZO usw. gleich der kleinsten dieser Strecken sei, und verweist zur Begrün- 

dung der jetzt als falsch erkannten Schlußfolgerung auf S. 260, 17 uf. An dieser Stelle 

findet man den künftig als Hilfssatz I bezeichneten Satz: 

Et xa IcovTi pteysffsa oTtocaouv Tö tcrto àXXàXcov uTtEpØ/ovra, fj SŁ à uTrcpoyà tea TW sXa^tcrr«, 

xat aXXa ptsyØ-9-ea xô ptŁv TtXvjffst tea TOUTOIç, Tô SŁ ptsysffst exaarov teov Tô ptsyhrrcp, Ttavva xà 

ptsyØffsa, cbv Łerriv Œxacrov tcov Ttn pteylartp, 7tàvT6)v ptŁv TôV TW tew >j�£p£yovTo:>v ŁXàeeova 

leeouvTat yj dt~Xâeta, TßV SŁ Xot~wv yorplç TOU pisytexoo ptet^ova 7) StTtXâeta. 

Er lautet in heutiger Ausdrucksweise so: Ist eine arithmetische Reihe av a2 an ge- 

geben, deren Differenz gleich dem kleinsten Glied ist, so bestehen die beiden Ungleichungen 

1) n � an < 2 (a1 + a2 + � � � � + an) 

und 

2) n � an > 2 {ax + a2 -\   � + an_ 1). 

Heiberg übersieht also, daß die Voraussetzung für die Anwendung der 2. Relation fehlt; 

denn es werden im ersten Teil des Beweises gar nicht n, sondern nur n�1 große Strecken 

AA=an mit der doppelten Summe der kleinen Strecken II’, 00’, . . . ZO, EE verglichen, 

und dies liefert, wie oben gezeigt wurde, die Identität 

(»�:0 � an = 2 Oi + a2 + + an�1) =

Es ist nun gewiß nicht anzunehmen, daß dieser Fehlschluß Archimedes unterlaufen ist.1 

Viel näher liegt die Erklärung, daß es sich hier um eine verderbte Textstelle handelt, und 

man kann fragen, wie die ursprüngliche Fassung gelautet hat. 

Hier sei zunächst auf die Schwierigkeit hingewiesen, welche der Zusatz TSc? A A zu 

TCöV stp7]ptivcov der Deutung des Satzes ai 8s eipyjpisvai sø-9-sfat, TWV slprjpisvwv A,d 

pisi^ovØç svTi ^ SmXamat bereitet, solange man den verkürzten Zylinder AA’T’T (Fig. 2) 

mit S vergleicht. Wie schon oben gesagt wurde, ergibt sich aus dem Zusammenhang, daß 

als Vergleichsstrecken für die Teilzylinder des großen Zylinders die Radien ihrer Deckflächen 

zu nehmen sind; durch AB und BA werden von diesen Radien die Vergleichsstrecken für 

die Teilzylinder von fi abgeschnitten, EE, ZO usw. bis zu IT von dem obersten Radius 

A’I. Da der Radius A A hiernach gar nicht als Vergleichsstrecke für den untersten Teil- 

zylinder des großen Zylinders in Frage kommt, erübrigt sich also der Zusatz yo^P�A T5ç A A. 

Dieser Zusatz könnte überhaupt nur einen Sinn haben, wenn als Vergleichsstrecken für 

die Teilzylinder des großen Zylinders mit der Höhe AI die Radien ihrer unteren Grund- 

1 Herr Hermelink, a. a. O., S. 433, vertritt die gegenteilige Auffassung, die ich jedoch aus den hier 
entwickelten Gründen nicht zu teilen vermag. 
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