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1. DIE FESTSTELLUNG DES FEHLERS

I der von J. L. HEIBERG 1910 verdffentlichten ArRcHIMEDES-Ausgabe findet sich in der
Abbandlung Ilepi xwvoerdéwv xal opapoetdéwy, Lehrsatz XXI eine fehlerhafte SchluB-
folgerung, die den Beweis allerdings nicht gefihrdet und es wohl diesem Umstand zu ver-
danken hat, daB sie lange Zeit unbeachtet blieb.2

Zur Klarlegung des Sachverhalts werde zunichst der genannte Lehrsatz samt Beweis
kurz wiedergegeben und die Stelle, welche den Fehler enthilt, im Wortlaut angefiihrt.

Der Lehrsatz XXI lautet:

Jedes Segment, das von einem rechiwinkligen Konoid (d. h. Rotationsparaboloid) durch
eine Ebene semkrecht sur Achse abgeschnitten wird, ist das Anderthalbfache des Kegels,
der mit dem Segment in Grundfléche und Achse iibereinstimmt.
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Der Beweis wird indirekt gefithrt. In Fig. 1 sei ABI" ecin Achsenschnitt des Para-
boloids, A I' die Spur der Ebene, die das Segment abschneidet und senkrecht auf der Achse
AR steht, und Dreieck ABI" der Achsenschnitt des Kegels, der die gleiche Grundfliche
und Achse wie das Segment hat. Uber dem Schnittkreis mit dem Durchmesser A I" denke
man sich den Zylinder errichtet, der ebenso hoch wie das Segment ist. Mit ¥ werde der
Kegel bezeichnet, der das Anderthalbfache des Kegels A 81" ist. Da der Kegel ABTI" der

dritte Teil des Zylinders ist, folgt ¥ = ;— Zylinder. Es ist also zu beweisen, dafl das Seg-
ment gleich ¥ ist.

1 Archimedis opera omnia, iterum edidit J. L. Heiberg, 3 Bde., Leipzig 1910-1915. 1. Bd., S. 344 uf.

2 Wiithrend des Satzes dieser Abhandlung ist eine Note von Herrn Heinrich Hermelink erschienen: Zin
bisher iibersehener Fehler in einem Beweis des Archimedes, Archives Internationales d’histoire des sci-
ences 6, Nr. 25 f. Okt./Dez. 1953, S. 430-433. Herr Hermelink macht auf den hier behandelten Fehler
aufmerksam. Seine Mitteilung zeigt in erfreulicher Weise, daf} fiir diesen Fehler und seine Entstehungs-
geschichte auch anderwirts Interesse vorliegt. (Vergl. hierzu S. 36f. der vorliegenden Abhandlung.)



6 1. Die Feststellung des Fehlers

Wenn dies nicht zutrifft, so ist das Segment entweder gréBer oder kleiner als .

Zuerst werde angenommen, das Segment sei, falls dies moglich ist, groBer als .

In das Segment denkt man sich einen Kérper einbeschrieben und um das Segment
einen anderen Kérper umbeschrieben, von denen jeder aus Zylindern gleicher Hohe zu-
sammengesetzt ist derart, dal der umbeschriebene Kérper Ul den einbeschriebenen Kérper
€ um weniger Ubertrifft als das Segment den Kegel ¥. Da also Segment— ¥ > I —¢€ ist,
folgt notwendig ¢ > V.

Der groBte Teilzylinder von U hat als Grundfliche den Kreis mit dem Durchmesser 41
und die Achse 4Z, der kleinste Teilzylinder als Grundfliche den Kreis mit dem Durch-
messer 27 und die Achse B/. Der groBite Teilzylinder von € hat als Grundfliche den Kreis
mit dem Durchmesser KA und die Achse AZ, der kleinste Teilzylinder als Grundfliche
den Kreis mit dem Durchmesser X7 und die Achse /6. Denkt man sich die Grundflichen
der Teilzylinder von € und U weiter ausgezogen, bis sie den Mantel des grolen Zylinders
tiber A treffen, so wird dieser Zylinder in ebenso viele Teilzylinder zerlegt wie U; ihre
Héhe ist gleich der Strecke A £ und ihre Grundfliache gleich dem Kreis mit dem Radius A 4.

Nun verhilt sich der unterste Teilzylinder des groen Zylinders zum untersten Teilzylin-
der von € wie AA42: KE?; dies ist aber wegen der Parabeleigenschaft des Achsenschnittes
ABTI gleich BA: BE, und dieses Verhiltnis ist, weil 44 parallel zu K £ ist, gleich dem Ver-
hiltnis AA-ZE

Ebenso findet man, dafl3 der 2. Teilzylinder des grolen Zylinders zum 2. Teilzylinder von
€ das Verhiltnis hat [/ E2:NZ? = AA?: NZ? = BA:BZ = AA:0Z = IIE: OZ.

Weiter heil3t es bei Archimedes (Heiberg, a. a. O. I, S. 350, Z. 7-13):

xol T6Y dAhev xuAySpwv ExacTog TEV &v T8 SAe xVAvdpw &Eova Exévrov Toov & A E motl
ExaGTov TGV XUAMVIpwY TEY &v TH Eyveypaupéve ayfpatt dfova Exbvtmy Tov adtov Eel Tobtov
Tov Abyov, 8y & Huloae tie Swapétpou tig Bdctog adTol motl Tav dmoAchaupévoy dn’ adTdg
petald v AB, BA 0%eidy.

In wortlicher Ubersetzung: ,,Und von den iibrigen Zylindern verhilt sich jeder der Teilzylinder,
die in dem ganzen Zylinder enthalten sind und eine Achse gleich 4% haben, zu jedem der Teil-
zylinder, die sich in dem einbeschriebenen Kérper befinden und die nimliche Achse haben, wie der
Radius der Grundfliche jenes Teilzylinders zu der Strecke, die von diesem Radius zwischen den
Geraden 48 und B4 abgeschnitten wird.*

Hierzu ist zu bemerken: Die den Teilzylindern von € zugeordneten Strecken ZE, OZ
usw. werden durch B4 und B4 allerdings von den Radien der Deckfléchen der entsprechen-
den Teilzylinder des groBen Zylinders abgeschnitten. In der Ubersetzung soll aber die
Bezeichnung ,,Grundfliche®, genau wie bei Archimedes das Wort ,,Bdotg’, im euklidischen
Sinne (Euklid XI, Def. 23) gebraucht werden.

Es heiBt nun weiter (a. a. O. I, S. 350, Z. 13—20):

xol mavreg obv of wuAivdpar of &v 16 xLAivSpe, off Bdaig pév oty & wdxdog 6 Tepl Sauctpov
wav AT, #Ewv 3t & AT £ddcia, wotl mdvrag Todg xwAlvpous Tolg &v T4 Eyyeypappéve oynuaTt
A 3 3 4 ~ 14 -3 ~ £ 3 i L, S8 ) ~ ¥ Voo 1 - ! o~
7ov adtov EEobvT Adyoy, by mioan al eddelon al &x TEY %xévrpwy TGV xdxAwY, of &yt Bacieg TGV
elomuévey xrlvdpwy, mott Tdoag e eddelag Tde dmorehapubvag ar’ adrtiv petabd tEv AB, BA.



1. Die Feststellung des Fehlers 7

,,Also werden sich alle Teilzylinder in dem Zylinder, dessen Grundfliche der Kreis mit dem
Durchmesser 4" und dessen Achse A7 ist, zu allen Teilzylindern des einbeschriebenen Kérpers
verhalten wie alle Radien der Kreise, welche die Grundflichen der genannten Teilzylinder sind, zu
allen Strecken, die auf ihnen zwischen den Geraden 48 und A4 liegen.*

Es wird also nicht der ganze groBe Zylinder, sondern nur der um den obersten Teil-
zylinder verkleinerte Zylinder mit € verglichen. Dies ist fiir das Folgende von Wichtigkeit.

Was die Herleitung dieser Proportion betrifft, so hat zwar Archimedes im Lehrsatz I
seiner Abhandlung die Bedingungen dargelegt, unter denen die Proportion gebildet werden
darf; jedoch fehlt hier ein Hinweis, dal3 diese Voraussetzungen erfiillt sind.

Es kommt nun zur entscheidenden Schlufifolgerung (a. a. O. I, S. 350, 20 bis S. 352, 1):

ai 8¢ elpnuévon eddeion v elpnpéverv ywpls tic AA peilovés evi i) Sumidown Gote %ol of
#xuhivSpoL mavTeg of v 16 wUAVSpe, ob &Emy & A1, petlovée dvri ) Simhastor Tob Eyyeypappévon
e o

GYNATOS TORNG &pa %ol 6 Bhog xOAvBpog, 00 dEwv & AB, usllov vt §) Surhasiov Tob Eyyeypau-
pEVOL GYALATOS.

,»Jene Strecken sind grofer als das Doppelte der (zuletzt) genannten Strecken ohne 44; folglich
sind auch alle Teilzylinder in dem Zylinder, dessen Achse A/ ist, groBer als das Doppelte des ein-
beschriebenen Kérpers; also ist auch der ganze Zylinder mit der Achse 4.8 weit groBer als das Dop-
pelte des einbeschriebenen Kérpers.*

Der Zusatz yompigtiic A4 zu sipnuévev (sc. eddedv) erscheint hier iiberflissig, weil
nach dem oben Gesagten flir das Verhiltnis des untersten Teilzylinders des groflen Zylin-
ders zu dem untersten Teilzylinder von € nur das Streckenverhiltnis [17Z: ZF in Frage
kommt. Auf die hier vorliegende Schwierigkeit bei der Interpretation des Textes soll
weiter unten niher eingegangen werden.

Der Beweis wird nun in folgender Weise zu Ende gefiihrt: Da der ganze Zylinder das
Doppelte des Kegels ¥ ist, folgt aus der letzten Feststellung, dal3 ¥ gréBer als € ist. Dies
steht jedoch im Widerspruch mit der friiheren Feststellung, daB ¥ kleiner als € ist. Folglich
ist die Annahme, daf3 das Segment groBer als ¥ sei, zu verwerfen.

Jetzt werde angenommen, das Segment sei kleiner als ¥. Wieder nimmt man die Kérper
¢ und U zu Hilfe, nur dalB jetzt ¥— Segment > U— € ist, woraus U< ¥ folgt. Jetzt
verhilt sich der ganze Zylinder zu U wie die Summe der Grundkreisradien aller Teilzylin-
der des ganzen Zylinders zur Summe der von diesen Radien durch A28 und B4 abge-
schnittenen Strecken. Erstere Summe ist aber kleiner als das Doppelte der zuletzt genann-
ten. Somit ist der ganze Zylinder mit der Achse A2 kleiner als das Doppelte von U. Dies
widerspricht aber der obigen Feststellung, derzufolge der ganze Zylinder gréfer als das
Doppelte von Wist. Also kann das Segment nicht kleiner als ¥ sein. Da es aber auch nicht
grofer als ¥ sein kann, ist der Nachweis erbracht, dall das Paraboloidsegment das
Anderthalbfache des Kegels ist, der mit dem Segment in Grundfliche und Achse iiber-
einstimmt.

In der zuletzt zitierten Stelle (I 350, 20 bis 352, 1) findet sich nun ein FehlschluB3. Mit «i
3¢ elpnuévon eddelon sind die Verhiltnisstrecken fiir die Teilzylinder des groBen Zylinders
mit der Héhe 47 gemeint, mit tév clpmuévev die Verhiltnisstrecken fiir die Teilzylinder
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von €; letztere Strecken sind in der Figur 2 stark ausgezeichnet. Noch einmal wird an
dieser Stelle betont, dal nur der verkiirzte Zylinder 4 A’ 1" 1" in Fig. 2 mit der Héhe A/
in Beziehung zu € gesetzt wird. Ein Blick auf Fig. 2 zeigt aber sofort, daB alle gleich grof3en
Verhiltnisstrecken I1Z . . . A’ 7 zusammen gerade doppelt so grof3 sind wie die Summe der
kleinen Strecken ZE, OZ, ... 0’0, [I']. Die Behauptung, daf} die Summe jener Strecken
grifler als das Doppelle der Summe der zuletzt genannten Strecken ist, erweist sich daher
als falsch.

In der Tat, wird die Achse 4B in 7 gleiche Teile geteilt und 77" = ¢, 00" = 24a,... AA
= na gesetzt, so ist die Summe der #»—1 Verhiltnisstrecken fir die Teilzylinder des Zylin-
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Fig. 2

ders AA'T"I" gleich (n—1) - na. Die Summe der Verhiltnisstrecken fiir die Teilzylinder
von Eergibt aber e +-2a ... - (w—1)a = -”;ina. Erstere Summe ist also doppelt so

grol3 wie die zuletzt genannte.

Es trifft natiirlich auch die Folgerung aus diesem Fehlschluf3 nicht zu, daB ,,alle Teil-
zylinder in dem Zylinder, dessen Achse 47 ist, zusammen gréBer sind als das Doppelte
des einbeschriebenen Kérpers®. Vielmehr ist der Zylinder mit der Achse 47 gerade doppelt
so grol3 wie €. Dieses Ergebnis kann in folgendem Lehrsatz festgehalten werden: ,,Wird
von einem Rotationsparaboloid durch eine Ebene senkrecht zur Rotationsachse ein Seg-
ment abgeschnitten und in das Segment ein aus beliebig vielen Zylinderscheiben gleicher
Hohe bestehender Korper einbeschrieben, so ist dieser Korper halb so grof3 wie der Zylin-
der, der iiber der Grundfliche des Segments errichtet wird und so hoch wie der einbeschrie-
bene Koérper ist. Dieser Satz behilt seine Gililtigkeit auch dann, wenn das Paraboloid
durch eine Ebene begrenzt wird, die nicht senkrecht zur Rotationsachse steht.

Aus diesem Satz folgt nun aber, daB der Zylinder, der die gleiche Héhe wie das
Paraboloidsegment hat, mehr als doppelt so groB3 wie € ist. So gelangt man also mittels
richtiger SchiuB3folgerungen auch zu der Ungleichung, die den Widerspruch ergibt. Ar-
chimedes hat hierbei allerdings, wie im folgenden nachgewiesen wird, einen kiirzeren
Weg eingeschlagen,.

Es werde noch eine Bemerkung von Heiberg zu seiner lateinischen Ubersetzung der
letzten griechischen Textstelle S. 350, 20 uf. angefiihrt (a. a. O. I, S. 351 uf.):
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1llae vero rectae his, excepta recta 44, maiores sunt quam duplo maiores; quare etiam omnes
cylindri in eo cylindro positi, cuius axis est 47, maiores sunt quam duplo maiores figura inscripta;’?
itaque etiam totus cylindrus, cuius axis est 48, multo maior est quam duplo maior figura inscripta.

In der FuBnote 7 erldutert er, dall wegen B/ = /0 = ZFE = EA die Differenz der Strek-
ken AA, EE, ZO usw. gleich der kleinsten dieser Strecken sei, und verweist zur Begriin-
dung der jetzt als falsch erkannten Schluflfolgerung auf S. 260, 17 uf. An dieser Stelle
findet man den kiinftig als Hilfssatz I bezeichneten Satz:

EX % Eovr peyéden dmocaolv 16 low dAIAwY drepéyovta, §) 8¢ & drepoya lox 16 EhayioTe,

A4 ' ~ X ! 4 7 ~ pl 14 o b4 ot 4 2 \
rod SR peyédea 16 udv mANde loa Todtorg, 76 3 peyéder Exactov loov 16 peyloTe, TavTa T&
peyédea, v 2oty Exactov loov 16 peyloro, mdvtey pdv Tdv 16 low Omepeybvtwv Edocova
¢ooobvron B Simhdota, TGy 8¢ hotmdy ywpls Tob peyiotov peilova #) Simidoa,

Er lautet in heutiger Ausdrucksweise so: Ist eine arithmetische Reihe a4, a4, ... .. a, ge-
geben, deren Differenz gleich dem kleinsten Glied ist, so bestehen die beiden Ungleichungen

1) nea,<<2(@ +a+-+a,)
und
2) nea,>2(@ +a; -+ +a, ).

Heiberg Gbersieht also, daf3 die Voraussetzung fiir die Anwendung der 2. Relation fehlt;
denn es werden im ersten Teil des Beweises gar nicht #, sondern nur »—1 groB3e Strecken
A4 = a, mit der doppelten Summe der kleinen Strecken /7', 00, ... Z0, 5E verglichen,
und dies liefert, wie oben gezeigt wurde, die Identitit

Es ist nun gewil3 nicht anzunehmen, dal3 dieser Fehlschluf3 Archimedes unterlaufen ist.!
Viel niher liegt die Erklirung, daB es sich hier um eine verderbte Textstelle handelt, und
man kann fragen, wie die urspriingliche Fassung gelautet hat.

Hier sei zunichst auf die Schwierigkeit hingewiesen, welche der Zusatz ywpig 1&g 44 zu
zov elpnpévey der Deutung des Satzes ab 8¢ elpnuévon eddeion v elpnuévav yoplg tic A4
petlovée évrt %) Sumdoion bereitet, solange man den verkiirzten Zylinder AA'I"I" (Fig. 2)
mit € vergleicht. Wie schon oben gesagt wurde, ergibt sich aus dem Zusammenhang, dal}
als Vergleichsstrecken fiir die Teilzylinder des grofien Zylinders die Radien ihrer Deckflichen
zu nehmen sind; durch 48 und BA werden von diesen Radien die Vergleichsstrecken fiir
die Teilzylinder von € abgeschnitten, £Z, ZO usw. bis zu II" von dem obersten Radius
Al Da der Radius A4 hiernach gar nicht als Vergleichsstrecke fur den untersten Teil-
zylinder des groflen Zylinders in Frage kommt, ertibrigt sich also der Zusatz ywplc ta¢ A A.

Dieser Zusatz konnte iberhaupt nur einen Sinn haben, wenn als Vergleichsstrecken fiir
die Teilzylinder des groBen Zylinders mit der Hohe A7 die Radien ihrer unteren Grund-

1 Herr Hermelink, a.a. O., S. 433, vertritt die gegenteilige Auffassung, die ich jedoch aus den hier
entwickelten Griinden nicht zu teilen vermag.
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