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ZUSAMMENFASSUNG

Die Gesamtheit aller Kugelpunkte, deren sphirische Entfernungen o, und o, von zwei
fest vorgegebenen Kugelpunkten A, und A, in cinem konstanten Verhiltnis ¢ zueinander
stehen, bezeichnen wir als sphédrische Apollonische Kurve ¢ mit den Apollonischen
Punkten A,, A,, nehmen den GroBkreis durch die Apollonischen Punkte als Aquator
und verstehen unter dem Grundril} einer beliebigen Figur die senkrechte Projektion dieser
Figur in die Aquatorebene. Jede solche sphirische Apollonische Kurve besteht aus ein-
zelnen Zweigen, die im allgemeinen nicht zusammenhéingen.

In Abschnitt II wird der erste Kurvenzweig betrachtet, das ist der Teil der Kurve,
fiir welchen die beiden sphirischen Entfernungen o, und o, kleiner als = sind. Es 148t sich
dafiir sowohl eine Gleichung zwischen den geographischen Koordinaten ¢, A als auch eine
Parameterdarstellung in rechtwinkelig-kartesischen Koordinaten mit ¢, als Kurvenpara-
meter angeben. Aus dieser Parameterdarstellung folgt eine einfache Konstruktion des
Grundrisses von Kurvenpunkten, mit deren Hilfe der Verlauf des ersten Zweiges zunichst
einer bestimmten Kurve, dann in Abhingigkeit vom Scharparameter c¢ diskutiert wird.
Die ersten Zweige iiberdecken die Kugeloberfliche schlicht. — Aus der Kurvengleichung
in geographischen Koordinaten erhidlt man durch geeignete Taylorentwicklungen bei
Ubergang zu unendlich groBem Kugelradius die bekannten Apollonischen Kreise der Ebene.

Abschnitt 111 behandelt beliebige Kurvenzweige, d. h. er 1ift belicbige Werte von o,
und 6, zu. Durch Diskussion der Verhiltnisse, die in der Umgebung der Aquatorpunkte
einer Kurve auftreten kdnnen, wird eine Anzahl von Sidtzen liber Kurvenzweige im Grund-
i} hergeleitet und anschlieBend das sog. Strukturschema aufgestellt, aus dem man fiir
einen beliebigen Zweig einer beliebigen Kurve ¢ die Aquatorpunkte entweder unmittelbar
entnehmen oder leicht berechnen kann. Dieses Strukturschema zeigt auch, daB die Ge-
samtheit der p-ten Zweige die Kugeloberfliche (2p — 1)-mal iiberstreicht. Fiir rationales ¢
existiert nur eine endliche Anzahl nicht zusammenfallender Zweige und zwar wird mit
zunehmendem ¢, die Konfiguration dieser ersten nicht zusammenfallenden Zweige immer
abwechselnd einmal in der einen, einmal in der anderen Richtung durchlaufen. — Zuletzt
wird noch der charakteristische Kurvenverlauf fiir c-Werte, die nahe an 1 liegen, und fiir
sehr groBe und sehr kleine c-Werte diskutiert und das Verhalten der Kurven in der Nihe
des Aquators und speziell in der Umgebung der Apollonischen Punkte A,, A, und ihrer
Gegenpole untersucht.

VORBEMERKUNG

Unter der Voraussetzung gleichen meteorologischen Zustandes im ganzen Arbeitsgebiet
ist das Verhéltnis der elektronisch gemessenen Abstinde von zwei festen Punkten unab-
héngig von der Wellengeschwindigkeit, und aus diesem Grunde sind die sphédrischen Kur-
ven, fiir deren Punkte das Verhéltnis der sphirischen Entfernungen von zwei fest vorge-
gebenen Kugelpunkten konstant ist, fiir die elektronische Tachymetriec von Interesse?).
Diese Tatsache gab den AnlaBl zu der folgenden Untersuchung.

1) Herrn Prof. Rinner mochte ich an dieser Stelle danken, da3 er mich auf diesen Zusammenhang
aufmerksam machte. '



I. DEFINITIONEN UND ALLGEMEINES

Abgesehen von Ausnahmefillen, in denen das dann ausdriicklich gesagt wird, arbeiten
wir nur auf der Einheitskugel.

Unter dem sphdrischen A bstand PP, zweier beliebiger Kugelpunkte P, und P, ver-
stehen wir einerseits den kiirzesten GroBkreisbogen zwischen P, und P,, andererseits
auch seine stets positiv gezihlte Linge. In dem Sonderfall, dafl P, diametral zu P, liegt,
gibt es zwei solche sphirische Abstandsbdgen, die aber beide dieselbe Linge = besitzen.
In allen iibrigen Fillen ist der sphirische Abstand, auch aufgefalt als Bogen, eindeutig
definiert und kiirzer als w. Es gilt immer

0 < sphirischer Abstand P; P, <. (1)

Als sphirische EntfernungP] P, der beiden Kugelpunkte P, und P, bezeichnen wir
jeden GrofBkreisbogen, der P, als einen, P, als anderen Endpunkt besitzt und zugleich auch
die immer positiv gezihlte Linge dieses Bogens. Der GroBkreis durch P, und P, kann
dabei beliebig oft in derselben Richtung durchlaufen werden. Infolgedessen gibt es fiir
die sphirische Entfernung auch keine obere Schranke. Der sphirische Abstand ist ein
Sonderfall der sphirischen Entfernung und zwar ist er die kleinste iiberhaupt mdgliche
sphirische Entfernung.

A, und A, seien zwei Punkte der Einheitskugel mit dem sphérischen Abstand

oA A =20 < (2)

Den geometrischen Ort aller Kugelpunkte, fiir welche eine Entfernung von A, und eine
Entfernung von A, im konstanten Verhiltnis ¢ zueinander stehen, bezeichnen wir als
spharische Apollonische') Kurve mit dem Parameter c beziliglich der Apollonischen Punkte
A, und 4, oder mit den Apollonischen Punkten A; und A,. Wenn keine Unklarheiten zu
befiirchten sind, sagen wir auch einfach ,,(Apollonische) Kurve ¢*“. Der sphérische Abstand
AT A, = 20 heiBt der Apollonische Winkel.

Weil wir sphirische Entfernungen nie negativ zdhlen, kann auch der Parameter ¢ als
Verhiltnis zweier sphédrischer Entfernungen nie negativ sein, sondern es gilt immer

c=o. (3)

P sei der laufende Punkt der Apollonischen Kurve c, seine eben genannten Entfernungen
von A; und A, seien
A P=g, A, P = o, (4)

Dann gilt also laut Definition:
A;P=cA]P bzw. ¢,=cCo;,. (5)

Man erkennt, dal es auf die Reihenfolge der Apollonischen Punkte ankommt; denn
die Kurve mit dem Parameter ¢ beziiglich des Punktepaares A,, A, hat beziiglich des
Punktepaares A,, A, den Parameter 1/c.

1) ,,Apollonisch’* in Analogie zu den Apollonischen Kreisen der Ebene (vgl. S. 23 ff.).
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Da der Begriff der sphirischen Entfernung unendlich vieldeutig ist, erscheint durch
unsere Definition der Apollonischen Kurven ein reichlich untiibersichtliches Kurven-
gewirr gegeben zu sein. Wir werden aber in Teil III sehen, daB dieses sich so weitgehend
ordnen 1406t, daB man sich sehr rasch tiber den Verlauf eines beliebigen Zweiges einer be-
liebigen Kurve c ein Bild machen kann, und zwar ohne die vorhergehenden Zweige zu
kennen.

B, bedeutet den Gegenpol von A, desgleichen B, den Gegenpol von A,. Die vier Punkte A,
A,, B;, B, bezeichnen wir als die vier Fundamentalpunkte unseres Problems und wihlen den
GroBkreis durch sie als Aguator und den Meridian, welcher den Apollonischen Winkel
halbiert, als Nullmeridian. Die senkrechte Projektion einer beliebigen Figur in die Aqua-
torebene oder eine dazu parallele Ebene bezeichnen wir als Grundriff dieser Figur.

Aus der Definition der Apollonischen Kurven ergeben sich fast unmittelbar die beiden
folgenden Symmetriceigenschaften:

1. Jede Apollonische Kurve verliuft symmetrisch zum Aquator.

2. Die Kurve 1/c geht aus der Kurve ¢ durch Spiegelung am Nullmeridian bzw. an dessen
Ebene hervor.



II. ERSTER KURVENZWEIG

Kurvengleichung und Azimutberechnung

Wir beschrinken uns in diesem Abschnitt auf die sphirischen Abstinde von den Apol-
lonischen Punkten, setzen dementsprechend voraus

0=0; =T, 0=Zg, =™ (1)

und bezeichnen den geometrischen Ort aller Punkte einer Apollonischen Kurve, welche
den Bedingungen (1)!) geniigen, als ihren ersten Zweig.
¢, A seien die geographischen Koordinaten auf der Einheitskugel, P sei der laufende
Punkt der Apollonischen Kurve ¢ mit den Apollonischen Punkten A,, A,. Wegen (1) sind
wir im Gebiet Eulerscher Dreiecke, fiir welche die IFormeln der sphirischen Trigonometrie
vorzeichenrichtig gelten und lesen aus Figur 1 durch Anwendung des Kosinussatzes
auf jedes der beiden sphirischen rechtseitigen
Dreiecke A; NP und A, NP ab

Ao N A-w

Y, cos 6, = cos Y cos (A — w), (2)
COS 6, = COS ¢ coS (A + ).

PlwA) Lost man (2) nach 6, und s, auf und setzt das in

die Definitionsgleichung

G2 S
gy = C 0 (3)
A, (w,0) ein, so erhiilt man

f (A= Arc cos [cos Y cos (A 4+ w)] (4)

—c¢ Arccos [cos ¢ cos (A — w)] = 0;

Arc bedeutet dabei den Hauptwert des Winkels
(im Gegensatz zu arc) und besagt, daB dieser Win-
kel zwischen o und = liegt.

Fig. 1 Bei festem ¢ ist (4) die Gleichung der sphérischen

Apollonischen Kurve ¢ mit den Apollonischen

Punkten A,, A, im geographischen Koordinaten-

system der Figur1. Fiir variables c bedeutet (4) die Schar der zu diesem Punktepaar A, A,
gehorigen Apollonischen Kurven mit c¢ als Scharparameter.

Zur Kurvendiskussion ist Gleichung (4) nicht sehr geeignet. Diese verschieben wir auf
spiter und leiten jetzt nur aus (4) eine Formel fiir das Azimut o einer Apollonischen Kurve
ab.

1) In jedem der drei Abschnitte I, 11, I11 sind die Gleichungen gesondert durchnumeriert. Bei Ver-
weisen auf eine Gleichung desselben Abschnittes wird nur die Gleichungsnummer angegeben, bei Ver-
weisen auf eine Gleichung eines anderen Abschnittes wird auch die Nummer des Abschnittes dazu-
geschrieben. Entsprechendes gilt fiir die Figuren.
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Wir beschrinken uns hier und auch im folgenden auf die obere oder nérdliche Halb-
kugel und zdhlen das Azimut, wie in der Geodisie iiblich, von Nord iiber Ost positiv.

wrdy

' A+dq Aus Figur 2 liest man nun ab
Q
€ p dx

e tga = cos ¢ —. (5)
Ply 4) cosy,dA d¢

Fig. 2

Den hier auftretenden Differentialquotienten berechnen wir nach der Formel

da of of
< == ©)
dy oy o
wo f die Funktion (4) bedeutet. Es ist:
of sin ¢ cos (A + ) ¢ sin ¢ cos (A — ) o)
oY ~ V1 —cos? Ycos? (A + @) V1 — cos? ¢ cos® (A — )’ 4
of cos Y sin (A + ) ccos ¢ sin (A — w) )

o V1 — cos? ¢ cos® (A + w) V1 — cos? $ cos? (A— @)
daher nach (5) und (6)

tga = (9)
cos (A + @) V1 — cos? ¥ cos® (A — w) —c cos (A — @) V1 — cos? ¢ cos? (A + w)

sin (A + ) V1 — cos? § cos? (A — w) —c sin (A — @) V1 — cos? Y cos? (A + )

—sin

Im Aquator haben wir ¢ = sin ¢ = o. Der Nenner des Bruches in (g) bleibt hiefiir
unter der Voraussetzung ¢ + 1, A + + o endlich, denn er1iBt sich dann wegen cos? ¢ = 1
umformen in

sin (A 4+ ) sin (A— @) —c¢ sin (A— w) sin (A + o) = (1 —c¢) [sin (A + ©) sin (A— ©)]. (10)

tg o ist also, mit Ausnahme eventuell der eben genannten Sonderfille, im Aquator
Null, d. h. die Kurve steht senkrecht auf dem Aquator. DaB auch die Kurve ¢ = 1 den
Aquator senkrecht schneidet, erkennt man unmittelbar, denn sie ist der GroBkreis der
Meridiane A = o und A = = (siche S. 18). Uber das Verhalten in den Fundamental-
punkten, also fiir A = + « siehe S. 78/79.

Berechnung von § und » aus ¢, und o, bzw. aus ¢ und o, und umgekehrt

Durch Division der beiden Gleichungen (2) und anschlieBende einfache Umformung
findet man

€0s 6, €0s (A + @) = €0s 6, cos (A — ). (11)
Wir setzen voriibergehend zur Abkiirzung

€os 6, = a,, COS 6, = a, (12)

2 Miinchen Ak. Abh. math.-nat. 1962 (Nibauer)
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und rechnen folgendermafBen weiter:
a, (cos A cos o — sin A sin ) = a, (cos A cos @ -+ sin A sin w),
(a;, + a,) sin A sin @ = (a; — a,) cos A cos o,
tg A= e ctg .
a; 1 a,
Damit berechnen wir weiter cos? ¢. Es ist nach der ersten Gleichung (2)
cos? oy

o Bl e o p )

Wir verwenden wieder die Abkiirzungen (12) und rechnen wie folgt weiter:

tgr—tg o \?
cos?y =a?2 {14 |[——
14 tgr-tgow

oder wegen (15)

a; —a -
N ctg v —tg o
a; + a,
cos?y = a,? 14 =
d — 3y
1+ Fy
a; + a,

2
4 2y

g 42, + (2,2 — 23,3, + a,%) ctglo — 2 (3,2 — a,%) + (3% + 23,3, + a,?) tgw

= a’l
2
4a,

42,2 sin?w cos?w -+ (2,2 — 2a;a, + a,?) coste — 2 (2,2 — a,?) sinZw cos?w

4 sine cos?w

(a,® 4+ 2a,a, 4+ a,?) sintw

4 sin2w cos?w

(2,2 4 a,?) (sinfw + 2 sin?w cos?w + costw) + 23,3, (sintew — costw)
— t

sin? 2w

was sich wegen
sinfw + 2 sin?w cos?w + costew = (sinw - cos’w)? = 1,
sinfw — costew = (sin?w 4 cos?w) (sin®w — cos?w) = — oS 2w

vereinfacht zu
a,2 + a,> — 2a,a, Cos 20

costy =
v sin2 2w

(16)

(17)

(18)
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(21) und (15) geben unter Beachtung von (12) und (3) schlieBlich die beiden Formeln

cos?s; -+ Cos%6, — 2 COS 6y COS Gy COS 26

cos?) = )
sin? 2@
(22)
cos?s, 4 cos%co; — 2€0s 6; COS CG; COS 2w
sin? 2 '
€OS 6; — COS Gy €0s 6; — COS Coy
tga= ——""——""—ctg o = ctg o (23)
€0S 63 4 €oS 6, C0S 6, -+ C€O0S Coy

zur Berechnung von ¢ und A aus ¢, und ¢, bzw. aus ¢, und c.

Bei der Bestimmung von ¢ aus (22) kommt nur der positive Wert von cos ¢ in Frage,
da die geographische Breite nur im Intervall — T =¢s +Z gezihlt wird. Der Winkel ¢
selbst kann dann (wenn wir von unserer Beschrinkung auf die obere Halbkugel absehen)
noch sowohl positiv als auch negativ sein, entsprechend der Tatsache, daB jede Apollo-
nische Kurve symmetrisch zum GroBkreis durch die beiden Apollonischen Punkte ver-
lauft und daher mit dem Punkt ¢, A immer auch der Punkt — ¢, A auf ihr liegt.

Da die geographische Linge A im Intervall —x < A = -+ & variieren kann und Tangens
die Periode = besitzt, liefert (23) zunichst zwei um = voneinander verschiedene A-Werte,
deren einer positiv, deren anderer negativ ist. Wegen der Voraussetzung (1) hat man aber
fiir ¢ < 1 den negativen, fiir ¢ > 1 den positiven A»-Wert zu nehmen. Denn unter dieser
Voraussetzung liegt der erste Zweig einer Apollonischen Kurve ¢ < 1 auf der Halbkugel
A < o, der erste Zweig einer Apollonischen Kurve ¢ > 1 auf der Halbkugel A > o (vgl.
S. 12 (32) und S. 18 unten).

Aus (22) und (23) erkennt man: Zu einem Wertepaar o;, 6, bzw. g;, ¢ gehért dann
und nur dann (mindestens) ein Kugelpunkt, wenn der Bruch in (22) weder negativ noch
groBer als 1 ist. DaB dieser Bruch keine negativen Werte annehmen kann, erkennt man
leicht. Denn der Zidhler ist das nach dem Kosinussatz berechnete Quadrat der dritten
Seite des ebenen Dreiecks mit den Seiten cos oy, cos g, und dem Zwischenwinkel zw
(vgl. S. 14 Figur 4) und den Zusatz. Wegen I (2) konnen auch weder der Zihler noch der
Nenner Null werden. Dagegen kann es vorkommen, da der Bruch in (22) grofer als 1
wird. Dann gibt es keinen reellen ¢-Wert, was bedeutet, daB auf der Apollonischen Kurve
mit dem vorgegebenen c-Wert kein Punkt existiert, der von A, den vorgegebenen sphéri-
schen Abstand &; besitzt. Wir haben dann ein c, ¢,-Wertepaar, bei dem mit der Bezeich-
nungsweise von S. 16 ff. entweder 6; < (6y)min 0der 6; > (64)max ist. (22) liefert also als
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, da} auf einer bestimmten Apollonischen
Kurve c ein Punkt mit vorgegebenem o,-Wert liegt:

cos’s; + cos’co; — 2 €0S6, COSCH, COSZw

IA
5N

— (@)
. SIN“2® (24)

cos®o, + cos’co; — 2 cosoy CosCay Cos2w — sin?zw < 0. (b)

Will man umgekehrt feststellen, auf dem ersten Zweig welcher Apollonischen Kurve ¢
ein bestimmter Kugelpunkt ¢, A liegt, so berechnet man nach (2) cose, und coss, und
daraus dann ¢, : o; = c. (2) liefert immer brauchbare, d. h. dem Betrag nach nicht iiber 1
gelegene Werte fiir cose; und cose, und wegen (1) findet man daraus dann eindeutig ein
Wertepaar o;, 6, und einen Parameter ¢, d. h. durch jeden Kugelpunkt geht der erste

2*
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Zweig genau einer Apollonischen Kurve. Man hat daher Satz 1: Die ersten Zweige der
Apollonischen Kurven beziiglich eines bestimmten Paares Apollonischer Punkte Ay, A, iiber-
decken die Kugeloberfliche schlicht.

Darstellung in kartesischen Koordinaten

Wir fithren dasjenige rechtwinkelig-kartesische x, y, z-System ein, in dem fiir die Punkte
unserer Kugel gilt
X = cos{ COsh,
y = cosy sina, (25)
z = siny.

Die x, y-Ebene ist die Aquatorebene, der Einheitskreis um den Kugelmittelpunkt O
der Aquator und der auf die x-Achse fallende Aquatordurchmesser ist der GrundriB der
beiden Meridiane A = o und A = =.

(2) schreiben wir um in

COSG; = COSY COSA COS® + COsY sink sinw, (26)
COSG, = COSY COSA COSe — cosY sink sine

und erhalten daraus mit den beiden ersten Gleichungen (25)
€0SG; = X COS6 + Y sinw, COSG, == X COS® — ¥ sino. (27)

Addition und Subtraktion der beiden Gleichungen (27) gibt

Cc0So, + C0So, = 2X COSw, C0S6; — COSG, = 2V Sinw; 28
1 2 1 2
C0S6, + COSay C0SG; — COSG,
X = R (29)
2 COSw 2 sinw

Damit haben wir x und y durch ¢, und ¢, ausgedriickt.

J

Aus z= (% Vl—X2~Y2 (30)
in Verbindung mit (29) findet man als entsprechende Darstellung fiir die dritte Koordinate
zZ = (%, ! ]/ sin? 20 -+ 2 cosa, €COSg, €OS 200 — (cos?sy + cos?s,) ; (31)

sin 2o

das Pluszeichen gilt fiir die obere Halbkugel. Die Bedingung fiir reelle z-Werte ist iden-
tisch mit der Bedingung (24) fiir reelle Kurvenpunkte.
Ersetzt man noch 6, durch csy, so erhilt man aus (29) und (31)
€0sG, -+ COS Cay

S N
2 COS®

COSG; — COS Coy

R s e — (32)

2 sinw

l/sin2 2w + 2 C0sa, €OS Ca; €os 20 — (cos?a; + cos? coy) .
sin 2w



II. Erster Kurvenzweig 13

(32) ist eine Parameterdarstellung der Kurve ¢ mit o, als Kurvenparameter.
Die ersten beiden Gleichungen (32) sind zugleich eine Parameterdarstellung des Grund-
risses dieser Kurve. Durch Differenzieren nach dem Kurvenparameter erhélt man aus ihnen

dx . sins; + c¢ sin co, dy ) sine; — ¢ sin ¢o,

e—— e N == —— 5 = = —
do, 2 COSw do, Y 2 sinw (33)

und daraus weiter fiir den Winkel p zwischen GrundriBtangente und positiver x-Achse

y sing, — ¢ sin ca,
tgp = — = - ; ctgo. (34)
X sine; -+ C sin Cg,

Nach (34) sind fiir die Figuren 5, 8 und g die Tangenten in S und T berechnet. Es
ergab sich fiir Figur 5 : tgus = — 0,314, tgur = -+ 0,585; fir Figur 8: tg us = — 0,639;
fiir Figur 9: tgus = — 0,73, tgur = + 0,496.

GrundrifSkonstrukiion

A_ (cosw-sinw) I :
2 YA ,(cosw,sinw)

Yx
Fig. 3

Figur 3 zeigt die GrundriBebene (Aquatorebene, GroBkreisebene durch die Apollonischen
Punkte). Der Einheitskreis ist der Aquator, P der GrundriB eines Punktes P der sphiri-
schen Apollonischen Kurve c, der von A; den sphérischen Abstand o,, von A, den sphéri-
schen Abstand o, = ca, besitzt. Aus dieser Figur liest man ab, daBl (beziiglich der Koordi-
natenachsen) x, y die Komponenten des Vektors OP und cosw, sinw die Komponenten
des Einheitsvektors OA; sind. Daher bedeutet der Ausdruck x cosew -+ y sine das innere
Produkt dieser beiden Vektoren und damit die senkrechte Projektion OP; des Vektors
OP auf den Einheitsvektor OA,. Das innere Produkt ist positiv, wenn die Vektoren einen
spitzen Winkel, negativ, wenn sie einen stumpfen Winkel miteinander einschlieBen. Dem-
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entsprechend hat man OP, (siehe Fig. 3) positiv zu zdhlen, wenn P, auf den Halbmesser
OA, fillt, negativ, wenn P, auf den Halbmesser OB, fillt. Diese Uberlegung zusammen
mit der ersten Gleichung (27) liefert die Bezichung

OP, = cosy; (35)
durch einen ganz entsprechenden Gedankengang findet man aus der zweiten Gleichung (27)
OP, = cosoy; (36)

Dabei ist OP, (siche Fig. 3) positiv zu zihlen, wenn P, auf OA,, negativ, wenn P, auf
0B, liegt.

.*y

i

Yx

Zusatz: Die Realititsbedingung (24) 1aBt sich im GrundriB dahingehend deuten, daB3 der Umkreis-
durchmesser des Dreiecks OP,P, (Fig.4) nicht gréfer als 1 sein darf. Denn der in (24a) auftretende
Zihler ist gleich der Dreiecksseite P,P,, der Bruch in (24a) infolgedessen gleich der Konstanten des
Sinussatzes im Dreieck OP,P, und damit gleich dessen Umkreisdurchmesser.

Aus (35) und (36) ergibt sich eine einfache Konstruktion fiir den Grundrifl der Apolloni-
schen Kurve c. Fiir das folgende siche Fig. 4. Man trigt von A, aus auf dem Aquator
den Bogen ¢, ab und fillt von dessen Endpunkt E; das Lot auf A;B;; aus dem rechtwinke-
ligen Dreieck OP,E,; liest man ab OP; = coss;. Weiter trigt man von A, aus auf dem
Aquator den Bogen 6, = cg, ab, zicht durch dessen Endpunkt E, das Lot zu A,B,, so daB
sich aus dem rechtwinkeligen Dreieck OP,E, ergibt OP, = coss, = cos ca,. Der Schnitt-
punkt P dieser beiden Sehnen erfiillt dann (35) und (36) und ist deshalb der GrundriB des
Punktes P, welcher von A, den sphirischen Abstand g,, von A, den sphirischen Abstand
6, hat. Man erhidlt auf diese Weise also Punkte des Grundrisses der Kurve ¢ und hat zu-
gleich die zugehérigen sphérischen Abstinde o, und o,.

Bei der tatsdchlichen Durchfithrung der Konstruktion wird man den Bogen ai (i = 1,2) von Aj
aus nicht nur nach einer Seite hin abtragen und dann das Lot fillen, sondern nach beiden Seiten hin
und die beiden so gewonnenen Aquatorpunkte verbinden.
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Zu der angegebenen GrundriBkonstruktion kann man auch ohne Rechnung durch
folgende rein geometrische Uberlegung kommen: Alle Kugelpunkte, deren sphirischer
Abstand von A; (i = 1,2) den gleichen Wert o; besitzt, liegen auf einem Kugelkreis, dessen
Ebene senkrecht auf dem Durchmesser A;B; steht (geodiitischer Entfernungskreis um Aj)
und sich im GrundriB als Aquatorsehne senkrecht zu A;B; abbildet. Die Endpunkte
dieser Schne sind die Aquatorpunkte, die auf diesem geoditischen Entfernungskreis liegen
und man erhilt sie daher, wenn man von A; aus auf dem Aquator nach beiden Seiten den
Bogen o; abtriigt. Der GrundriB P des Punktes P mit den sphiirischen Abstinden o, o,
von A, und A, muf} daher der Schnittpunkt dieser beiden Sehnen sein.

|
J

2w="3 c=72

In Fig. 5 ist nach der angegebenen Methode der GrundriB des ersten Zweiges der sphéri-
schen Apollonischen Kurve mit 20 = =/3, ¢ = 1,2 konstruiert. Der Grundril und damit
auch die sphirische Kurve selbst trifft den Aquator in den Punkten S und T, in denen die
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Endpunkte zweier entsprechender Sehnen zusammenfallen, und zwar treffen sich in S
die unteren, in T die oberen Endpunkte des jeweiligen Sehnenpaares!). Es sind das die
beiden Extremlagen, denn einander zugeordnete Sehnen, die dazwischen liegen, schneiden
sich im Innern des Aquatorkreises, wihrend fiir Sehnenpaare, die unterhalb des Sehnen-
paares durch S oder oberhalb des Sehnenpaares durch T verlaufen, der Schnittpunkt auBer-
halb des Kreises liegt und daher keinen brauchbaren Kurvenpunkt liefert.

P bedeute wieder den laufenden Punkt der sphiirischen Kurve ¢ und P seinen GrundriB.
(Fur das Folgende siehe Fig. 5; P ist dort aber nirgends eingetragen). Der sphiirische Ab-
stand des Punktes P von A, ist der GroBkreisbogen von der Linge ¢,. Unter allen Kurven-
punkten P hat S den kleinsten sphirischen Abstand von A, und zugleich von A,. Das folgt
aus der GrundriBkonstruktion der Fig. 5; man erkennt es aber auch unmittelbar aus der
Tatsache, daB S auf dem Aquatorbogen ATA, von der Linge 26 < = liegt, welcher die
kiirzeste auf der Kugel iiberhaupt mogliche Verbindung der beiden Apollonischen Punkte
darstellt. Aus Fig. 5 liest man fiir diesen kleinsten o,-Wert und den zugehorigen kleinsten
6,-Wert ab '

(01) min + (02) min = 20, (37)
daher wegen ¢, = co,
20 2Cw
(61) mn = _— (02) min = — (38)

Mit wachsendem o, 16st sich der sphirische Abstand AT P vom Aquator ab, indem er
sich um seinen festen Anfangspunkt A; dreht und dabei auf der oberen Halbkugel den
Winkel = iiberstreicht, bis er fiir T wieder als Bogen A7 T auf den Aquator zu liegen kommt,
jetzt aber auf der anderen Seite von A, als der Bogen A]'S. Man kann das anhand der
Fig. 5 verfolgen (siche auch Fig. 6, welche denselben Vorgang fiir den sphirischen Abstand
A, P gibt), wenn man bedenkt, da der sphirische Abstand A] P sich im GrundriB als
Ellipsenbogen, der von A; zum Kurvenpunkt P fiihrt, abbildet. Die groBe Achse der
simtlichen Ellipsen ist der Durchmesser A;B,?). Da fiir diesen ersten Zweig stets o, < =
ist, verlduft der Ellipsenbogen ganz auf der Seite von A,;B,, auf der auch P liegt. Im
Anfangspunkt P = P = S ist er ein Kreisbogen, nimlich der Aquatorbogen A]'S, er wan-
dert mit P in das Innere des Kreises, wobei die kleine Achse immer kleiner wird, artet
fir P = Q in die Strecke A, Q aus, erscheint dann auf der anderen Seite des Durchmessers
A B, wieder als Ellipsenbogen, jetzt aber nach der entgegengesetzten Seite gekriimmt
wie vorher und mit wachsender kleiner Ellipsenachse, um fiir P = T schlieBlich in den
Aquatorbogen A7 T iiberzugehen. ¢, nimmt dabei stindig zu; infolgedessen gibt der Aquator-
bogen AT T (gezihlt von A, iiber B,) den gréBten o,-Wert, der zu einem Punkt des ersten
Zweiges der Kurve ¢ = 1,2 gehort; wir schreiben fiir ihn (oy) p.,-

Ebenso gibt A;'S den kleinsten sphirischen Abstand o, eines Kurvenpunktes von A,
und 16st sich mit wachsendem 6, und damit o, auch der sphirische Abstand A; P vom
Aquator, indem er sich um seinen festen Anfangspunkt A, dreht und dabei auf der oberen
Halbkugel den Winkel = iiberstreicht, um zuletzt als Kreisbogen A, T wieder auf den Aqua-
tor zu fallen, aber auf der zu A; S entgegengesetzten Seite von A,. Man macht sich auch

1} ,,oben' und ,,unten’ in der x, y-Ebene, so wie sie in Figur 5 eingezeichnet ist. Wenn wir dagegen
von der ,,oberen Halbkugel" sprechen, meinen wir die iiber der x, y-Ebene gelegene Halbkugel. Die
x, y-Ebene stellen wir uns dabei horizontal vor.

%) Denn jede dieser Ellipsen ist die senkrechte Projektion eines Kreises, der A,B, als Durchmesser
besitzt.
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den Ubergang von A; S zu A; T mit Hilfe der Ellipsenbogen zwischen A, und P klar, in
welche sich die einzelnen sphirischen Abstinde A; P im GrundriB abbilden. Der Durch-
messer A,B, ist die grofe Achse dieser simtlichen Ellipsen. Wegen ¢, < = verlduft auch
jeder dieser Ellipsenbdgen ganz auf der Seite dieser groen Achse, auf welcher sein End-
punkt P liegt, fiir R artet er in die Strecke A,R aus und ist von da ab nach der anderen

2w="93, c=12
Seite gekriimmt als vorher. Einige dieser Ellipsenbégen sind in Fig. 6 angegeben. Die
dortige Kurve SRT ist dieselbe wie in Fig. 5. Beim Durchlaufen der Kurven von S nach T
nimmt 6, stindig zu und erreicht seinen gréBten Wert (og)m.x flir T. Aus Fig. 5 liest
man ab

(0'1)mnx+ (Gg)umxr—' 2n — 2w, (39)
woraus folgt
i 27 — 20 (6 ¢ (2m— 20) (40)
axX e _———_l G max STl = S T e
Eie c+1 a ¢+ 1 i

3 Miinchen Ak. Abh. math.-nat. 1962 {Nibauer)
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Kurvenverlauf in Abhdngigkeit vom Scharparameter c

Anhand der GrundriBkonstruktion untersuchen wir jetzt den Verlauf des jeweils ersten
Zweiges der verschiedenen Apollonischen Kurven in Abhidngigkeit vom Parameter c.

Zunichst erkennt man unmittelbar, da3 die Kurve ¢ = 1 der GroBkreis der Meridiane
» = ound A = = ist, denn er wird durch die Symmetrieebene zwischen den beiden Apollo-
nischen Punkten (x, z-Ebene) aus der Kugel ausgeschnitten. Dem entspricht (fiir das
Folgende siehe Fig. 7), daB im Grundrif einander zugeordnete Sehnen sich auf der

=0

e

2 /6"/ -
2 //7//;-__,1<- ——-(0;
S?U :

5

c=7

x-Achse schneiden. Der Punkt S mit den kleinsten sphirischen Abstdnden o, und o,
fillt mit dem untersten Aquatorpunkt u, der Punkt T mit den gréBten sphérischen
Abstinden o, und o, fillt mit dem obersten Aquatorpunkt o zusammen. Die sphi-
rischen Abstinde A;'S und A; T werden cbenso wie in Fig. 5 von A, aus nach entgegen-
gesetzten Seiten gezihlt. Als Besonderheit erscheint, daB die Schnittpunkte Q und R des
Grundrisses mit den Durchmessern A;B; und A,B, beide in den Mittelpunkt O fallen. Aus
Fig. 7 liest man ab

(Gl)min = (Gz)min = W, (61)max = (Gz)max =T — O, (41)

was man auch aus (38) und (40) bekommt, wenn man dort ¢ = 1 setzt.

Fiir das Folgende beschranken wir uns auf die Kurven ¢ > 1. Ihre ersten Zweige ver-
laufen simtlich im Gebiet y > o, also rechts von der x, z-Ebene und der Kurve ¢ = 1.
Man erkennt das aus der zweiten Gleichung (32). Denn unter der Voraussetzung (1) ist
fiir ¢ > 1 immer cose; — C0S Co; > 0.
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Die Kurven ¢ < 1 findet man aus den Kurven ¢ > 1 dann aufgrund der Svmmetrie-
eigenschaft 2. von S. 7 durch Spiegelung an der x, z-Ebene bzw. im GrundriB durch
Spiegelung an der x-Achse.

Mit wachsendem ¢ > 1 wandert T von o aus nach rechts gegen B,. Solange aber
Ci< T:thm bleibt, liefert (40) einen Wert (oy)max < w, liegt T noch links von B,, also auf
dem Aquatorbogen 6 B, und hat man im wesentlichen dieselbe Konfiguration wie in Fig. 5.
Die GrundriBkurve schneidet den Durchmesser A,B, und verlduft von da ab links von ihm,
d. h. auf der zu A, entgegengesetzten Seite; der sphirische Abstand A; T ist demzufolge
derjenige Aquatorbogen, auf dem A, nicht liegt, die beiden sphirischen Abstinde A7 T
und A; T mit den Lingen (6))mex Und (64)max liegen nicht iibereinander, sondern treffen
sich in T von entgegengesetzten Richtungen herkommend.

2w="73, c= 15-¢,
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Bei Annidherung von ¢ an den Wert
r

S SR S (42)
T— 2w

(wir bezeichnen c, als Trennparameter) geht das nach (40) berechnete (og)max gegen =

und die zum Durchmesser A,B, senkrechte Sehne schrumpft in den Punkt T zusammen,

der seinerseits in den Punkt B, hineinriickt. Fiir das folgende sieche Fig. 8. An der Grenze

¢ = ¢, haben wir T = B,

(Gl)max= T— 20, (Gz)max =T (43)
und zwar ist der sphirische Abstand A, T jetzt =, gleichgiiltig, ob man ihn iiber A, oder
auf die entgegengesetzte Aquatorseite legt. Man erhilt (43) aus (40), wenn man dort ¢

durch ¢, nach (42) ersetzt, kann es aber auch direkt aus Fig. 8 ablesen.
0
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Der Grundri der Kurve ¢, beriihrt, unabhingig vom Winkel 2o, den Aquatorin T = B,.
Denn wegen co; = 6, = = liefert (34) fiir den Winkel p, den seine Tangente dort mit der
x-Achse einschlieBt, tgu = ctgw, d. h. p. = xf2 — © und diesen selben Winkel bzw. einen
um = grofleren, schlieBt auch die Kreistangente in B, mit der x-Achse ein.

Fiir das Folgende siehe TFig. 9. Nimmt ¢ noch weiter zu, so wandert T auf die rechte
Seite von B,. Es ist T auch dann noch der obere Endpunkt der zu A,B, senkrechten Sehne,
aber er ist —im Gegensatz zu ¢ < ¢, und Fig. 5 — der untere Endpunkt der zu A,B, senk-
rechten Sehne. Die GrundriBlkurve trifft jetzt nicht mehr den Durchmesser A,B,, sondern
verlduft ganz rechts von ihm, woraus folgt, daB simtliche sphirischen Abstinde A; P
auf der Halbkugel rechts von A,B, (auf der Halbkugel mit A;) liegen. Nach Ablosung
vom Aquator wandert der sphirische Abstand A; P zwar auch jetzt zunichst gegen den

2w="43 ¢c=16
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Meridian durch A,B,, kehrt aber dann, ehe er ihn erreicht hat, um und kommt fiir (6,)max
= A, T wieder auf den Aquatorbogen zu liegen, von dem er ausgegangen ist. Die Ellipsen-
bogen, in welche sich die sphéirischen Abstdnde im Grundrifl abbilden, wandern dement-
sprechend zwar zunichst auch in das Innere des Aquatorkreises und werden flacher, keh-
ren aber vor Erreichung des Halbmessers A,B, wieder um und sind daher alle nach der
gleichen Seite gekriimmt (siche Fig. 10 im Gegensatz zu Fig. 6). Die sphérischen Abstdnde
A3 S und A; T haben in diesem Fall gleiche Richtung, A; S wird von A; T iiberdeckt. Aus
Fig. g liest man ab

(cz)max i (0'1)max = 2, (44)
daher wegen ¢, = oy
20 2Cw
(Gl)max = C—1, (Gz)max = e 1' (45)

(45) tritt fiir den Fall ¢ > ¢, an die Stelle von (40), die Formeln (38) fiir 6, dagegen
bleiben unverindert auch jetzt giiltig, denn S liegt nach wie vor auf dem Bogen AJUA,
und die sphirischen Abstinde A7'S und A;'S liegen auf entgegengesetzten Seiten von S,
so wie das auch fiir ¢ < ¢, der Fall war.

Fiir ¢ > oo rlickt S von links (von unten her), T von rechts (von oben her) an den Punkt
A, heran, die zugehérigen Apollonischen Kurven umschlielen dabei A; immer enger. An
der Grenze schlieBlich fallen S und T in A,, die Kurve schrumpft auf den Punkt A, zu-
sammen. Man erkennt das aus (38) und (45).

Unsere bisherigen Untersuchungen zeigen, daBl wir fiir ¢ > 1 beim ersten Kurvenzweig
je nach dem Wert des Parameters ¢ drei TFdlle zu unterscheiden haben:

1) 1 =<c < ¢ (sieche Fig. 5); T liegt links von B,, die sphiirischen Abstinde A7 T und
A; T liegen auf entgegengesetzten Seiten von T und es gilt

2T — 20 clzn — 2 w)

Oy)max = —————————, max — 0
(e = =22 (o) — (40)

2) ¢ = ¢, (siche Fig. 8). T fillt mit B, zusammen und es gilt
(Gl)max =T — 20, (Gz)max =T, (43)

als sphirischer Abstand von der Linge = kann sowohl der Halbkreis, auf dem A, nicht
liegt (entspricht Fall 1)), als auch der Halbkreis mit A, (entspricht Fall 3)) aufgefalit werden.

3) ¢> ¢, (siehe Fig. 9); T liegt rechts von B, und die sphirischen Abstinde A7 T und A; T
liegen auf der gleichen Seite von T, so daB sie sich tiberdecken; es gilt

20 2Cw
s (Gz)max e
C===-T1 c—1

: (45)

(6)max =

(61)min Und (69)min werden in allen drei Fédllen nach der gleichen Formel (38) berechnet.
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In Fig. 11 ist fiir eine Anzahl Apollonischer Kurven zum Apollonischen Winkel 2w =
=3 jeweils der erste Zweig skizziert. Zu jeder Kurve ¢ > 1 wurde auch die entsprechende
Kurve 1/c durch Spiegelung an der x-Achse gewonnen.

Ubergang zu den Apollonischen Kreisen der Ebene

Wir setzen fiir das folgende den Kugelradius nicht gleich 1 sondern gleich r und fithren
auf der Kugel Soldnerkoordinaten

X = Z=ry (46)
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mit dem Ursprung u und dem Aquator als Abs-
zissenachse cin (siehe Fig. 12). Im dbrigen bleibt
die Lage der Apollonischen Punkte auf der Kugel
und die Bezeichnungsweise dieselbe wie bisher, Die
Soldnerabszissen der beiden Apollonischen Punkte
seien X, und X,, so daB gilt

or =X, —or = X, (47)

Sollen fiir groBen Kugelradius r der Abstand 2 re
der Apollonischen Punkte und die Soldnerkoor-
dinaten X, Z eines Kurvenpunktes endlich bleiben,
so miissen der Apollonische Winkel 2w und die
geographischen Koordinaten dieses Punktes klein
sein.

Wir nehmen nun an ¢, 2, » und 1/r seien kleine
GriBen erster Ordnung und formen folgendermaBen um

Fig. 12

12 A2 E w2
1—c052¢~cosz(7\;‘.m)=1—(1-——§-—)(1—( +2 ))-:~—O4
T ,
R e ) (48)Y)
AuBerdem schreiben wir die Kurvengleichung (4) um in
Arcsin |/ 1 — cos? § cos? (A + @) = ¢ Arcsin | 1 — cos? § cos? (A — o). (49)

Fiir Arcuswerte im ersten Quadranten — und nur um solche handelt es sich gegenwiirtig—
ist das gestattet.
Mit der Entwicklung Arcsin ¢ = ¢ + O%® und mit (48) geht (49) iiber in

C POt = @+ — )] + O (50)

und wenn man hier an Stelle von ¢, A und o vermittels (46) und (47) Soldnerkoordinaten
il

einfithrt, dann die ganze Gleichung mit r? durchmultipliziert und die Beziehung r? = ot

beachtet, erhilt man

70+ (X —Xp) = e [Z2 + (X — X1 + O (51

Fiir r - oo und damit 02— Null geht die Kugel in die Ebene, die Soldnerkoordinaten
gehen in rechtwinklig-kartesische Koordinaten X, Z dieser Ebene iber, so wie Fig. 13 das
andeutet, und die Gleichung (51) der sphirischen Apollonischen Kurven geht iiber in die
strenge Beziehung

P+ (X=X = e 22 + (X—=Xy)*]. (52)

1) O bedeutet eine kleine GriBe k-ter Ordnung.
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Das ist aber gerade die Gleichung der Apollonischen
Kreise der Ebene beziiglich der Punkte A, (X,, 0) und
A, (X,,0) als Apollonische Punkte. Man liest das aus
Fig. 13 ab, wenn man dort P als laufenden Punkt eines

A,P

solchen Apollonischen Kreises auffalit und =g

1
setzt.
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Wir behalten auch in diesem Abschnitt die Voraussetzung o < 2 w < = (vgl. I (2)) bei,
geben aber die Einschrinkung IT (1) auf und lassen statt dessen positive 6,- und ¢,-Werte
von ganz beliebiger Grifle zu. Die Verhiltnisse liegen dann wesentlich komplizierter.

Die auf S. 14/15 beschriebene GrundriBkonstruktion gilt aber auch in diesem allge-
meineren Fall. Denn es liegen immer, ganz unabhingig davon, wie groB ¢; ist, alle Punkte,
welche von A; dieselbe sphirische Entfernung o; haben, auf einem Kugelkreis, dessen
Ebene senkrecht auf dem Durchmesser A;B; steht. Aus dieser Konstruktion nun erkennt
man, dall der GrundriB einer Apollonischen Kurve aus einer Anzahl von Kurvenzweigen
besteht, deren jeder auf dem Aquator beginnt und auf ihm endigt, im {ibrigen aber ganz
im Innern des Aquators verlduft. Denn mit zunehmendem o, und damit auch o, pendelt
die 1-Sehne kontinuierlich zwischen A, und B, hin und her und schrumpft in den Extrem-
lagen auf den Punkt A, bzw. B, selbst zusammen; Entsprechendes gilt fiir die 2-Sehne. Die
Schnittpunkte einander zugeordneter Sehnen bilden daher eine stetige Kurve, die teils
innerhalb, teils auBerhalb des Aquators verliuft. Sie muB Punkte im Kreisinnern enthal-
ten, weil sowohl die 1- als auch die 2-Sehne auf dem Weg zwischen ihren beiden Extrem-
lagen jeweils die ganze Kreisfliche {iberstreicht; es miissen aber andererseits in der Um-
gebung aller jener Stellen, fiir welche eine der beiden Sehnen auf einen Punkt zusammen-
schrumpft, die Schnittpunkte einander entsprechender Sehnen?!) auBerhalb des Aquator-
kreises liegen. Von dem Sonderfall, da3 die i-Sehne gerade dann durch den Punkt Ay oder
By (k # 1) geht, wenn die k-Sehne sich auf diesen Punkt zusammenzicht, haben wir dabei
abgesehen. Er wird auf S. 31/32 unter 5. behandelt. Da die Apollonische Kurve selbst ganz
auf der Kugel liegt, besteht ihr GrundriB nur aus den innerhalb und auf dem Aquator
gelegenen Punkten der eben beschriebenen Kurve, zerfillt also in einzelne Kurvenzweige.
Eine Apollonische Kurve auf der Kugel zerfillt demnach in geschlossene, zum Aquator
symmetrische (vgl. S. 7) Zweige, deren jeder den Aquator zweimal schneidet, nimlich im
Anfangs- und im Endpunkt des entsprechenden Zweiges der Grundrilkurve.

Wir numerieren die Zweige nach wachsendem o,- und damit auch g,-Werten.

Klassifizierung der Aquatorpunkte und einige Sdtze iiber Kurvenzweige

P sei ein Aquatorpunkt einer Apollonischen Kurve. Dann fillt einer der von A, aus-
gehenden Aquatorbigen AT P zusammen mit der sphirischen Entfernung o, des Punktes P
von A, und ebenso einer der von A, ausgehenden Aquatorbdgen A7 P mit der sphérischen
Entfernung 6, des Punktes P von A,. Beziiglich des Richtungssinnes, in dem ¢; und o,
auf dem Aquator geziihlt werden kénnen, gibt es die folgenden vier verschiedenen Méglich-
keiten:

1) Streng genommen handelt es sich beim AuBeren des Kreises um die Schnitte der Geraden, auf
denen die Sehnen liegen. Wir verwenden aber der Kiirze halber die obige Ausdrucksweise.
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o, wird in der Richtung gezihlt, die A, auf dem kiirzesten Weg in

. A, iiberfiihrt, o, in der entgegengesetzten Richtung;
6, wird in der Richtung gezihlt, die A, auf dem kiirzesten Weg in
8 A A, iiberfiihrt, o, in der entgegengesetzten Richtung;
2 A
1
P
(1)
6, und o, werden beide in der Richtung gezdhlt, die A; auf dem
7 kiirzesten Weg in A, {iberfiihrt;
3) 6, und o, werden beide in der Richtung gezihlt, die A, auf dem

kiirzesten Weg in A, iiberfithrt.

Wegen der Voraussetzung beliebiger ¢,- und o,-Werte kann dabei jede der beiden
sphirischen Entfernungen A7 P und A; P den Aquator oder Teile davon mehr als einmal
iiberdecken.

Mit Hilfe der Fallunterscheidungen (1) lassen sich alle Aquatorpunkte einer Apolloni-
schen Kurve berechnen. Aus der dortigen Zeichnung zu «) erkennt man, daB fiir jeden
o)-Fall gilt

.‘62—}-61:2117!‘-‘*—2(:). (2)

Setzt man in (2) der Reihe nachn = 1, 2, 3, ... (n = o kommt nicht in Frage, weil es
einen negativen Wert 6; + o, liefern wiirde), so erhélt man daraus eindeutig die ¢,- und
6,-Werte der simtlichen Aquatorpunkte der Kurve c, die «)-Fille sind. Wir wollen diese
Punkte entsprechend dem zugehérigen n-Wert mit o), o), ..., o), ... bezeichnen.
Ahnliche Beziehungen wie (2) liest man aus den Zeichnungen zu B), ¥), 8), ab und erhilt
unter der Voraussetzung ¢ > 1 die folgende Zusammenstellung:

4*
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6y 6, =207 — 20, (nv=r1,2,,3 ")

1 ( ) ©
Gy — 2nmT—2o Gy = 2nNnmT—2w
e i 8 c+1( )
6, +0,=2nn+ 2o, (M=r071, 52 73" )

~— (207 + 2 ) . )
G, = 2NT7 2 w), Co = 2nT + 2 w);
e * T epd

(3)

Gp— 6y =2DNT— 2 O, (ne=ir 2y 38 )

1 c
6, = (z2nm— 2 w), Gy = (z2nm — 2 0);

c—1 c—1

Gp— 6; =207+ 2 0, (0= 10712,3::)

1 c
Gy = (2nw + 2 w), Gy = (2nm + 2 o).

c—1 C—1

Damit sind alle Aquatorpunkte der Kurven ¢ > 1 erfaBt, denn es gibt keine anderen
als die unter «) bis ) genannten Méglichkeiten zur Zihlung von o, und o, auf dem Aquator.

Aus den vier Gleichungen fiir o; in (3) erkennt man, daB fiir ¢ > 1 in jedem der vier
Fille ¢, mit wachsendem ¢ monoton fillt und fiir ¢ - o gegen Null strebt.

Mit Hilfe vollstdndiger Disjunktion geben wir jetzt noch eine andere Klassifizierung der

5, 3 5B,

N

einzelnen Aquatorpunkte einer Apollonischen Kurve c.
Dabei kann bis auf weiteres ¢ < 1 sein.

Die vier Fundamentalpunkte A,, A,, B,, B, teilen den
Aquator in vier Kreisbogen oder Sektoren, deren jeder
kleiner als = ist und die wir mit 1, 2, 3, 4 bezeichnen,
so wie das aus Fig. 1 ersichtlich wird. Wenn wir in
Zukunft von Sektoren auf dem Aquator sprechen,
meinen wir immer die in Fig. 1 angegebenen.

I und K seien zwei benachbarte der vier Fundamental-
punkte, I' und K’ ihre Gegenpole. Der Kreisbogen
I"K < = ist dann einer der vier Sektoren, welcher, bleibt
vollig offen. Wie auch schon vorhin bezeichnen wir die
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Sehnen senkrecht zum Durchmesser A;B; als i-Sehnen, die Sehnen senkrecht zum Durch-
messer A By als k-Schnen. Wenn wir von i- und k-Sehnen sprechen, meinen wir immer
zwei einander zugeordnete Sehnen der beiden Scharen.

P sei ein Punkt des Sektors I K, in dem sich zwei einander zugeordnete Sehnen der
beiden Scharen schneiden, also ein Aquatorpunkt der Kurve. Er falle weder mit I noch
mit K zusammen. Das ¢; des Punktes P wird von I oder I’ aus gezihlt, je nachdem, ob
I Apollonischer Punkt ist oder I'. Das zugehorige sx wird von K oder K’ aus gezihlt, je
nachdem, ob K Apollonischer Punkt ist oder K’. Wie man sich leicht iiberlegt, ist die
Richtung, in der im Aquatorpunkt P das o; (i = 1, 2) gezihlt wird zugleich die Richtung,
in welcher sich in der Umgebung von P die i-Sehne mit wachsendem o; bewegt.

Es sind nun folgende vier Fille méglich:

1. o; und o werden auf dem Aquator in ent-
gegengesetzter Richtung gezihlt, und zwar wird
o; von I nach K und o von K nach 1 gezihlt,
wie Fig. 2 das andeutet. Dann ist P Anfangspunkt
eines Kurvenzweiges. Denn vorher, d. h. so lange
die o-Werte kleiner sind als diejenigen von P,
fiallt der Schnittpunkt entsprechender Sehnen
auBerhalb des Kreises, nach dem Durchgang
durch P innerhalb des Kreises, wie aus Fig. 2
deutlich werden diirfte (die Pfeile senkrecht zu den
Sehnen geben an, in welcher Richtung sich die
Sehnen mit wachsenden s-Werten bewegen).

2. o; und o werden in gleicher Richtung ge-
zdhlt, und zwar in Richtung auf denjenigen der
beiden Punkte I, K, zu dem das langsamer wach-
sende ¢ gehort. Ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit kdnnen wir annehmen, dal} o; langsamer
wichst; dann werden sowoh! ¢; als auch ¢ in
Richtung von K nach I gezdhlt (Fig. 3) und P ist
Anfangspunkt eines Kurvenzweiges. Denn vor dem
Durchgang durch P ist der Endpunkt der k-Sehne
hinter demjenigen der i-Sehne, er holt ihn in K
ein und eilt ihm von da ab voraus, so daB sich ent-
sprechende Sehnen vor P auerhalb, nach P inner-
halb des Kreises schneiden.

3. o; und o, werden in entgegengesetzter Rich-
tung gezihlt, diesmal aber (im Gegensatz zu 1.) o;
in Richtung von K nach I und o in Richtung
von I nach K (Fig. 4). Der Punkt P ist dann der
Endpunkt eines Zweiges, denn die vorhergehen-
den Sehnenpaare schneiden sich im Innern, die
nachfolgenden im Auferen des Kreises. Das geht
so lange, bis mindestens eine der beiden Sehnen
auf den Endpunkt des zu ihr senkrechten Durch-
messers zusammenschrumpft. Ohne Beschrdankung
der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, daf3 dies
die k-Sehne sei. Nach Erreichung des Punktes K be-
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wegt sie sich wieder gegen das Innere des Kreises, wobei ihr einer Endpunkt wieder auf dem
Sektor I” K lduft, jetzt aber in entgegengesetzter Richtung wie vorhin, also von K nach I. Der
Wert von o hat beim Durchgang durch K ein (ganzzahliges) Vielfaches von = passiert
und muB, da o ja stindig wichst, fiir den Sehnenendpunkt auf dem Sektor I" K jetzt in
entgegengesetzter Richtung wie vorhin gezihlt werden. Es gibt nunim ganzen drei Moglich-
keiten:

a) Entweder dieser Sehnenendpunkt auf I” K erreicht den ebenfalls auf dem Sektor I"K
laufenden Endpunkt der i-Sehne, ehe diese auf I zusammenschrumpft. o; hat dann in-
zwischen kein Vielfaches von = passiert, sondern lduft noch im selben Intervallm = < 65 <
(m 4 1) =, in dem es auch fiir P war und ist deshalb fiir diesen Sehnenendpunkt im selben
Sinn zu zihlen wie fiir P. Der Aquatorpunkt, in dem sich die Endpunkte entsprechender
Sehnen schlieBlich wieder treffen, liegt, ebenso wie P, auf dem Sektor I” K und ist der
Anfang eines neuen Zweiges. Denn da dieser IFall a) nur eintreten kann, wenn 6, schneller
wiichst als o;, liegt fiir diesen neuen Aquatorpunkt der unter 2. behandelte Fall vor.

b) Oder die i-Sehne schrumpft auf den Punkt I zusammen, che der von K nach I lau-
fende Endpunkt der k-Sehne den in derselben Richtung laufenden Endpunkt der i-Sehne
eingeholt hat. Von da ab bewegt sich der auf I” K laufende Endpunkt der i-Sehne in ent-
gegengesetzter Richtung, also von I nach K und liuft infolgedessen dem Endpunkt der
k-Sehne entgegen. Wo die beiden Punkte sich treffen, d. h. wo sich die i- und k-Sehne aber-
mals auf dem Aquator schneiden, ist wieder ein Aquatorpunkt der Kurve; dieser ist
Anfangspunkt eines neuen Kurvenzweiges, denn es liegt fiir ihn der unter 1. behandelte
Fall vor. Da im vorliegenden Fall auch g; ein Vielfaches von = passiert hat, mufl auch g
fiir diesen neuen Aquatorpunkt in entgegengesetzter Richtung gezihlt werden, wie fiir P.

¢) Die dritte Moglichkeit ist der Grenzfall, dal die k-Sehne gerade dann durch I geht,
wenn die i-Sehne auf I zusammengeschrumpft ist. Man hat dann den unter 5. niher be-
handelten Fall.

4. o; und oy werden wieder in gleicher Richtung gezihlt, diesmal aber im Gegensatz zu
2. in Richtung auf denjenigen der beiden Punkte I, K, zu dem das schneller wachsende
o gehort. Wir nehmen, was ohne Beschrinkung der Allgemeinheit moglich ist, an, o;
wachse schneller, dann wachsen sowohl ¢; als auch 6, in Richtung von K nach I. Es liegen
dann die in Tig. 5 angedeuteten Verhiltnisse vor. P ist auch jetzt wieder der Endpunkt
eines Kurvenzweiges. Denn da o; schneller wichst als
ok, lduft der Endpunkt der i-Sehne schneller, als der-
jenige der k-Sehne, vor P schneiden sich die beiden Seh-
nen im Kreisinnern, in P treffen sie sich auf dem Kreis,
nach dem Durchgang durch P schneiden sie sich auBer-
halb des Kreises, denn der Endpunkt der i-Sehne eilt
von da ab demjenigen der k-Sehne in Richtung nach I
voraus. Die i-Sehne schrumpft schlieBlich in den Punkt I
zusammen, che der Endpunkt der k-Sehne dort anlangt
und kehrt dann wieder in das Innere des Kreises zurtick,
wobei ihr einer Endpunkt wieder auf dem Sektor I” K
lauft, jetzt aber in entgegengesetzter Richtung wie

Fig. 5 vorher, also dem Endpunkt der k-Sehne entgegen. i-

und k-Sehne treffen sich abermals auf dem Sektor I” K, es

beginnt in diesem Punkt ein neuer Kurvenzweig, und zwar liegt der unter 1. besprochene
Fall vor. Da beim Durchgang durch I das 6; ein Vielfaches von = iiberschritten hat, wird
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fiir den neuen Aquatorpunkt ; in entgegengesetzter Richtung gezihlt wie fiir P. o, da-
gegen wird fiir ihn in derselben Richtung gezéhlt wie fiir P, denn es hat zwischen diesen
beiden Punkten kein Vielfaches von = iiberschritten.

Mit Ausnahme des Falles, dal P in einem der Fundamentalpunkte liegt, gibt es auBer
den in 1. bis 4. genannten keine weiteren Méglichkeiten fiir die Lage eines Kurvenpunktes
und die Zihlung seiner sphirischen Entfernungen o, und o, auf dem Aquator.

Fillt fir ein bestimmtes Wertepaar &,, 5, einer Kurve ¢ der Grundril3 nicht au8erhalb
des Aquators, wiihrend fiir alle Wertepaare o, ca; = g, in einer gewissen Umgebung des-
selben die GrundriBkonstruktion einen Punkt auBerhalb des Aquators liefert, so bezeich-
nen wir den Punkt 5,, 5, als isolierten Kurvenpunkt oder als ausgearieten Kurvenzweig.
Er ist zugleich Anfangs- und Endpunkt. Aus der GrundriBkonstruktion erkennt man un-
mittelbar, daB kein Punkt im Innern des Aquators von dieser Beschaffenheit ist. Und aus
den Ausfithrungen unter 1. bis 4. folgt, daB} dies auch fiir keinen von den Fundamental-
punkten verschiedenen Aquatorpunkt der Fall sein kann.

Wie schon aus den Ausfithrungen von S. 26 hervorgeht, betrachten wir jedes Kurven-
stiick des Grundrisses zu dem eine stetige Folge von o;-Werten gehort und das innerhalb
des Aquators von einem Aquatorpunkt zum nichsten (nichster in Bezug auf wachsende
c,-Werte) fiihrt, als Zweig der GrundriBkurve bzw. als Grundril eines Kurvenzweiges,
Jeder Kurvenpunkt auf dem Aquator ist demnach Anfangs- oder Endpunkt eines Kurven-
zweiges. Ist insbesondere der Endpunkt eines Kurvenzweiges mit den Werten 3,, 5, zu-
gleich der Anfangspunkt des nidchsten Kurvenzweiges mit denselben Werten &, G,, so
bezeichnen wir diesen Punkt als Doppelpunkt. Aus den Ausfithrungen unter 1. bis 4. geht
hervor, daB kein von den Fundamentalpunkten verschiedener Punkt Doppelpunkt einer
Apollonischen Kurve sein kann.

Die isolierten Punkte bzw. ausgearteten Kurvenzweige und die Doppelpunkte fassen
wir unter dem Begriff der singuldren Punkte zusammen; jeden Kurvenpunkt, der nicht sin-
guldr ist, bezeichnen wir als reguldr. Mit dieser Ausdrucksweise haben wir den Hilfssat z:
Jeder Kurvenpunkt, der nicht mit einem der vier Fundamentalpunkte zusammenfdllt, ist
reguldr.

5. Nach diesen Vorbereitungen behandeln wir jetzt den in 1. bis 4. ausgeschlossenen
Fall, da3 der Kurvenpunkt P mit einem der vier Fundamentalpunkte zusammenfillt. Wir
nehmen, was keine Beschrinkung der Allgemeinheit bedeutet, an, daBl er mit I zusammen-
falle. Dann liegt der Grenzfall vor, daf3 die k-Sehne die i-Sehne gerade dann auf dem Aqua-
tor schneidet, wenn diese letztere auf den Punkt I zusammengeschrumpft ist, wenn g;
also gerade ein Vielfaches von = ist. Es gibt nun hier wieder zwei Moglichkeiten:

a) Entweder o; wichst langsamer als ¢,. Dann ist vor P,
d. h. fiir kleinere s-Werte als die zu P gehorigen, der auf
I zueilende Endpunkt der k-Sehne weiter entfernt von
I als derjenige der i-Sehne, er holt ithn in I ein und ent-
fernt sich dann nach der anderen Seite hin rascher von I,
als der auf derselben Seite liegende Endpunkt der i-
Sehne. Sowohl vor als auch nach P == I schneiden sich
entsprechende Sehnen auBerhalb des Kreises (Fig. 6).
P ist in diesem Fall also ein auf einen Punkt zusammen-
geschrumpfter Kurvenzwezig ohne kontinuierliche Ver-
bindung mit anderen Kurvenpunkten, es liegt ein isolierter
Fig. 6 Punkt und damit ein ausgearteter Kurvenzweig vor.
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b) Oder o; wiichst schneller als 6. Dann ist vor P der auf I zulaufende Endpunkt der
k-Sehne niher an T als der Endpunkt der i-Sehne, so daB die beiden Sehnen sich jeweils
im Innern des Kreises schneiden (Fig. 7). P == I ist damit
der Endpunkt eines Zweiges. Er ist zugleich aber An-
fangspunkt eines neuen Kurvenzweiges, der auf der
anderen Seite des Durchmessers I I’ verlduft. Denn da
o; schneller wichst als oy, bleibt nach Durchlaufen von
I der Endpunkt der k-Sehne nédher an I als derjenige der
1-Sehne, die beiden Sehnen schneiden sich daher wieder
im Innern des Aquators. In I = P hiingen in diesem
Falle zwei aufeinanderfolgende Kurvenzweige zusam-
men, es liegt ein Doppelpunkt vor.

Fiir den Punkt P = I selbst liegt sowohl im T‘all 5a)
als auch sb) die Richtung, in welcher ; = m= auf dem
Aquator zu zihlen ist, nicht eindeutig fest, sondern es
sind beide Richtungen gleichberechtigt.

Mit 1. bis 5.sind fiir die Kurven ¢ < 1 sdmtliche Moglichkeiten beztiglich der Lage
eines Kurvenpunktes auf dem Aquator in Verbindung mit den Richtungen, in denen
seine sphirischen Entfernungen o,, 6, auf dem Aquator gezihlt werden konnen, erschpft.
In 1. bis 4. ist P jeweils reguldrer, in 5. singuldrer Kurvenpunkt.

Fiir ¢ = 1 wird wegen o, = o, die Voraussetzung dariiber, welche der beiden sphiri-
schen Entfernungen schneller wichst als die andere, gegenstandslos. Doch erkennt man
ziemlich unmittelbar, daB die Kurve ¢ = 1 sich aus den unendlich oft durchlaufenen
Meridianen A = o und A = = zusammensetzt, d. h. aus dem unendlich oft durchlaufenen
GroBkreis, zu dem die Apollonischen Punkte symmetrisch liegen und daB sie keine singu-
liren Punkte besitzt. IThr GrundriB ist der ebenfalls unendlich oft durchlaufene Durch-
messer auf der x-Achse (die Strecke ou der Figur II 7).

Aus 5. folgt, daBl in den Fundamentalpunkten nur singulire Kurvenpunkte liegen
konnen. Das zusammen mit dem Hilfssatz von S. 31 gibt Satz 1: Die Kurvenpunkie,
welche mit einem der Fundamentalpunkte zusammenfallen, sind die singuldren Punkte der
Apoilonischen Kurve.

3. und 4. sind die einzigen Fille, in denen der Ausgangspunkt P Endpunkt eines Zweiges
und reguldr ist und, wie die dortigen Ausfithrungen zcigen, gelten unter der Voraussetzung,
daf3 der Endpunkt eines Kurvenzweiges und der Anfangspunkt des nidchsten regulir sind,
die folgenden Sitze 2 bis 5.

Fig. 7

Satz 2: Endpunkt eines Kurvenzweiges und Anfangspunkt des ndchsten liegen im
gleichen Sektor und zwar beide im Inneren des Sektors (nicht in einem seiner Endpunkie).

Satz 3: Zwischen dem Endpunkt eines Kurvenzweiges und dem Anfangspunkt des
ndchsten iiberschreitet

entweder eine der beiden sphirischen Entfernungen oy, 6, genau ein Vielfaches von
7, d. h. es liegt eines der o; fiir den Endpunkt in einem Intervall (m — 1) < 6; < mrn
und fiir den Anfangspunkt des ndchsten Zweiges im Intervall mn < o; < (m + 1)w, wihrend
die Entfernung oy (k + 1) fiir die beiden Punkte im gleichen Intervall (n — 1) © < o < nNx
liegt (m und n sind natiirliche Zahlen),

odevr jede der beiden sphirischen Entfernungen genau ein Vielfaches von .

Satz 4: Liegt fiir den Anfangspunkt eines Kurvenzweiges die sphdarische Entfernung
oi (i = 1,2) ¢m gleichen Intervall (n — 1) = < 6; < mx (m natiirliche Zahl) wie fiir den End-
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punkt des vorhergehenden Zweiges, so wird sie in beiden Punkten auf dem Aquator in der
gleichen Richtung gezdhit, tiberschreitet o; dagegen zwischen den beiden Zweigen ein Vielfaches
von w, so wird es im Endpunkt des einen Zweiges in entgegengesetzter Richtung gezdhlt, wie
im Anfangspunkt des ndchsten.

Satz 5: Im Anfangspunkt eines Kurvenzweiges wird mindestens eine der beiden sphd-
rischen Entfernungen o,, 6, auf dem Aquator in entgegengesetzter Richtung gemessen, wie tm
Endpunkt des vorhergehenden.

Es liegt der Gedanke nahe, die entsprechenden Siitze fiir die Aufeinanderfolge ,,Anfangs-
punkt eines Zweiges — Endpunkt desselben Zweiges** durch Fortsetzung der Uberlegungen
unter 1. und 2. herzuleiten, in Analogie zu den Ausfithrungen jeweils im zweiten Teil von
3. und 4. Da hierfiir aber die vollstindige Fallunterscheidung komplizierter wird als bei
3.und 4., gehen wir einen etwas anderen Weg und formulieren auch die Sdtze etwas
anders, nimlich so, wie das in den Sitzen 6 bis g geschehen ist.

Zunichst gilt Satz 6: Auf einem Kurvenzweig mit nur reguldren Punkten nimmt keine
der beiden sphirischen Entfernungen oy, c, ein Vielfaches von = an oder iiberschreitet es.
Mit etwas anderen Worten: Auf einem nur aus reguldren Punkten bestehenden Kurvenzweig
bleibt o; (1 = 1,2) ganz im Intervall (m; — 1) = < 6; < myx. (my bedeutet dabei eine natiir-
liche Zahl und es kann auch m; + m, sein.) Ist nimlich o; ein Vielfaches von =, so schrumpft
die i-Sehne auf einen der beiden Punkte A;, B; zusammen und dieser ist zugleich der zu-
gehorige Kurvenpunkt und nach Satz 1 singulir im Widerspruch zu unserer Voraus-
setzung nur reguldrer Punkte. Also kann ¢; jedenfalls nirgends auf der Kurve ein Viel-
faches von = sein und da auf jedem (nicht ausgearteten) Kurvenzweig die o; Werte eine
stetige Folge bilden, kann 6; auch kein Vielfaches von = iiberschreiten, womit Satz 6 be-
wiesen ist.

Weiter gilt Sa tz 7: Im Endpunkt eines Kurvenzweiges mit nur veguldren Punkien wird
mindestens eine der beiden sphivischen Entfernungen oy, 6, auf dem Aqualor in entgegen-
gesetzter Richtung gezdhlt, wie im Anfangspunkt dieses selben Zweiges. Beweis: Verwenden
wir, ebenso wie beim ersten Zweig, so jetzt auch bei beliebigen Zweigen, fiir Anfangs-
und Endpunkt ein und desselben Zweiges die Zeichen min und max, so haben wir auf-
grund von Satz 6 und der Voraussetzung regulirer Punkte

0 < (cl)max P (Gl)min <, 0< (Gz)max— (Gz)min <7, (4)

woraus durch Addition und Subtraktion folgt

0 < ((6)max T (61)max) — ((62)mun + (6)min) < 27, (5)

— 7 < ((62)max — (61)max) — ((02)min — (O)min) < + 7.

Liegt nun z. B. im Anfangspunkt eines Kurvenzweiges der Fall «,) vor, so hat man fiir
seinen ¢;-Wert nach (3)
2nmT— 2w

(61)min = BreTiom. (6)

Nimmt man an, daB auch im Endpunkt der Fall o) eintritt, so findet man fiir dessen

c,-Wert ebenfalls aus (3)
2NT— 20

(61 max = T]:_l_‘—, (7)

s Miinchen Ak. Abh. math.-nat. 1962 {Nibauer)
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d. h. es wire (6)min = (61)max iMm Widerspruch zu (4). Nimmt man aber an, es trete fiir
den Endpunkt der Fall o, 4. i) (k = 1, 2, 3, .. .) ein, so hat man, wieder nach (3),

(G)max + (G1)max = 2(n + K)7m — 20, 8)
wihrend man fiir den Anfangspunkt mit dem Fall «,) hat
(62)min + (01)min = 207 — 20. (9)
Aus (8) und (9) folgt durch Subtraktion
((6o)max + (On)max) — ((e)min + (Gp)min) = 2km (k2 1) (10)

und das steht im Widerspruch zu (5). Es kann also nicht auch im Endpunkt ein «)-Fall
eintreten. Fiir jeden von einem o)-Fall verschiedenen Fall aber (das sind die 8)-, v)-, 3)-
Fille), wird mindestens eine der sphédrischen Entfernungen oy, 6, in entgegengesetzter
Richtung gezihlt wie fiir die «)-Félle. Damit ist Satz 7 bewiesen, wenn der Anfangspunkt
ein «)-Fall ist. Ganz entsprechend verlduft der Beweis fiir §)-, v)- und §)-Fille im Anfangs-
punkt.

Aus Satz 6 folgt fast unmittelbar Satz 8: Wird o; im Anfangs- und Endpunkt eines
nur aus reguldren Punkten bestehenden Kurvenzweiges in gleicher Richtung gezdhit, so liegen
die beiden Punkte auf der gleichen Seite des Durchmessers AB;, wird o; dagegen im Endpunkt
in entgegengesetzier Richtung gezdhlt wie im Anfangspunkt, so liegen die beiden Punkie auf
verschiedenen Seiten des Durchmessers A;B;. Andernfalls wiirde nidmlich zwischen dem
oi-Wert des Anfangspunktes und demjenigen des Endpunktes ein Vielfaches von = liegen.

Aus der Verbindung von Satz 7 und 8 schlieBlich ergibt sich Satz g: Anfangs- und
Endpunkt eines nur aus reguldren Punkten bestehenden Kurvenzweiges liegen in verschiedenen
Sektoren (im Innern je eines Sektors).

Anhand von Satz 1 und den Ausfithrungen unter 5.148t sich auch {ibersehen, wie
die Sitze 2 bis g zu modifizieren bzw. zu erginzen wiren, fiir den Fall, daB auch singuldre
Punkte zugelassen sind. Wir fithren das hier nicht im einzelnen aus.

Fiir das folgende sefzen wir ¢ > 1 voraus. Dann wichst e, rascher als ¢, und infolgedessen
ist jetzt bei 5.:

ina) o =0y, Ok = Gy,

(11)

inb) 65 =0, Ok = 0,

und die dort gefundenen Resultate ergeben damit Satz 10: Fiir ¢ > 1 liegen isolierle
Kurvenpunkte bzw. entartete Kurvenzweige nur tm Apollonischen Punkt A, oder seinem
Gegenpol B, und treten Doppelpunkte nur im Apollonischen Punkt A, oder seinem Gegenpol
B, auf. '

Wir wollen noch untersuchen, fiir welche Werte ¢ > 1 iiberhaupt singuldre Punkte auf-
treten. Nach 5. a) und (11a) sind fiir ¢ > 1 isolierte Punkte durch die Beziehung

oo=pr (L=1,2,3,...) (12)

gekennzeichnet, und zwar fillt fiir geradzahliges p. der isolierte Punkt in A,, fiir ungerad-
zahliges p in B,. Aus (3) entnimmt man, daB aus (12)

entweder Gy = Vi — 20 (13)

oder 6y = VT 4 20 (14)
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folgt. Wegen ¢, = co, liefern (12) und (13)

CUR = VT — 20 (15)
und (12) und (14)
cunt = vy 4 20 (16)
und daraus folgt weiter
e 1“—3:—“ (B=123...; v=34 ..., v>p) (entspricht 13) (1)
oder
VT -+ 20
c= T (L P= 1,208 vy V) (entspricht (14)). (18)

Um z. B. einzuschen, daB in (17) v > p sein muf3 und der kleinste zuldssige v-Wert 3 ist, ziechen wir
(3) «) und ¥) heran.
Aus der ersten Gleichung (3) «) folgt

(12)
0y, =20NR—0;—20 =(2R—p)T—20 =VT — 2 O
mit :
2n—p =v. (a)
Wegen 0, > 0, = px, 0 < 20 < = liefert das zunédchst
v > (b)
(a) und (b) zusammen ergeben die Bedingung

p < 1, woraus aus (a) weiter folgt n < v. (c)

Nun ist nach (12) der kleinste zuldssige p-Wert 1, daher nach (¢) der kleinste zuldssige n-Wert 2
und der kleinste zuldssige v-Wert 3, und zwar wird dieser auch tatsidchlich angenommen, denn mit
p=1,n = 2bekommt manaus(a)v =2 X 2—1 = 3.

Aus der ersten Gleichung (3) y) folgt

(12)

g, =20+ 0, —20 =(2n+p)n—20 =yt —20
mit v=12n 4 p. (d)

Daraus folgt wegen o, > 0, = Uz, 0 < 2 o < = wieder die Ungleichung (b). Der kleinste zulissige
n-Wert in (3) ¥) ist n = 1. Nun gibt (d) firp = 1, n = 1 den Wertv = 2 + 1 = 3 > p, also einen
mit (b) vertriglichen Wert und alle iibrigen zuldssigen Werte von i und n einen Wertv > 3.

. Dies alles zusammen schlieBlich liefert die unter (17) angefithrten einschrinkenden Bedingungen.
Ganz dhnlich beweist man auch die Bedingungen in (18), (24) und (25).

Setzt man in (17) und (18) der Reihe nach die simtlichen angegebenen p.- und v-Werte,
so bekommt man die simtlichen Parameter ¢ > 1, fiir welche die zugehorige Apollonische
Kurve einen isolierten Punkt bzw. entarteten Kurvenzweig besitzt. Das zu diesem iso-
lierten Punkt gehorige Wertepaar oy, 6, bekommt man fiir (17) aus (12) und (13), fiir
(18) aus (12) und (14).

Fiir den ausgeschlossenen Wert p = o wiirde man sowohl aus (17) als auch aus (18)
erhalten ¢ == 1/o und fiir ¢ - oo ziehen sich alle Kurvenzweige auf den einen Punkt A,
zusammen, weil fiir jedes endliche o, der Wert o; = o,/c dann gegen Null geht,

st



36 111. Beliebige Kurvenzweige

Nach 5. b) und (11) sind fiir ¢ > 1 Punkte, in denen zwei aufeinanderfolgende Kurven-
zweige zusammenhingen (Doppelpunkte) gekennzeichnet durch

Gy = VT ('="{1). 2,3 ") (19)

und zwar liegt fiir gerades v der Doppelpunkt in A,, fiir ungerades in B,. Wieder aus (3)
entnimmt man, dal aus (19)

entweder 0 == T — 20 (20)
oder 6, = ux + 20 (21)

folgt. Wegen 6, = cq, findet man aus (19) und (20)

C(pn—20) = vx (22)
und aus (19) und (21)
c (ur + 20) = vr. (23)
Daraus folgt weiter
yr¢t
c=——, (w,v=1,2,3,..., wp=v) (entspricht (20)) (24)
Ut — 20
oder
1
€e=———— (W=10,1,2,. -9 9=12,3,... <) (entspricht (21}). {25)
(pm + 20)

Setzt man in (24) und (25) der Reihe nach die angegebenen v- und p-Werte, so erhilt
man die simtlichen Parameter ¢ > 1, fiir welche Apollonische Kurven einen Doppelpunkt,
d. h. zwei zusammenhingende Kurvenzweige, besitzen. Das zu diesem Doppelpunkt ge-
horige Wertepaar o, o, findet man fiir (24) aus (19) und (20), fiir (25) aus (19) und (21).

Fiir p = v = 1 liefert (24) gerade den in Teil 1T (S. 20 (42)) auftretenden Trennpara-
meter c,.

Die entsprechenden Ergebnisse fiir Parameter ¢ < 1 findet man aus den vorstehend
abgeleiteten, indem man die Indizes 1 und 2, bzw. die Punktepaare A,, B; und A,, B,
vertauscht. (Siehe Teil I, insbesondere die auf S. 7 unter 2. genannte Symmetrieeigenschaft.)

Es kann jetzt wieder ¢ < 1 sein. Nach unseren bisherigen Ausfithrungen erfolgt die
GrundriBkonstruktion eines Punktes 6,, 65, indem man auf dem Aquator von A, aus o,
von A, aus g, abtrigt, durch den Endpunkt des Bogens g, die 1-Schne, durch den Endpunkt
des Bogens 6, die 2-Sehne zieht und die beiden Sehnen zum Schnitt bringt. Man kann
einen bestimmten Zweig dieser Kurve, zu dessen Anfangspunkt das Wertepaar 5,, 5, ge-
horen moge, aber auch konstruieren, indem man von diesem Anfangspunkt aus in der
dort vorgeschriebenen o,-Richtung Bégen Ac,, in der dort vorgeschriebenen o,-Richtung
Bogen A, = cAs, auf dem Aquator abtrigt!) und von den Endpunkten der Bogen Ag,
aus die 1-Sehnen, von den Endpunkten der Bégen Ag, aus die 2-Sehnen zieht. Der Schnitt-
punkt eines solchen Schnenpaares ist dann der Punkt mit dem Wertepaar 6; = 5, + Agy,
6, = Gy + Ao, = CAoy.

Es ist niitzlich sich klar zu machen, dafl man diesen selben Kurvenzweig in ganz analoger
Weise auch von seinem Endpunkt aus konstruieren kann. Man trigt auf dem Aquator
von diesem Endpunkt aus, aber enfgegengesetzt zu der Richtung!), in der dort ¢, gezdhlt

1) Die Richtung, in der o in einem Aquatorpunkt gezihlt wird, ist ndmlich zugleich die Richtung,
in der sich die i-Sehne mit wachsendem g; bewegt.
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wird, einen Bogen Ag’, und enfgegengesetzt zu der Richtung in der dort o, gezdhlt wird,
den Bogen Ac’, = cAcs’; ab und zieht vom Endpunkt des Bogens As’;, aus die 1-Sehen,
vom Endpunkt des Bogens As’, aus die 2-Sehne. Es sei 5,, 5, = c5, das Wertepaar, das
zum Endpunkt des Kurvenzweiges gehort; dann ist der Schnitt der beiden Sehnen der
Kurvenpunkt mit dem Wertepaar 6, = 5, — Ac’y, 6, = 6, — Ac’y = ¢ (5, — Ac’y) = oy
Mit wachsendem Ac’;, Ag’, wird der Zweig von scinem Endpunkt aus in Richtung auf
seinen Anfangspunkt hin durchlaufen, also in entgegengesctzter Richtung wie bei der
Konstruktion mit wachsenden o, 6,-Werten oder der Konstruktion vom Anfangspunkt
des Zweiges aus mit wachsenden As,, Ac,-Werten.

Ab jetzt legen wir unseren Untersuchungen die Voraussetzung
¢ > 1, im Grenzfall auch¢c =1 (26)

zugrunde. Wenn im Einzelfall auch Werte ¢ < 1 mit in die Betrachtung
eingeschlossen sind, wird das jeweils ausdriicklich bemerkt.

Aufstellung eines Strukturschemas

Um eine Vorstellung von der Lage der einzelnen Zweige einer bestimmten Kurve c
zu bekommen, berechnet man zweckmiBigerweise nach (3) ihre Aquatorpunkte, d. h.
deren 6,-Werte!) und ordnet diese Punkte dann nach wachsenden o,-Werten. Sollte dabei
einer der Fundamentalpunkte A;, B,, A,, B, auftreten, so zdhlt er doppelt (s.S.31/32). Der
erste, dritte, flinfte und allgemein jeder ungeradzahlige in der Reihe der so geordneten
Punkte ist der Anfang, der zweite, vierte, sechste und allgemein jeder geradzahlige ist
der Endpunkt eines Kurvenzweiges.

Fiir einen vorgegebenen Winkel 2e 146t sich auch verhiltnismiBig einfach ein Schema
aufstellen, aus dem man unmittelbar die Reihenfolge der einzelnen Aquatorpunkte ent-
nehmen kann. Es liefert zugleich einen Uberblick iiber die Struktur der Gesamtheit der
Apollonischen Kurven, die zum Winkel 20 gehoren, und wir bezeichnen es als das Struk-
turschema fitv diesen Apollonischen Winkel.

Der Kiirze halber verwenden wir ab jetzt fiir das ¢, des Aquatorpunktes
in welchem der Fall «,) vorliegt, einfach das Zeichen «, und eine ent-
sprechende Bezeichnungsweise fiir alle iibrigen Aquatorpunkte.

Aus den Formeln fiir o, in (3) erkennt man unmittelbar, daf} immer gilt

In < Bn < Opyr < pn F1s (27)

Yo < 3y < Yajr < Snyre
Die Reihenfolge der «- und g-Fille unter sich bei Anordnung nach der Gréfle von o,
ist also fiir jedes ¢ dieselbe, ebenso die Reihenfolge der y- und 3-Fille. Dagegen kann, je

nach dem Wert von c, die Einordnung der y- und 3-Félle in die «- und p-Félle verschieden
sein. Aus (3) erkennt man, dafl zwar immer gilt

On < Yn < Oy Bu < S (28)

1) Grundsitzlich kénnte man ebensogut mit den g,-Werten rechnen. Man erhilt dabei dieseibe Rei-
henfolge der Punkte, weil mit ¢, auch o, auf der einzelnen Kurve monoton wichst. Doch werden fiir
die 0,-Werte die Rechnungen etwas umstindlicher.
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Es kann also nie v, vor «, und nie §, vor B, kommen, aber es ist je nach dem Wert
von ¢ entweder B, < y, oder B, > yn. Ja, es gibt sogar c-Werte, fiir welche 8, , < v
ist, wo k eine beliebige natiirliche Zahl bedeutet. Um nun fiir beliebiges ¢ entscheiden zu
konnen, wie die y- und 3-Fille in die «- und B-Fille einzuordnen sind, suchen wir die
Parameterwerte, fiir welche eine der Gleichungen

a4k = Yno Botk = Yn» Ui = 8u, Bn+k = 3 (29)

gilt. Alle c-Werte, die sich aus (29) ergeben, nennen wir Trennparameter und verwenden
fiir sie die Zeichen

Ce (“n+k’ Yn)» Ce (pn+k’ Yn)’ Ct (“n+k» Sn)» C (Bn+k: 3a)- (30)

Der Trennparameter c, von Seite 20 ist ein Sonderfall hiervon, ndmlich ¢, (2, 3,).
Mit den Formeln fiir ¢; von (3) findet man aus (29) fiir die Trennparameter (30)

(2n+kjmn—20 pn=1,2,3,...

= i P
Ce (Hntr Yn) = = e furcéct ist oty 4 2 Yo

(2n + k)= n= 1,23
- , PR Sncar ot - Pt flir ¢ S, ist £ Ya,
t Bosie Yol kr + 20 k=0123,..., =S e

(2n 4- k) = n=o,1,23
c (o, Oy) =—— P St fiircS e ist e, =85, 1
U e k= 1,23,..., BolstauSlh (1)

(2n+kr+20 n=o,1,23,...,
Gt (Bn+k' 8") . kr Sl k= 1,253

fiir ¢ £ ¢, ist By S S

o o0y

Das erste Ungleichungspaar in (31) bestdtigt man folgendermaBen: aus (3) findet man
durch Differenzieren der Formel fiir ¢; im Fall «,,, und v,

dan-l—k an-{-k

2
i =——-(C_!_1)2 [(n—*—k)TC—OJ]:_'c_—F_l: (32)
dYn 2 Yn
e (e — @) = — —— (33)

und daraus durch Division

dan_'_k dYﬂ an+k C—1
= (34)
de dc Ya c-+1

Wegen der ersten Gleichung (29) haben wir dann fiir ¢ = ¢, (#,y, ¥n)

doay,y dyn c—1

de " dc  cH41

< 1, aber positiv. (35)

Nun fallen sowohl e, als auch y, monoton mit wachsendem c (siche die Gleichungen
fiir o, in (3)), sie sind gleich fiir ¢ = ¢, (¢4, Ya) und sonst nirgends und (35) bedeutet,
daB in der Umgebung von ¢ == ¢, (o4, Ya) das oy, langsamer fillt, als das vy,. Daraus
folgt zwangslaufig: _

Bk S Mo B0 € <Gy G S YorliR e Saes " (35)
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womit das erste Paar von Ungleichungen in (31) bewiesen ist und ganz entsprechend be-
stdtigt man auch die iibrigen.
Setzt man in (31)
2n +k =y, k =y, (36)

so erkennt man, daB die Parameter der Gleichungen (17,) (18), (24) und (25) identisch mit
unseren Trennparametern (31) sind. Im einzelnen ergibt sich hierbei durch Vergleich der
ersten und letzten Gleichung (31) mit (17) und (18) samt zugehorigem Text,

daB zu den Trennparametern c; (o, 4, Ya) und ¢ (Bn4x 9a) isolierte Punkte gehoren,
und zwar

der Punkt A,, wenn k eine gerade Zahl, (37)
der Punkt B,, wenn k eine ungerade Zahl ist,

und ebenso findet man durch Vergleich der zweiten und dritten Gleichung (31) mit (24)
und (25) samt zugehorigem Text,

daB zu den Trennparametern ¢, (8,4 Ya) Und c; (¢4, 3s) Doppelpunkte gehéren, und
zwar liegt der Doppelpunkt

in A,, wenn k eine gerade Zahl, (38)
in B,, wenn k eine ungerade Zahl ist.

Man kann auch so sagen: Fiir geradzahliges k liegt ein Punkt A, fiir ungeradzahliges k
ein Punkt B vor, fiir einen «, y- oder B, 3-Trennparameter tritt ein Fundamental-
punkt mit dem Index 1, fiir einen «, 3-oder B, y-Trennparameter ein solcher mit dem
Index 2 auf.

Wir beginnen jetzt mit der Aufstellung des Strukturschemas fiir den Apollonischen
Winkel 2w = =t/3. Entsprechend (26) beschrinken wir uns dabei auf die Parameterwerte
c z 1. Figur 8 zeigt dieses Schema fiir die ersten vier Zweige. Der Anfangspunkt des ersten
Zweiges ist fiir jede Kurve ¢ (und fiir jeden Winkel 0 < 20 < =) der Punkt P, welcher
den sphirischen Abstand 2« der Apollonischen Punkte im Verhiltnis A; P: AT P = ¢
teilt, d. h. der Punkt 8,.!) Das leuchtet unmittelbar ein, kann aber auch aus den Unglei-
chungen (27) und (28) in Verbindung mit der Tatsache, daB der Fall o) und fiir ¢ > 1
auch der Fall y, nicht existieren (vergleiche (3)) geschlossen werden. Es liegt also der An-
fangspunkt des ersten Zweiges im Sektor 1, fiir ¢ > 1 insbesondere auf dem Halbsektor
uA,.2) Fiir ¢ = 1 fillt er mit u zusammen und riickt mit wachsendem ¢ monoton und stetig
gegen A;. Im Schema der Figur 8 wird das durch die erste Horizontalreihe (Zeile) darge-
stellt. Die horizontale Strecke bedeutet den Ort der Anfangspunkte des ersten Zweiges,
d. h. den Halbsektor uA,, die dariiberstechenden Zeichen 1, g, geben an, daB sie im Sektor x
liegen und B, -Fille sind. Das Rechteck am linken Ende (am Anfang) der Strecke symboli-
siert den Anfangspunkt dieses Ortes, die darin untereinander stehenden Zeichen u, 1
besagen, daBl es der Punkt u ist und dafl zu ihm der Parameter ¢ = 1 gehdért. Der Ring
am Ende der Horizontalstrecke symbolisiert den Endpunkt dieses Ortes, die darin unter-
einander stehenden Zeichen A,, o besagen, da3 es der Punkt A, ist und da83 zu ihm der
Parameter ¢ = oo gehort.

1) Statt,,Punkt, in dem der Fall B, vorliegt'* sagen wir kiirzer ,,Punkt ' und verwenden eine ent-
sprechende Ausdrucksweise auch fiir die anderen Fille.

2) Der Punkt u halbiert den Sektor 1, der Punkt o halbiert den Sektor 3 (vgl. z. B. Figur 5 von
Seite 15 mit Figur 1 von Seite 28).
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Der Endpunkt des ersten Zweiges steht in der nach wachsenden ¢,-Werten geordneten
Reihe der Aquatorpunkte einer Kurve an der zweiten Stelle. Wihrend es fiir den ersten Aqua-
torpunkt nur die eine Méglichkeit 3, gab, existieren fiir diesen zweiten Punkt je nach dem
Wert von ¢ zwei Moglichkeiten. Entweder der auf 8, folgende Punkt der «, B-Gruppe,
das ist o, oder der erste Punkt der y, 8-Gruppe, das ist §, [siche (3) und (27)]. Den zugeho-
rigen Trennparameter findet man aus der dritten Gleichung (31) mit n = o, k = 1, zu

< T
Ct (0(1, 80) = =

T 20 ~§fr:

I
I\:Aw

(39)

Fiir ¢S gistalso o« =3, (40)

Die a,-Fille liegen im Sektor 3, die 3 -Fille im Sektor 2. Das folgt aus Satz 8 in Ver-
bindung mit (1) und der Tatsache, daBl der Anfangspunkt des ersten Zweiges ein p-Fall
ist und im Sektor 1 liegt (vergl. auch die Figuren zu (1)). Die beiden Sektoren stoBen in
B, zusammen. Damit stimmt {iberein, daB8 nach (38) zum Trennparameter c, (%, 3,)
wegen k = 1 = ungerade Zahl der Punkt B, gehért und zwar als Doppelpunkt, in dem der
erste und der zweite Kurvenzweig der Kurve ¢ = 1,5 zusammenhingen. Fiir ¢ = 1 liegt
der Endpunkt des ersten Zweiges in o und nach (3) Fall «,) féllt von da ab das ¢; = o,
dieses Endpunktes monoton und stetig, daher wandert der Endpunkt des ersten Zweiges
als o, fiir ¢ = 1 bis ¢ = ¢; = 1,5 monoton und stetig von o bis B,, beschreibt also die rechte
Hilfte des Sektors 3. Von da ab wandert er als §,-Fall monoton und stetig auf dem Sektor 2
nach A;, durchlduft also den ganzen Sektor 2. Denn ¢, = 3, fillt nach (3) Fall §,) fiirc > 1
mit wachsendem ¢ monoton und stetig und strebt gegen Null fiir ¢ — oo, Die zweite
Zeile des Schemas Figur 8 gibt die eben beschriebenen Verhiltnisse fiir den Endpunkt
des ersten Zweiges wieder. Die linke, kiirzere Strecke bedeutet den Ort aller «,-Fille, also
den rechten Halbsektor 3, was durch die darunterstehenden Zeichen 3, «; angedeutet
wird. Den Anfang o dieses Ortes versinnbildlicht das kleine Rechteck am Anfang dieser
Strecke, die darin stehende Zahl 1 bedeutet, dall zu ihm der Parameter ¢ = 1 gehért.
Der Ring am Ende dieser Strecke symbolisiert den Punkt B,, die ihm eingeschriebene
Zahl 1} gibt den zugehorigen Trennparameter c; (%, §,) an. Die rechts davon liegende
horizontale Strecke versinnbildlicht den Ort aller Endpunkte mit ¢, = 3§, des ersten Zwei-
ges, also den Sektor 2; sie endigt mit dem Punkt A;, dem der Parameter ¢ = oo zukommt,
so wie das der letzte Ring der zweiten Zeile andeutet.

Die Ergebnisse, die wir mit unserer jetzigen Methode fiir den ersten Zweig gefunden
und in den beiden ersten Zeilen der Figur 8 niedergelegt haben, decken sich mit denjenigen
von Abschnitt II, Seite 18 ff. Wir konnen mit dieser Methode aber auch den zweiten,
dritten und iiberhaupt jeden beliecbigen Zweig untersuchen und im Strukturschema dar-
stellen.?)

In diesem Schema gibt die l-te Zeile die Verhiltnisse fiir den I-ten Aquatorpunkt.
Jeder Ring symbolisiert den ihm eingeschriebenen Fundamentalpunkt, die eingeschriebene
Zahl ist der zugehorige Trennparameter. Jede Strecke zwischen zwei benachbarten Ringen
bedeutet den Scktor zwischen den entsprechenden Fundamentalpunkten. Die Nummer
dieses Sektors und der Fall, welchen der Aquatorpunkt dort annimmt, steht jeweils iiber
oder unter der Strecke (je nach Platz). Alle ganzen Sektoren werden durch gleichlange

1) Streng genommen miiten wir von der Gesamtheit der ersten Zweige, der Gesamtheit der zweiten
Zweige usw. sprechen, werden aber der Kiirze halber meist die oben gebrauchte oder eine dhnliche
Ausdrucksweise verwenden.

6 Miinchen Ak. Abh. math.-nat. 1962 {Nibauer)
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Strecken dargestellt. Jede Zeile beginnt mit ¢ = 1 und ist von links nach rechts nach
steigenden c-Werten geordnet. Da die Aquatorpunkte der Kurve ¢ = 1 simtlich mit
einem der beiden Punkte u oder o zusammenfallen (Seite 32), beginnt deshalb jede Zeile
des Schemas mit einem dieser beiden Punkte und an u schlieBt sich wegen der Stetigkeit
von ¢, ein Halbsektor von 1, an o ein Halbsektor von 3. Die Punkte u und o symbolisieren
wir durch kleine Rechtecke (im Gegensatz zu den Ringen fiir die Fundamentalpunkte)
und schreiben in diese den jeweiligen Buchstaben (u oder o) und die Zahl 1, um daran zu
erinnern, dafl der Wert ¢ = 1 dazugehort. Den anschlieBenden Halbsektor stellen wir durch
eine etwas kiirzere horizontale Strecke dar, als die ganzen Sektoren und schreiben dariiber
oder darunter (je nach Platz) den Fall, welcher zu dem in Rede stehenden Aquatorpunkt
auf diesem Halbsektor gehort.

Weil das Schema von links nach rechts nach wachsenden c-Werten geordnet sein soll, ist bei
Auftreten eines neuen Trennparameters von den beiden zur Wahl stehenden Fillen der-
jenige der «, B-Gruppe links, derjenige der v, 3-Gruppe rechts von diesem Trennparameter
bzw. vom zugehorigen Fundamentalpunkt zu stellen. Das folgt aus den Ungleichungen
in (31). In der nichsten Zeile tritt dieser Trennparameter samt zugehérigem FFundamental-
punkt dann abermals auf und dort ist der vy, 3-Fall links, der «, 8-Fall rechts zu stellen,
die Reihenfolge der zu diesem Trennparameter gehorigen Félle ist also gegeniiber der vor-
hergehenden Zeile zu vertauschen.

Weil fiir ¢ - oo sich jeder Zweig auf den Punkt A, zusammenzieht (Seite 35), endigt
jede Zeile mit A; und es erweist sich als zweckmiBig, diese simtlichen Punkte {}ol unter-
einander zu schreiben und die Aufstellung jeder Horizontalreihe bei diesem Punkt anzu-
fangen und dann von rechts nach links, also mit fallenden c-Werten fortzuschreiten.?)

Zur Erliuterung des eben Gesagten besprechen wir noch ausfiihrlich die Aufstellung der
dritten und vierten Schemazeile. Die dritte Zeile ist die Darstellung des Anfangspunktes
des zweiten Zweiges. Fiir die c-Werte im Sektor 2, §, der zweiten Zeile, d. h. fiir 1,5 < ¢
< oo ist die Reihenfolge der ersten zwei Aquatorpunkte B, 3,. Fiir den dritten Aquator-
punkt bieten sich zunichst wieder zwei Moglichkeiten, entweder der nichste Fall der
o, B-Gruppe, das ist «,, oder der nichste Fall der v, 3-Gruppe, das ist y,. Nach (28) ist aber
immer y; > o, so daB nur «, in Frage kommt. Aus Satz 2 wissen wir aulerdem, daB3 fiir
diese c-Werte der Anfangspunkt des zweiten Zweiges ebenfalls im Sektor 2 liegt. Die Strecke
(bzw. der Sektor) 2, 8, der zweiten Zeile geht also in die Strecke (bzw. den Sektor) 2, o,
der dritten Zeile iiber. — Fiir die o;-Fille der zweiten Zeile, d. h. fiir die Kurven1<c< 1,5
hat man beim Ubergang zur dritten Zeile als Alternative entweder den auf a, nichst-
folgenden Fall der «, B-Gruppe, das ist $; oder den ersten Fall der v, 3-Gruppe, das ist
3y; Gleichung (28) liefert hier keine Entscheidung, infolgedessen miissen wir den Trenn-
parameter c, (8;, 8;) berechnen. Man findet fiir ihn aus (31) mitn = 0,k = 1,

T+ 20 T+ n/3
Ce (B 3) = == e

™ T

¢ =1}, (41)

1y Fiir die Kurven ¢ < 1 wiirde an die Stelle des Punktes A; mit dem Parameter co am Ende der
Zeile der Punkt A, mit dem Parameter ¢ = o am Anfang der Zeile treten, die Zeilenanfinge kimen
untereinander zu stehen und statt von riickwirts herein mit fallenden c-Werten hitte man die Zeilen
vom Anfang an und mit steigenden c-Werten aufzubauen. Insoferne wiirde es sich empfehlen, das
Strukturschema fiir die Kurven ¢ < 1, statt fiir diejenigen ¢ > 1 zu bilden. Da wir aber bis jetzt den
Schwerpunkt unserer Untersuchungen auf die Kurven ¢ > 1 gelegt haben, konstruieren wir der Ein-
heitlichkeit halber fiir diese auch das Strukturschema.
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Zum Anfangspunkt des zweiten Zweiges gehort demnach fiir 1} < ¢ < 1§ der Fall g,
fiir 1 < ¢ < 14 der Fall B,. Nach Satz 2 liegen diese simtlichen Punkte im Sektor 3; die
dritte Zeile beginnt dementsprechend mit dem Punkt o. Wegen k = 1 == ungerade Zahl
gehort zum Trennparameter (41) der Punkt By, d. h. der zweite Zweig der Kurve ¢ = 1}
artet in den isolierten Punkt B; aus (siehe (37)). Fiir die kontinuierliche Folge der Kurven
1 £ ¢ < 1} durchlduft also der Endpunkt des ersten Zweiges den Halbsektor oB, einmal,
wihrend der Anfangspunkt des zweiten Zweiges den Halbsektor oB, und zusitzlich noch
den vollen Sektor B;B, je einmal durchliuft. Wir sagen dafiir: Der Halbsektor oB,, «;
der zweiten Zeile wird in der dritten Zeile auseinandergezogen in den Halbsektor oB,, §#,
und den Vollsektor B,;B,, 8,. Demnach enthilt die dritte Zeile einen Sektor mehr als die
zweite, ebenso wie diese ihrerseits einen Sektor mehr als die erste Zeile enthilt.

Jetzt gehen wir zur vierten Zeile iiber und beginnen wieder von rechts. Fiir die Kurven,
welche in der Strecke 2, o, der dritten Zeile gebiindelt sind, d. h. fiir dic Kurven 1} < ¢ < o
ist die Reihenfolge der ersten drei Aquatorpunkte B, 8,, «,; als vierter Aquatorpunkt
kommt fiir sie daher entweder B, oder vy, in Frage. Der zugehérige Trennparameter ergibt
sich aus der zweiten Gleichung (31) mitn =1,k =o02zu

¢ By i) = "; = — = 0. (42)

Von den in der Strecke 2, «, der dritten Zeile gebiindelten Kurven haben also die Kurven
¢ > 6 als vierten Aquatorpunkt v,, die Kurven 1} < ¢ < 6 als vierten Aquatorpunkt B,.
Aus Satz 8 in Verbindung mit den Figuren zu (3) folgt daraus weiter, dal die vierten
Aquatorpunkte der Kurven ¢ > 6 im Sektor 1, die vierten Aquatorpunkte der Kurven
¢ < 1} < 6 im Sektor 4 liegen. Diese beiden Scktoren stoBen im Punkte A, aneinander;
damit in Ubereinstimmung steht, daB nach (38) zum Trennparameter (42) der Punkt A,
gehort.

Die Kurven, welche in der Strecke 3, 3, der dritten Zeile gebiindelt sind, d. h. die Kurven
1} < ¢ < 1} haben als erste drei Aquatorpunkte B, «;, 3,, also dieselben Fille, wie oben,
nur in anderer Reihenfolge. Wegen ¢ < ¢, (B, v1) = 6 (vergleiche (42)) kommt fiir sie
aber als vierter Aquatorpunkt nur 8, in Frage. Aus Satz 8 in Verbindung mit den Figuren
zu (3) erkennt man wieder, daB diese vierten Aquatorpunkte simtlich im Sektor 4 liegen.

Die Kurven, die in der Strecke 3, B, der dritten Zeile gebiindelt sind, haben als erste
drei Aquatorpunkte B, o, B;. Als vierter Punkt kommt entweder a, oder 3§, in Frage. Als
Trennparameter findet man aus der dritten Zeile (31) mitn =0,k = 2

2T 2

C (og, ) = T = P =§ =14. (43)

Demnach ist fiir 13 < ¢ < 1} der vierte Aquatorpunkt 3, und liegt nach Satz 8 im
Sektor 4 und ist fiir 1 < ¢ < 1} der vierte Aquatorpunkt «, und liegt nach Satz 8 im Sektor
1. Die beiden Sektoren 1 und 4 stoBen in A, aneinander und damit in Ubereinstimmung
gehort nach (38) wegen k = 2 = gerade Zahl zum Trennparameter (43) ebenfalls der
Punkt A,.

Diese ganzen Verhiltnisse sind in der vierten Zeile des Schemas dargestellt. Man erkennt,
daB der Halbsektor 3, 8, der dritten Zeile beim Ubergang zur vierten Zeile ebenfalls wieder
auseinandergezogen wird in einen Halbsektor und einen Vollsektor, ebenso wie der Halb-
sektor der ersten Zeile beim Ubergang zur zweiten und der Halbsektor der zweiten Zeile
beim Ubergang zur dritten. Dagegen wird das Streckenpaar 3, 8, und 2, «, der dritten

6*
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Zeile in das Streckenpaar 4, B; und I, vy, der vierten Zeile iibergefithrt. Das bedeutet,
daB die dritten Aquatorpunkte der Kurven 1} < ¢ < o die beiden Sektoren 2
und 3, die vierten Aquatorpunkte derselben Kurven die beiden Sektoren 4 und 1 iiber-
decken und zwar schlicht, weil nach (3) mit wachsendem ¢ das 6; monoton fillt. Fiir
¢ = 1} ist der zweite Kurvenzweig in den Punkt B,, fiir ¢ = oo in den Punkt
A, ausgeartet. Es ist aber nicht so, daf jeder Strecke des einen Paares genau eine Strecke
des anderen Paares entspricht, sondern nur ein Teil der Kurven, die in der Strecke 2, ¢,
der dritten Zeile gebiindelt sind, ist in der vierten Zeile in der Strecke 1, v; gebiindelt,
wihrend der Rest, zusammen mit den Kurven, die in der Strecke 3, 3, der dritten Zeile ge-
biindelt sind, in der vierten Zeile in der Strecke 4, £, zusammenkommen. Im Schema haben
wir das durch Linien, die zwischen den beiden Streckenpaaren von rechts oben nach links
unten verlaufen, gekennzeichnet.

So von Zeile zu Zeile fortschreitend, kann man auf diese Weise das Schema bis zu jedem
beliebigen Zweig fortsetzen. Dabei ist es niitzlich, sich von vornherein folgendes klar zu
machen: Jede horizontale Strecke der l-ten Zeile symbolisiert eine kontinuierliche Folge
von l-ten Aquatorpunkten, zu denen simtliche derselbe Fall gehort und fiir die ersten
1 Aquatorpunkte der Kurven, die in dieser Strecke gebiindelt sind, treten dicselben Fille
auf, nur unter Umstédnden in verschiedener Reihenfolge. Gehort ndmlich zu dieser Strecke
der 1-ten Zeile der u-te Fall der «, 8-Gruppe, so sind unter den 1 ersten Aquatorpunkten
dieser simtlichen Kurven die p ersten Fille der «, 8-Gruppe und die 1—u. ersten Fille der
v, 8-Gruppe und keine anderen; gehért zu dieser Strecke der 1-ten Zeile aber der v-te Fall
der v, 3-Gruppe, so befinden sich unter den 1 ersten Aquatorpunkten aller dieser Kurven,
die v ersten Fille der v, 3-Gruppe und die 1—v ersten Félle der «, f-Gruppe und keine an-
deren. Beim Ubergang zur (1 + 1)-ten Zeile stehen fiir diese Kurven als nichster Aquator-
punkt zunichst grundsitzlich zwei Moglichkeiten zur Wahl, entweder der erste Fall der
«, B-Gruppe oder der erste Fall der v, 3-Gruppe der unter den 1 ersten Aquatorpunkten
noch nicht auftritt. Gehort zu einer Strecke der l-ten Zeile ein Fall der o, 3-Gruppe, so
befindet sich der unmittelbar links neben ihr angegebene Fall der v, 3-Gruppe noch unter
den 1 ersten Punkten, wihrend der unmittelbar rechts von ihr auftretende Fall der v, 3-
Gruppe der erste nicht mehr darunter befindliche ist und demnach beim Ubergang zur
(1 + 1)-ten Zeile mit zur Wahl steht. Gehort zu einer Strecke der 1-ten Zeile aber ein Fall
der vy, 3-Gruppe, so befindet sich der unmittelbar rechts neben ihr auftretende Fall der
«, B-Gruppe noch unter den ! ersten Aquatorpunkten, wihrend der unmittelbar links
neben ihr stchende der erste nicht mehr darunter befindliche ist, also beim Ubergang
zur (1 + 1)-ten Zeile zur Alternative steht. Das folgt aus der Anordnung unseres Schemas
von links nach rechts mit wachsenden c-Werten in Verbindung mit der Tatsache, daB fiir
alle Kurven, deren ¢ kleiner als der fragliche Trennparameter ist, zum Fall der «, B-Gruppe
der kleinere ¢,-Wert gehort, als zum Fall der v, 8-Gruppe, wihrend fiir c-Werte die gréBer
sind, als dieser Trennparameter das Umgekehrte der Fall ist (siche die vier Ungleichungs-
paare in (31). Vergl. auch S. 48). Es ist nun moglich, daB auf Grund der Ungleichungen (28)
unmittelbar feststeht, daBl von den beiden zur Wahl stehenden Fillen das ¢, der «, B-Gruppe
das kleinere ist; dann tritt bei der Fortsetzung in die (1 1)-te Zeile fiir alle Kurven, die
in der betrachteten Strecke der l-ten Zeile gebiindelt sind, dieser I'all auf. Ist aber auf
Grund der Ungleichungen (28) keine eindeutige Entscheidung mdoglich, so berechnet
man den Trennparameter c, zwischen den beiden zur Wahl stehenden Fillen. Liegt er
zwischen den beiden Trennparametern, welche die Strecke der 1-ten Zeile begrenzen, d. h.
in dem Intervall, welches dieser Strecke der 1-ten Zeile zukommt, so tritt fiir die Kurven
¢ < ¢, dieses Intervalles der Fall der «, B-Gruppe fiir die Kurven ¢ > ¢, der Fall der v, 8-



III. Beliebige Kurvenzweige 45

Gruppe als (1 4 1)-ter Aquatorpunkt auf. Ist der neue Trennparameter c, dagegen kleiner
als die c-Werte dieses Intervalles, so tritt beim Ubergang zur (1 -~ 1)-ten Zeile fiir alle
Kurven dieses Intervalles der Fall der vy, 8-Gruppe, ist er gréBer als die Werte dieses Inter-
valles, so tritt fiir alle diese Kurven der Fall der «, B-Gruppe als (I + 1)-ter Aquatorpunkt
auf.

Aus dem Schema der Figur 8 findet man fast unmittelbar fiir jeden Aquatorpunkt
der ersten vier Zweige einer vorgegebenen Kurve ¢ = 1 mit Apollonischem Winkel 20 =
n/3 den zugehdrigen Fall und den Sektor, in dem dieser Punkt liegt.

Um z. B. den Anfangspunkt des vierten Zweiges der Kurve ¢ = 1,4, 20 ==/3 zu be-
stimmen, sucht man in der 7. Zeile des Schemas die beiden benachbarten Trennparameter
zwischen denen ¢ = 1,4 liegt. Es sind das ¢, = 1% und ¢, = 1§. Der Strecke zwischen ihnen
ist der Fall o, und der Sektor 2 zugeordnet, infolgedessen ist der Anfangspunkt des vierten
Zweiges der Kurve ¢ = 1,4 der Fall «, und liegt im Sektor 2. Aus (3) «) fiir n = 3 berechnet
man den Wert

2 b
O1=0"an (3‘”:'_**) _ 2’36‘”! (44)
2,4 6

tragt ihn von A, aus in der aus der Figur zu (3) «) ersichtlichen Richtung auf dem Aquator
ab und hat damit den gesuchten Anfangspunkt des vierten Zweiges von ¢ = 1,4 gezeichnet
vorliegen. Zur Kontrolle berechnet man ebenfalls aus (3) «) mit n = 3 noch

2 X 1,4 ]
0y = —2:— (37 — -6—) =3,307 (45)

und trigt es von A, aus in der aus der Zeichnung zu (3) «) ersichtlichen Richtung auf dem
Aquator ab. Die beiden so konstruierten Punkte miissen zusammenfallen und die beiden
so berechneten Werte o, und o, miissen die ersten Gleichungen (3) «) fiir n = 3, nidmlich
die Beziehung o, + o, = 6n — =/3 erfiillen; man erkennt aus (44) und (45), daB sie dies
innerhalb der Rechengenauigkeit auch tun. Eine weitere Kontrolle ist, daf3 der gefundene
Punkt im angegebenen Sektor, das ist hier 2, liegen muB. Aus Figur g erkennt man, daB3
auch dies der Fall ist.

In (46) wurden auf die eben beschriebene Weise fiir die Anfangs- und Endpunkte
der ersten vier Zweige der Kurve ¢ = 1,4, 20 = x/3 die 6,- und ¢,-Werte berechnet und
verprobt. In Figur g wurden dann diese o;-Werte auf dem Aquator abgetragen und mit o,
verprobt. Damit liegen die Aquatorpunkte der ersten vier Zweige gezeichnet vor.

. 2 2,8 =«
1. Zweig Anfang 1, 8g,6, = —— =0,138%, 6, = —*—=0,105%; 0, -+ 6; = 0,33,
2,4 6 2,4 6
2 5 2x8 5
Bade  3itgop == 7 @ — 60028, oy — —— "~ —I0,871%: 6, 0, = 106,
2,4 6 2,4 6
(46)
. 2 T 28 =«
2. Zweig Anfang 3, 8,6, =—— = 0,832%, g, = —. = 1,1057; 06,— 0y = 0,33,
0,4 6 0,4 6
2 7 2,8 7
Ende 4,B,6,=—'-7"=0,97%, oy=— - -—n=136n; 6,4+ 6; = 2,33
2,4 6 2,4 6
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2 11 2,8 11
3. Zweig Anfang 4, ¢y, 6, =——7 = 1,53%, 0y = — *—T = 2.14%; 6, + o, = 3,67,
2,4 6 24 6
2 13 2,8 13
Ende 2,850 =—"—n=181x, 6= — 7= 2,537%; 6, + 6, = 4,34,
2,4 6 2,4 6
A 2 17 2,8 17
4. Zweig Anfang 2, oy, 6 =——n = 2,36%, 6, = — *—x = 3,30%; o, + 6, = 5,66,
2,4 6 24 6
. 2 19 2,8 19
Ende 4,8, 0, =Z°—6—n = 2,64r, o, = -2,—4 °~6—'7r = 3,607; o, 4+ ¢, = 6,33.

2w=F

Die ersten vier Zwejge
derKurvec=7%

Aus der GrundriBkonstruktion erkennt man unmittelbar, dal jeder Zweig ganz zwi-
schen den beiden 1-Sehnen und ebenso ganz zwischen den beiden 2-Sehnen durch seine
Aquatorpunkte liegt und die senkrechte Projektion des laufenden Punktes eines solchen
Zweiges sowohl auf den Durchmesser A;B, als auf den Durchmesser A,B, nie riickliufig
wird. In manchen Fillen geniigt dies bereits, um bei gegebenem Anfangs- und Endpunkt
den Zweig zu skizzieren. Im allgemeinen aber empfiehlt es sich, in den beiden Aquator-
punkten nach II (34) die Tangente und auBerdem nach der ersten und zweiten Glei-
chung II (32) ein oder zwei Zwischenpunkte zu berechnen; daBl diese Formeln auch fiir
beliebige Kurvenzweige gelten, wird auf Seite 70/71 auseinandergesetzt. Man kann sich
Zwischenpunkte auch durch Konstruktion vom Anfangs- oder Endpunkt des Zweiges aus
(5. 36/37) verschaffen. Der Verlauf der Zweige in Figur g wurde auf die eben beschriebene
Weise gefunden.
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Das allgemeine Strukturschema

Die Anordnung der Fille und Fundamentalpunkte in dem Schema der Figur 8 folgt
einer leicht zu iiberblickenden GesetzmiBigkeit. Wir wollen im folgenden zeigen, dal3 eine
derartige GesetzmiBigkeit aber nicht nur fiir den Winkel 2w = =/3 und die ersten vier
Zweige, sondern ganz allgemein fiir beliebigen Apollonischen Winkel o< 2o <= und fiir belie-
bige Zweige gilt. Die hierbei auftretenden Uberlegungen und Sitze werden iibersichtlicher
und leichter zu formulieren, wenn man einerseits fiir die Fille der «,B-Gruppe, andererseits
fiir die Fille der v, 3-Gruppe je einheitlich ein und denselben Buchstaben verwendet. Wir
withlen fiir die «,B-Gruppe den Buchstaben &, fiir die v, 8-Gruppe den Buchstaben v und
ersetzen die Zeichen

Bor %15 By e Bas - o o o P - - (47)

in dieser Reihenfolge durch die Zeichen

El} 22» 531 E ’ E LIS RORC E2&L’ Ezy.+1

und ebenso die Zeichen

80: le 81; Y2: 821 oSi=l <y} Yp.; Sy., ... (48)
in dieser Reihenfolge durch
N N2 Mgs Ng> Ngo » o Nowo Nepge1e o
esist also
=8y Bu=Epuin Yu=Maw =My (49)

An Hand der Figuren zu (3) erkennt man, daB ¢, und ¢, auf dem Aquator fiir die
¢-Fille in entgegengesetzter Richtung, fiir die v-Félle gleichsinnig gezidhlt werden.

Den Ungleichungen (27) und (28) entsprechen mit dieser Bezeichnungsweise die Un-
gleichungen

‘Ep < Ey.+ 1 N < Npt+1 (50) (entspricht (27))
Ep < M. (51) (entspricht (28))

Fiir den Trennparameter zwischen &y und =, schreiben wir c, (v, v). Mit dieser Bezeich-
nungsweise findet man unter Beachtung von (49) die Identitéiten

Ce (% yks Yo) = Ce (2n + 2k, 2n),

& (Bayics Ya) =& (2n -1 2k |- 1, 2n), (52)
¢ (4w %) = (2n + 2k, 2n 4 1),
¢ (Bayir On) =¢ (2n + 2k + 1, 2n - 1)

und (37) und (38) lauten in dieser Bezeichnungsweise: es gehdren

zum Punkt A, die Trennparameter ¢, (p -} 47, ), (53)
zum Punkt B, die Trennparameter c, (p + 47 + 2, p),

zum Punkt A, die Trennparameter ¢, (2p + 47+ 1, 2¢) und ¢, (2p + 1+ 47+ 3, 2 4 1),
zum Punkt B, die Trennparameter ¢, (2¢ + 47+ 3, 2¢) und ¢, (2¢ + 1 + 47+ 1, 2¢ + 1).

p und 7 sind hier jeweils ganze, nicht negative Zahlen, deren Wertebereich nur da-
durch beschrinkt ist, daB wegen (51) der zum E-Fall gehorende Index (der Index links
vom Komma) griéBer sein muB als der Index des n-Falles (der Index rechts vom Komma)
und daB jeder der beiden Indizes eine natiirliche Zahl sein muB, da sowohl in der Reihe
der ¢-Fille, als auch in der Reihe der »-Fille der erste Index 1 ist (siehe (47) und (48)).
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Wir geben die Herleitung der vierten Zeile (53). Nach (38) gehoren zum Punkt B, die
Trennparameter
49

e (Baysnsrs To) 5 ¢ (2n + 4% + 2 + 1, 2n) = ¢, (2n + 4% + 3, 2n)
und (54)
Ct (npoye1> On) =C¢ (20 4 4% -+ 2, 2n + 1) = ¢ (2n 4+ 1 4 4% + 1, 2n + 1)

und wenn man hier n durch g und » durch < ersetzt, stehen auf der rechten Seite gerade
die beiden Trennparameter der vierten Zeile (53). Ganz entsprechend bestdtigt man die
iibrigen Zeilen von (53).

Wegen der Ungleichungen (50) gibt es keine Trennparameter zwischen IFdllen ein und
derselben Gruppe und da im Strukturschema zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Strecken
bzw. Fiillen einer Zeile immer ein Trennparameter steht, trefen in keiner Zeile des Schemas
zwei Fdlle ein und derselben Gruppe unmittelbar nebeneinander auf, sondern es wechseln in
jeder Zeile & und -Fdlle stindig miteinander ab.

In der l-ten Zeile trete der Fall £, und unmittelbar rechts daneben der Fall », auf

(Figur 10). Nach (31) sind dann fiir den zugehdrigen
é Ny +1 Trennparameter ¢, (,, 7,) die beiden oy-Werte &,
fl-v+ ; Ty und 7, gleich, wihrend fiir die c-Werte, die zum
gu-Fall gehoren, wegen ¢ < ¢ (i, v) die Unglei-
chung §, < =, fiir die c-Werte, die zum 7,-Fall
gehdren, wegen ¢ > ¢, (u, v) die Ungleichung &, > %, besteht. Daraus in Verbindung mit
den Ungleichungen (50) folgt einerseits, daB fiir die Kurven des g,-Falles v, der erste
nicht mehr unter den 1 ersten Aquatorpunkten vorkommende v-Fall und daher v=1—u -1
ist und andererseits, dal fiir die Kurven des ny-Falles &, der erste nicht mehr unter den
1 ersten Aquatorpunkten vorkommende £-Fall und daher p =1—v 4 1 ist.

Im Gegensatz zu vorhin trete jetzt in der I-ten Zeile zuerst der Fall v, und unmittelbar

rechts von ihm der Fall &, auf (Figur 11). Dann

£- gehoren zum Fall vy Parameterwerte ¢ < ¢, (@, v)
iz 6 d und wegen (31) gilt fiir diese &y, < %y, daher ist
Ttepe {a jetzt &, noch unter den ersten 1 Aquatorpunkten

Fig. 11 dieser Kurven enthalten und zwar als letzter

E-Fall, es ist w=1-—v; zum Fall g, gehoren

diesmal Parameterwerte ¢ > ¢, (&, \:), fiir diese ist, wieder nach (31), n, < &,, daher ist

jetzt 7, noch unter den 1 ersten Aquatorpunkten dieser Kurven und zwar als letzter

7-Fall, es ist v =1-—p. Dal es sich beidemale um den letzten noch unter den 1 ersten

Aquatorpunkten auftretenden Fall der entsprechenden Gruppe handelt, folgt aus
€y = w fiir ¢ = ¢, (£u, ) in Verbindung mit (50).

Legt man Figur 11 links neben Figur 10,aber so, daf} die Strecken &, sich decken, so
erkennt man die Richtigkeit von Satz 11a: In der l-ten Zeile des Strukturschemas kommt
unmatielbar links von &, der Fall vy und unmattelbar rechts von &, der Fall Ny 1, MAN hat
die Folge 71 -, E“, M-pi1-

Legt man Figur 11 rechis neben Figur 10, aber so, dall die Strecken w, sich decken, so
erkennt man die Richtigkeit von Satz 11b: In der 1-ten Zeile des Strukturschemas kommi
unmittelbay links von v, der Fall &1, 1 1, unmittelbar rechis von =, der FallE|_,, man hat die
Folge &1y + 1, s El-v.

Aus den Sitzen 11a und 11b folgt Satz 12: In jeder Zeile wechseln &-und +-Fille stindig
miteinander ab und beim Fortschreiten von links nach rechts nimmt der Index der E-Fdlle
jeweils um 1 ab, dev Index dey n-Idlle jeweils um 1 zu.

Fig. 10
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Die Aquatorpunkte der Kurve ¢ = 1 sind die Punkte o und u (siche z. B. Figur II 7).
Fiir diese miissen immer o, und o, in entgegengesetzter Richtung auf dem Aquator ge-
zdhlt werden, bei gleichsinniger Zahlung ndmlich konnte das von A, aus gezihlte o,
niemals gleich dem von A, aus gezihlten o, sein. Daher besitzt die Kurve ¢ = 1 nur
¢-Fille (siche den Text nach (49)) und wegen der ersten Ungleichung (50) ist ihr l-ter Fall
&1 Die 1-te Zeile beginnt deshalb mit &. Nach Figur 10 ist der Index des 4-Falles, der in
der I-ten Zeile unmittelbar rechts auf £ folgt 1 —1 + 1 = 1. Unmittelbar rechts neben
dem g der l-ten Zeile kommt daher », und wir haben Satz 13: Die 1-teZeile beginnt mit
&, 7.)

u liegt im Sektor 1, o liegt im Sektor 3, die beiden Punkte liegen also in verschiedenen
Sektoren. Wie wir bereits aus Teil II S. 18 wissen, fillt fiir die Kurve ¢ = 1 der erste
Aquatorpunkt (Anfang des ersten Zweiges) in u; daraus folgt nach Satz g, daB der zweite
Aquatorpunkt (Endpunkt des ersten Zweiges) in o liegt, daraus folgt nach Satz 2, daB der
dritte Aquatorpunkt (Anfang des zweiten Zweiges) ebenfalls in o liegt, daraus folgt nach
Satz g, daB der vierte Aquatorpunkt (Ende des zweiten Zweiges) in u liegt, daraus folgt
nach Satz 2, daB3 der fiinfte Aquatorpunkt (Anfang des dritten Zweiges) ebenfalls in u liegt
und so fortfahrend bzw. durch Schlull von q auf q 4- 1 bestiitigt man Satz 14: Die
(4q + 1)-te und die (4q + 4)-te Zeile beginnen mit 1, 1, die (4q - 2)-te und die (4q +- 3)-te Zeile
beginnen mit o, 3.

Fiir alle Kurvenc > ¢, (i + 1,1) gilt &, , > 7, d. h. es kommt bei ihnen der Aqua-
torpunkt 7; vor dem Aquatorpunkt £; ;. Fiir jede endliche Zahl i ist ¢, (i + 1, 1) ebenfalls
endlich. Denn die Trennparameter (31) sind endlich, falls die Indizes der darin auftre-
tenden «, -B-, y- und 3-Fille endlich sind und diese ihrerseits sind nach (49) endlich, wenn
die entsprechenden &- und n-Félle endlichen Index besitzen. C sei die obere Schranke der
Trennparameter ¢, (i 4 1,i), wo 1 die Werte 1, 2, ..., n durchliuft und n eine endliche
ganze Zahl bedeutet. Nach dem eben Gesagten ist C dann endlich und fiir alle Kurven
¢ > C kommt der Aquatorpunkt v; vor dem Aquatorpunkt . ,, wegen (51) aber nach
%;. Es wechseln also fiir alle Kurven ¢ > C und damit auch fiir ¢ — oo, in der Reihe der
Aquatorpunkte Z- und =-Fille stindig miteinander ab, die 2n ersten Aquatorpunkte
haben fiir alle diese Kurven die Reihenfolge

El’ 71 a2' Nas o v oy E.;j—l: Ti—1» &i: Ti» E,ui+1; 7],'_{_1, vy Zn’ e (55)

Da im Strukturschema fiir das Ende jeder Zeile ¢ > oo geht, gibt (55) die Reihenfolge
der letzten Fille der 2n ersten Zeilen, die Folge (55) tritt — senkrecht untereinander ge-
schricben — in der letzten Spalte der 2n ersten Zeilen auf und wir haben Satz 15: Der letzle
(der am weilesten vechis gelegene) Fall der \-ten Zeile ist fiir gerades | = 2p der Fall 1, fiir
ungerades | = 2p — 1 der Fall E,.

Die 2p-te Zeile beginnt mit &,,, 9, (Satz 13) und endigt mit v, (Satz 15). Zwischen v,
und 7, treten wegen Satz 12 (Zunahme des Index von 7 um jeweils 1) alle -Fille auf,
deren Index zwischen 1 und p liegt und sonst keiner. Im ganzen sind es demzufolge genau
p-Félle . Zwischen je 2 derselben liegt genau ein £-Fall (Satz 12) das sind p — 1 Fille §
und dazu kommt noch das &,, am Zeilenanfang, so dal} es auch genau p Fille £ sind. Im
ganzen treten in der 2p-ten Zeile also p + p =2p Fille auf. — Die (2p — 1)-te Zeile be-
ginnt mit &,,_, und endigt mit &, Dazwischen liegen genau die g-Fille, deren Index

1) Streng genommen miiBte es heien ,,beginnt beziiglich der &- und #-Fille mit &, »,". Wir ver-
wenden im allgemeinen die obige kiirzere Ausdrucksweise und eine entsprechende auch fiir die Zeilen-
enden.

7 Miinchen Ak. Abh. math.-nat. 1962 (Nibauer)
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zwischen 2p—1 und p liegt, im ganzen treten also genau p Filleg auf. Zwischen je 2 der-
selben liegt genau ein 7-Fall, das gibt p — 1 Fille v. Im ganzen haben wir also in der
(zp — 1)-ten Zeile p 4 p — 1 = 2p — 1 Fille. Diese beiden Ergebnisse zusammen liefern
Satz 16: In der l-len Zeile des Strukturschemas treten genau 1 Fdlle und damit auch 1 Strecken
auf.

Unter Heranziehung der Siitze 11a bis 16 schlieBlich findet man Satz 17. (abgedruckt
auf dem gegeniiberstchenden Blatt)

Anfang und Ende jeder der Zeilen (56) bis (59) und die Reihenfolge der &- und v-Félle
ergibt sich aus den Sdtzen 11a bis 16. Wir miissen jetzt noch zeigen, wie man die Funda-
mentalpunkte zwischen den einzelnen Strecken einer Zeile feststellt. Aus Satz 12 wissen
wir, daB lings jeder Zeile beim Fortschreiten von links nach rechts fiir die dabei auftre-
tenden Trennparameter ¢, (u, v) die Differenz pw— v um 1 abnimmt. Demzufolge ist
w— v fiir jeden zweiten (d. h. fiir einen iiber den anderen) Trennparameter eine gerade
Zahl und ebenso fiir jeden zweiten Trennparameter eine ungerade Zahl. Diese Feststellung
fiir gerades p—v zusammen mit den vier Zeilen (53) liefert Satz 18: In ein und
derselben Zeile des Strukturschemas ist jeder zweite Punkt und sonst keiner ein Fundamental-
punkt mit dem Index 1 und zwar wechseln in dieser Zeile die Fundamentalpunkie A, und B,
dauernd miteinander ab. Weiter findet man mit Hilfe der obigen Feststellung fiir ungerades
u—v Satz 19: In ein- und derselben Zeile des Strukturschemas tritt niemals sowohl A, als
auch By auf, sondern entweder enthilt diese Zeile von den beiden Punkten Ay, By nur Ay oder
nur B,.

Tritt ndmlich in einer Zeile an einer bestimmten Stelle der Trennparameter

¢ (2p + 47 + 1, 2p) (60)

auf, so ist auf Grund von Satz 12 der iibernidchste Trennparameter rechts von ihm

¢ (2p + 47 2p+ 1) =c¢ (2p+1+4r—1,204+1)=c (2p+1+4n+ 3, 2o 4
(mit % = v —1) (61a)

und der hierauf iibernichste Trennparameter nach rechts ist

c(Zp+14+4n+22 +2) =c(2p+2+4x+1,2 +2) =c (ar + 4x + 1, 21)
(mit 2r = 2p 4 2). (61b)

Wegen der dritten Zeile (53), erster dortiger Trennparameter, gehért zum Trennpara-
meter (60) der Punkt A, und wegen der dritten Zeile (53), zweiter dortiger Trennpara-
meter, gehdrt zum Trennparameter (61a) ebenfalls A,; weiter ist der Trennparameter (61b)
vom selben Typ wie der erste Trennparameter in der dritten Zeile (53) und damit vom
selben Typ wie (60), so dal auf ihn wieder ein Trennparameter vom Typ des zweiten
Parameters in der dritten Zeile (53) und damit vom selben Typ wie (61a) folgt usw. Infolge-
dessen tritt in der betrachteten Zeile beim Trennparameter (60) und rechts von ihm von
den Fundamentalpunkten mit dem Index 2 nur A, auf. Ebenso zeigt man, daf in dieser Zeile
dann auch links davon und damit in der ganzen Zeile B, nicht auftritt. Ganz entsprechend
bestiitigt man, daB in einer Zeile A, nicht auftreten kann, wenn sie auch nur einen Punkt
B, enthilt, womit Satz 19 vollstindig bewiesen ist.

Nun beginnt die (4q + 1)-te Zeile mit den Fallen &, ,, 0, &y . Aus der ersten Zeile (53)
folgt mit p = 1, v = q, daBl zum Trennparameter ¢, (4q + 1,1) = ¢ (1 + 4q, 1) der Punkt



Satz 17: Unabhingig vom Apollonischen Winkel o < 2w < w lautet im Strukturschema

die (4q + 1)-te Zeile ((4q + 1)-ter Aquatorpunkt, Anfangspunkt des (2q + 1)-ten Zweiges)

7 AN_1_ (% 4 (B 4 O (56)
7£9q+7 77 v f#q\_/ 72 54(7-7 529+7

7 4, &
folgen A, "A, 7B, TA
qrolg 77 2{ 7 25

die (4q - 2)-te Zez'le;((4q + 2)-ter Aquatorpunkt, Endpunkt des (2q -+ 1)-ten Zweiges)

3 2 2 (B\ 3 /\ 3 ﬁ\ (57)
Uéygez !f#q 27 N/ 7z 54‘17 773 772q+2
2

ﬁf

g Folgen A, 28, 5, ? 57

die (4q + 3)-te Zeile ((4q -+ 3)-ter Aquatorpunkt, Anfangspunkt des (2q - 2)-ten Zweiges)

D 3/-\2@2@3@3[52\2@. ..... 2 (58)
f4q+3\/ 77 U&q,«z \_< 72 \J&WU 73 N/ ¢4g &2

o
g rolgen 4,28, 1 5, ;;"Bzf

die (4q + 4)-te Zeile ((4q + 4)-ter Aquatorpunkt, Endpunkt des (2q + 2)-ten Zweiges)

Drﬂm#m# 1 ¢ (5 _% (%) O ....... 7 (59)
i s T N Bigs f4q+z 73 \_/ éz,qn\J T N2g+2

g Folgen A7£7 A 1'37 5

In den vier Zeilen (56) bis (59) ist zu selzen q = 0, 1, 2, . . ., und sowohl in den q Folgen
A-Ay-Bi-A,-, die in (56) und in (59) durch die geschweifte Klammer zusammengefafit sind,
als auch in den q Folgen A-By-B,-B,-, die in (57) und in (58) in der geschweiften Klammer
zusammengefaft sind, nimmt von links nach rechts der Index von & je um 1 ab, der Index
V0M 1 je um 1 zu.,
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A, gehort; aus der dritten Zeile (53) folgt mit = o, = = q, daBl zum Trennparameter
¢ (49, 1) = ¢, (1 +49—1, 1) = ¢ (1 + 49 + 3, 1) der Punkt A, gehort, so daB in der
(49 + 1)-ten Zeile die Folge der Fundamentalpunkte mit A,, A, beginnt. Aus den Sdtzen 18
und 19 findet man dann die iibrigen Punkte dieser Zeile, so wie sie in (56) angegeben sind.
DabB in der dortigen geschweiften Klammer gerade q Folgen der angegebenen Art zusam-
mengefalit sind, folgt aus Satz 16. — Ganz entsprechend, wie es hier fiir die (4q + 1)-te Zeile
ausfiihrlich besprochen wurde, findet man auch die Fundamentalpunkte der Zeilen
(57), (58) und (59).

Zu jeder Strecke des Strukturschemas gehort der Sektor, der von denselben Fundamen-
talpunkten begrenzt wird, wie diese Strecke. Man kann ihn anhand von Figur 1 (Scite 28)
leicht bestimmen.

Damit ist die Aufstellung der Zeilen (56) bis (59) vollstindig erledigt und Satz 17 be-
wiesen.

Als nichstes bringen wir Satz 2o0: Fiir den p-ten Zweig einer beliebigen Apollonischen
Kurve ¢ = 1 liegen sdmtliche cy-Werte tm Intervall

(p—1)w <6, < pr. (62)

Die o,-Werte dagegen nehmen von ¢ = 1 an mit wachsendem c fiir den Anfangspunkt des
p-ten Zweiges monoton und stetig von (p — 1)w ++ « bis Null, fiir den Endpunkt des p-ten
Zwerges monoton und stetig von pr— w bis Null ab. Beweis: Fiir c=1 gehort zum Anfangs-
punkt des p-ten Zweiges der Fall ,, ; = B,_,;, zom Endpunkt des p-ten Zweiges der Fall
& = a, (Satz 13 fiir 1 = 2p — 1 und 1 = 2p; siehe auBerdem (49)). Setzt man in (3) beim
B-Fall n = p — 1, so erhélt man fiir den Anfangspunkt des p-ten Zweiges der Kurvec = 1

6, =0y = (p— 17 + ©; (63)

setzt man in (3) beim «-Fall n = p, so erhilt man fiir den Endpunkt des p-ten Zweiges
der Kurve ¢ =1

6 = 0y = pT— O. (64)

Nun schlielen innerhalb jeder Zeile die o;-Werte (i = 1,2) auch in den FFundamental-
punkten bzw. Trennparametern stetig aneinander und nach (3) nimmt o, fiir jeden der
vier Fille «, B, v, 3 mit wachsendem c monoton und stetig ab und strebt fiir c - co gegen
Null. Damit ist die Aussage von Satz 20 beziiglich ¢; bewiesen. — Wieder aus (3) erkennt
man, daB von ¢ = 1 ab ¢, mit wachsendem c fiir jeden &-Fall («- oder p-Fall) monoton
und stetig steigt, fiir jeden -Fall (y- oder §-Fall) monoton und stetig fillt. Da nun bei
jedem Trennparameter ein Fall der &- und ein Fall der »-Gruppe miteinander abwechseln
(Satz 12), dndert bei jedem Trennparameter innerhalb ein und derselben Zeile des Schemas
6, den Sinn seiner Steigung, ist es vorher monoton gefallen, so steigt es danach monoton
und umgekehrt. AuBlerdem wird o, nur fiir Trennparameter ein Vielfaches von = (Seite
36). Infolgedessen kann lings keiner Zeile ¢, aus dem Intervall nx =6, < (n 4 1)n
heraus, in dem es fiir den Anfang dieser Zeile, d. h. fiir ¢ = 1, liegt. Auf Grund der Voraus-
setzung 0 < o < wf2 ist das fiir den Anfangspunkt des p-ten Zweiges wegen (63) und fiir
den Endpunkt des p-ten Zweiges wegen (64) das Intervall

(p—1)7 =0, = pr. . (65)
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Dann liegen auch alle iibrigen Punkte des p-ten Zweiges im Intervall (65), womit wir
Satz 20 vollstindig bewiesen haben.

Schreibt man die einzelnen in Satz 17 auftretenden Zeilen fiir q = o, 1, 2, . .. in ihrer
natiirlichen Reihenfolge so an, daB jeweils die Enden A, o senkrecht untereinander
zu stehen kommen, so erhilt man das allgemeine Strukturschema, dessen crste acht
Zeilen Figur 12 wiedergibt.

Diskussion des allgemeinen Strukturschemas

Jede ungerade numerierte Zeile des Strukturschemas und die unmittelbar darauf-
folgende, also die niichste gerade numerierte Zeile geben Anfangs- und Endpunkt ein
und desselben Zweiges. Bei jedem solchen Zeilenpaar, das einen Zweig darstellt, steht
unter jedem Punkt A; wieder ein Punkt A,, zu den beiden Punkten A, gehort derselbe
Trennparameter und fiir diesen Trennparameter artet der in Rede stehende Zweig in den
Punkt A, aus. Entsprechendes gilt fiir B;. In der Darstellung des p-ten Zweiges gehore
zu einem solchen untereinanderstehenden Paar A; der Trennparameter ca, zum nichsten
rechts davon auftretenden untereinanderstehenden Paar B; der Trennparameter cg.
Zwischen den beiden Punkten A; und B, liegt in der Zeile fiir den Anfangspunkt des p-ten
Zweiges einer der beiden Punkte A,, B,, wir nennen ihn I, in der Zeile fiir den Endpunkt
des p-ten Zweiges der andere, wir nennen ihn I'. Dann artet der p-te Zweig fiir ¢ = c, in
den Punkt A,, fiir ¢ = cp in den Punkt B, aus (Satz 10) und fiir die dazwischen liegenden
Kurven

cp < C<cCp (66)

durchlduft mit wachsendem c der Anfangspunkt des p-ten Zweiges den Halbkreis A; 1 B,
der Endpunkt des p-ten Zweiges den Halbkreis A, I’ B,, beide in Richtung von A; nach
B,; denn nach (3) dndert sich mit ¢ auch 6, monoton und stetig.

Es liegt nach dem eben Gesagten die Vermutung nahe, dafl die p-ten Zweige der Kurven

CA =C=Cp (67)

die Aquatorkreisfliche!) schlicht iiberdecken. Wir wollen jetzt zeigen, daB dem tatsichlich
so ist.

Weil nach Satz 20 in jeder Zeile die o;,-Werte mit wachsendem ¢ monoton und stetig
abnehmen und weil o, ein Vielfaches von = in den beiden Punkten A; und B; und nur in
diesen annimmt, liegen fiir die Anfangspunkte der p-ten Zweige (67) die o,-Werte simtlich
in ein und demselben Intervall (m — 1)r < 6, < m= (m natiirliche Zahl), wihrend sie fiir
die p-ten Zweige aller iibrigen Kurven c auBerhalb dieses Intervalles liegen. Nach Satz 2o
und Satz 6 sind infolgedessen die p-ten Zweige (67) durch die beiden Bedingungen

(m —1)7 < 6y < mm, (68)
(m und p natiirliche Zahlen)
(p—1n <o, =pm (69)

gekennzeichnet.

) Unter der Aquatorkveisfliche verstehen wir die Kreisfliche der GrundriBebene, die vom Aquator
begrenzt wird, einschlieBlich des Aquators selbst.
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Satz 6 setzt Zweige mit nur reguliiren Punkten voraus, das sind in unserem Fall alle p-ten Zweige (67)
mit Ausnahme der ausgearteten Zweige ¢ = caA, ¢ = ¢ und der p-ten Zweige durch A, und B, bzw.
durch I und I'. Er liefert fiir diese Zweige mit nur reguldren Punkten die Bedingungen (68) und (69)
ohne die Gleichheitszeichen.

Fiir den ausgearteten Zweig ¢ = caA hat man ¢; = mx, fiir den ausgearteten Zweig ¢ = cp hat
man ¢; = (m — 1) = und fiir beide gilt (69) ohne Gleichheitszeichen. Fiir den einen der Punkte A,,
B, gilt 6, = (p — 1) =, {iir den anderen gilt ¢, = p =, fiir beide gilt (68) ohne Gleichheitszeichen und
fiir alle iibrigen Punkte der beiden p-ten Zweige durch A, und B, gilt sowohl (68) als auch (69) ohne
die Gleichheitszeichen.

Das alles zusammen schlieBlich liefert die Bedingungen (68), (69), so wie sie dastehen, zur Charakte-
risierung der p-ten Zweige 67.

Da die i-Sehne (i = 1,2) sich mit zunchmendem o; stets in der gleichen Richtung be-
wegt, d. h. nicht riickldufig wird, solange o; kein Vielfaches von = iiberschreitet, folgt aus
(68) und (69), daB fiir die p-ten Zweige (67) zu verschiedenen o,-Werten auch verschiedene,
d. h. nicht zusammenfallende 1-Sehnen, zu verschiedenen o,-Werten auch verschiedene
2-Sehnen gehoren und deshalb Punkte mit verschiedenen o, 6,-Werte-Paaren nicht zu-
sammenfallen. Also haben zwei p-te Zweige (67) niemals einen Punkt gemeinsam, sie
kénnen sich weder schneiden noch beriihren, es geht durch jeden Punkt der Aquator-
kreisflidche hdchstens ein p-ter Zweig.

Es ist jetzt noch zu zeigen, daB durch jeden Punkt auch tatsichlich einer dieser Zweige
geht. Wir tun dies ausfiihrlich fiir den IFall, dafl p cine ungerade Zahl ist, p = 2q + 1.
Nach Satz 17, Zeile (56) und (57) ist dann I = A,, I’ = B,, wir haben die Anordnung der
Figur 13 und die Bedingung (69) lautet jetzt

2qr < 6, < (2q + )7 (70)

Z 7Zu o, = 2qr gehort A,, zu ¢, = (2q + 1)n

@ gehort B, und deshalb gehoért im Intervall
2 (70) zu einer 2-Sehne ein um so kleinerer
(-3

o,-Wert, je ndher sie an A, liegt, mit wach-

A, ﬂz\ @ sendem o, bewegt sich die 2-Sehne monoton
% \_/ & und stetig von A, nach B,.— Nun sei P ein
beliebiger Punkt im Inneren der Aquator-
kreisfliche. Die 1-Sehne durch ihn, s, treffe
den Halbkreis A, A, B, in Qy, den Halbkreis
A, B, B, in Qy (Figur 14). ¢; sei der Parameter des (2q + 1)-
ten Zweiges (67), dessen Anfangspunkt mit Q; zusammenfillt,

cy sei der Parameter des (2q -+ 1)-ten Zweiges (67), dessen
Endpunkt mit Qg zusammenfillt. Dann gilt

Fig. 13

Ca < ¢ < Cg, Ca < Cy < Cg. (71)

Im Intervall (70) gehére zur 2-Sehne durch Q; der Wert
(62)1, zur 2-Sehne durch Qg der Wert (6,)y1, zur 2-Sehne durch
P der Wert (5,)p. Weil die 2-Sehne durch P einerseits weiter
weg von A, ist als die 2-Sehne durch Q;, andererseits niher
an A, ist, als die 2-Sehne durch Qy (siche Figur 14), haben wir
unter Berufung auf das im Anschlufl an (70) Gesagte

(61 < (Ba)p < (G- (72)

Daf} ganz allgemein die 2-Sehne durch Qrniher an A, liegt, als die 2-Sehne durch Qy, iiberlegt man sich
an Hand von Figur 14 folgendermaBen: Bei der von uns gewdhlten Lage der Apollonischen Punkte
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verlduft fiir o < 2 w < = sowohl die gerichtete Strecke A_2]§; als auch die gerichtete Strecke QTQ?I
von links unten nach rechts oben, die beiden Richtungen schlieBen also einen spitzen Winkel ein.
Infolgedessen lduft auch die senkrechte Projektion der Strecke QIQ—;I auf den Durchmesser A,B,
von links unten nach rechts oben. Aulerdem liegt sie ganz innerhalb des Kreises, d. h. zwischen A,
und B, und aus diesen beiden Tatsachen folgt, da8 Q’r ndher an A, liegt als Q’i1. Die entsprechende
Behauptung fiir P ergibt sich dann aus der Tatsache, dal P zwischen Qr und Qr, demnach P’ zwi-
schen Q’r und Q’m; liegt.

(o4)p sel der ¢;-Wert, welcher der Sehne s, und damit den drei Punkten P, Q; und Oy
im Intervall (68) zukommt. Dann gilt

€= Ly Cn = ey (73)
(61)»’ CH
weiter setzen wir
Cp = ez (74)
(61) p
Wegen (72) gilt dann
¢ < Cp < Cp. (75)

cp liegt also zwischen zwei Parametern ¢; und ¢y des Intervalles (67) (vergleiche (71))
und damit selbst im Intervall (67). Das bedeutet, daB durch P eine Kurve des Intervalles
(67), ndmlich die Kurve mit dem Parameter cp geht, und zwar ihr (2q + 1)-ter Zweig,
denn (o,)p liegt nach Voraussetzung im Intervall (70). Es geht also im Fall p = 2q 4+ 1
durch jeden inneren Punkt der Aquatorkreisfliche tatsichlich cin p-ter Zweig (67). Der
Beweis fiir p == 2q verlduft ganz entsprechend, nur dafl dabei A, und B, ihre Rollen ver-
tauschen. DaB jeder Punkt des Aquators sclbst auf einem solchen Zweig liegt, haben wir
uns bereits auf Seite 52 iiberlegt, sodaB also tatsichlich jeder Punkt der Aquatorkreis-
fliche auf einem p-ten Zweig (67) liegt. Damit ist vollstindig bewiesen, daB die p-ten Zweige
(67) die Aquatorkreisfliche schlicht iiberdecken.

Geht man vom GrundriB} zu den Kurven auf der Kugel sclbst iiber, so liefern die obigen
Uberlegungen und Resultate den Satz 21: In dem Zeilenpaar, das im Strukturschema fiir
¢ = 1 den p-ten Zweig darstellt, bedeutet jede Konfiguration

A7 ﬁ 57

C, G

4 U Z I ist einer der Punkte A,, B,, (76)Y)
I’ ist der andere

A 7 m f 7

& \f 8

eine kontinuierliche Folge von p-ten Zweigen, welche die Kugeloberfliche schlicht itberdecken.
Diese Folge beginnt mit dem in den Punkt A, ausgearteten p-ten Zweig der Kurve ¢ = ca,
von A, aus iiberstreicht der p-te Zweig mit wachsendem ¢ die Kugeloberfldche in Richtung
auf By hin und artet fiir ¢ = cg tn den Punkt B, aus. Zwischen ¢ = cp und ¢ = cp liegt
kein weiterer ausgearteter p-ter Zweig.

Das Gegenstiick zu Satz 21 ist Satz 22: In dem Zeilenpaar, das tm Strukturschema
fiir c = 1 den p-ten Zweig darstellt, bedeutet jede Konfiguration

1) Im allgemeinen Strukturschema sind keine Trennparameter angegeben, da man deren numerische
Werte nicht kennt. Wir verwenden hier die Zeichen ca und ¢p nur, um uns besser verstdndlich machen
zu kénnen.
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B, A A,

c C

) u ¥ I ist einer der Punkt A,, B,, {(77)
I’ ist der andere

B, m A,

Cg L G

eine kontinuierliche Folge von p-ten Zweigen, welche die Kugeloberfliche schlicht iiberdecken.
Diese Folge beginnt wmit dem in B, ausgearteten p-ten Zweig der Kurve ¢ = cp, von B,
aus tiberstreicht der p-te Zweig mit wachsendem ¢ die Kugeloberfliche in Richtung auf A,
hin und artet fiir ¢ = ca tn den Punkt A, aus. Zwischen ¢ = cg und ¢ = cp liegt kein
weiterey ausgearteter p-ter Zweig. Der Beweis von Satz 22 erfolgt genau so, wie der von
uns ausfiihrlich besprochene Beweis von Satz 21, wobei aber A; und B; und damit ¢, und
cyihre Rollen vertauschen.
Weiter gilt Satz 23: Die Konfiguration

t: :
B &)

mit welcher im Strukturschema fiir ¢ = 1 der (2q + 1)-te Zweig beginnt, bedeutet eine kon-
tinuwierliche Folge von (2q + 1)-ten Zweigen, welche die rechte') Halfte der Kugel schlicht iiber-
decken. Diese Folge beginnt bei c =1 mit dem Grofkreis, zu dem die beiden A pollonischen Punkte
symmetrisch liegen (er bildet sich im Grundrif als der senkrechte Durchmesser o u ab, siche
Figur 11 7), von da ab iiberstreicht der (2q -+ 1)-te Zweig mit wachsendem c die rechte Kugel-
hilfte in Richtung auf A; hin und artet fiir ¢ = cp tn den Punkt A, aus.

Die Konfiguration

mit welcher der (2q + 2)-te Zweig?) beginnt, bedeutet eine kontinuierliche Folge von (2q + 2)-
ten Zweigen, welche die linke Kugelhdlfte schlicht iiberdecken, Diese Folge beginnt ebenfalls
bei c=1mit dem Grofkreis,zu dem die A pollonischen Punkte symmetrischliegen, von da ab iiber-
streicht der (2q + 2)-le Zweig mit wachsendem c die linke Kugelhdlfte in Richtung auf B,
hin und artet schlieflich fiiv ¢ = cg in den Punkt B, aus. Der Beweis von Satz 23 erfolgt
ganz édhnlich, wie derjenige von Satz 21. Doch tritt dabei an die Stelle des Halbkreises
A, A, B,, auf dem die Anfangspunkte der in Rede stehenden Zweige und damit der Punkt

1), Rechte Kugelhilite’ im Sinn der Figur II 1; d. h. von den beiden Hiliten, in welche die Kugel
durch die x, z-Ebene geteilt wird, bezeichnen wir als die rechte diejenige, auf welcher die Punkte A,
und B, liegen. Entsprechend ist der Ausdruck , linke Kugelhilfte’" im zweiten Teil des Satzes zu ver-
stehen.

2) Wir setzen hier p = 2q -+ 2 und nicht einfach p = 2q, um in Ubereinstimmung mit der Bezeich-
nungsweise von Satz 17 zu bleiben.
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Qp liegen (siche Figur 14) der entsprechende Zweig der Kurve ¢ = 1, d. h. der Durch-
messer ou, so daf3 von vornherein ¢; = 1 ist.
Satz 1 von Teil 11 ist der Spezialfall des ersten Teils von Satz 23 fiir q = o.

Die Schalenflichen der einzelnen Zweige und die Apollonische Schalenfliche

Die Konfiguration (78) am Anfang des Zeilenpaares (56), (57) bedeutet nach Satz 23
eine IFFolge von (2q - 1)-ten Zweigen, welche beginnend bei ¢ = 1 mit wachsendem c die
rechte Kugelhilfte {iberstreicht und in A, endigt. Die q Folgen A; —~ A, — B; — A,~der Zeile
(56) und die darunter stehenden q Folgen A, - B, — B, — B, — der Zcile (57) bedeuten nach
Satz (21) und (22) eine daran anschlieBende kontinuierliche Folge von (2q 4- 1)-ten Zwei-
gen, welche mit wachsendem c sich g-mal von A, nach B, und wieder zuriickbewegen und
dabei die Kugeloberfliche im ganzen 2q-mal iiberstreichen. Damit sind die (2q + 1)-ten
Zweige der Kurve ¢ = 1 erschopft. Weil die Kurve 1/c aus der Kurve ¢ durch Spiegelung
an der x,z-Ebene entsteht, folgt daraus weiter, daB von ¢ = 1 aus mit abnehmendem ¢
die (2q + 1)-ten Zweige zunichst die linke Kugelhilfte in Richtung auf A, hin iiberstrei-
chen bis schlieBllich ein Zweig in den Punkt A, zusammenschrumpft und von da ab auf
der Kugel q-mal von A, nach B, und wieder zuriickwandern, wobei sie die Kugeloberfliche
2q-mal iiberstreichen bis zu ¢ = o, wofiir der (2q + 1)-te Zweig in A, ausartet.

Die (2q + 1)-ten Zweige zerfallen also in 2(2q) 4+ 1 = 4q + 1 kontinuierliche Folgen,
deren jede die Kugeloberfliche schlicht tiberdeckt und zwischen zwei aufeinanderfolgenden
ausgearteten Zweigen liegt. Wir ordnen nach Art der Riemannschen Fldchen jeder solchen
TFolge eine eigene Kugelfliche (Kugelschale) zu, numerieren die Schalen, beginnend bei
¢ = 0, mit wachsendem Parameter ¢ und bezcichnen die Gesamtheit dieser 4q + 1 Kugel-
schalen als die Schalenfldche des (2q + 1)-ten Zweiges. Der Zweig ¢ = o fillt mit dem Punkt
A, der ersten Schale zusammen, die erste Schale hdngt mit der zweiten im Punkt B, zu-
sammen, die zweite mit der dritten im Punkt A, und so hingen bis zur (2q + 1)-ten
Schale je zwei aufeinanderfolgende Schalen abwechselnd einmal in B,, einmal in A, zu-
sammen. Die 2q-te Schale hingt mit der (2q + 1)-ten, das ist der mittleren Schale, welche
¢ = 1 enthilt, in A, zusammen, diese (2q -+ 1)-te hingt mit der nichsten in A, zusammen
und von da ab hingen je zwei aufeinanderfolgende Schalen abwechselnd einmal in B,, einmal
in A; zusammen. Der Zweig ¢ = oo schlieBlich liegt im Punkt A, der letzten Kugelschale.

Ebenso zeigt man an Hand der Zeilen (58) und (59) und unter Heranziehung der Sitze 21
bis 23, daB} die (2q + 2)-ten Zweige in 2 (2q + 1) + 1 = 4q + 3 kontinuierliche Folgen
zerfallen, deren jede die Kugelfliche schlicht {iberdeckt und zwischen zwei aufeinander-
folgenden ausgearteten Zweigen liegt. Wir ordnen auch diesmal jeder solchen Folge eine
eigene Kugelschale zu, numerieren die Schalen mit wachsendem Parameter ¢ und bezeich-
nen die Gesamtheit dieser 4q + 3 Schalen als die Schalenfldche des (2q + 2)-ten Zweiges.
Sie wird von den (2q + 2)-ten Zweigen schlicht {iberdeckt. Auch diesmal fallt der Zweig
¢=o0 in den Punkt A, der ersten Schale und hidngen zwei aufeinanderfolgende Schalen ab-
wechselnd einmal in B,, einmal in A, zusammen bis zur mittleren, das ist hier die (2q + 2)-
te. Sie hingt mit der ihr vorangehenden diesmal in B,, mit der nachfolgenden in B, zu-
sammen und von da ab hingen je zwei aufeinanderfolgende Schalen wieder abwechselnd
einmal in A,, einmal in B, zusammen. Der Zweig ¢ = oo schlieBlich liegt auch jetzt wicder
im Punkt A, der letzten Schale.

Die Schalenfliche des p-ten Zweiges besteht nach Obigem fiir p = 2q 4+ 1aus4q + 1
= 2p — 1 Schalen, fiir p =2q + 2 aus 4q 4 3 = 2p — 1 Schalen. Das gibt Satz 2z4:

8 Miinchen Ak. Abh. math.-nat. 1962 {Nibauer}



58 III. Beliebige Kurvenzweige

Die Schalenfliche des p-ten Zweiges besteht ans 2p — 1 Kugelschalen oder mit etwas
anderen Worten: Der p-te Zweig iiberstreicht die Kugelschale (2p — 1)-mal.

Die Gesamtheit der Schalenflichen der einzelnen Zweige bezeichnen wir als A pollonische
Schalenfliche. Sie besteht aus unendlich vielen Schalen und wird von der Gesamtheit der
Apollonischen Kurven, die zu ein und demselben Apollonischen Winkel 0 < 20 < =
gehoren, schlicht tiberdeckt.

Wihrend die einzelnen Schalen innerhalb der Schalenfliche ein und desselben Zweiges
in den ausgearteten Zweigen (isolierten Punkten, Seite 31) zusammenhingen, tun die
Schalenflichen je zweier aufeinanderfolgender Zweige dies in den Doppelpunkten, das ist
in den Punkten, die Endpunkt eines Zweiges und zugleich Anfangspunkt des nidchsten
Zweiges ein und derselben Kurve ¢ sind (Seite 31). Es hingt also die Schalenfliche des
(2q -+ 1)-ten Zweiges mit derjenigen des (2q + 2)-ten Zweiges fiir ¢ < 1 in den Punkten
B,, fiir ¢ > 1 in den Punkten B,, die Schalenfliche des (2q + 2)-ten Zweiges mit derjenigen
des (2q + 3)-ten Zweiges fiir ¢ < 1 in den Punkten A,, fiir ¢ > 1 in den Punkten A, zu-
sammen. In den Figuren 8 und 12 ist dieses Zusammenhingen zweier aufeinander-
folgender Zweige jeweils durch das Zeichen % angedeutet.

Aus dem allgemeinen Strukturschema der Figur 1z entsteht dasjenige fiir einen be-
stimmten Apollonischen Winkel 2, indem man die Trennparameter (31) fiir diesen Wert von
2 berechnet und sie in die entsprechenden Ringe zu den Fundamentalpunkten schreibt.
Erst wenn man die numerischen Werte dieser Trennparameter kennt, kann man ent-
scheiden, in welcher Richtung die Linien zwischen den Zeilen fiir Anfangs- und Endpunkt
ein und desselben Zweiges verlaufen, ob von rechts oben nach links unten oder von links
oben nach rechts unten (als Beispiel siehe Figur 8). Daraus ergibt sich dann auch fiir jede
einzelne Kugelschale, ob die beiden Zweige durch die Fundamentalpunkte A, und B,
(¢ > 1) in der Umgebung dieser Punkte auf derselben Seite des Durchmessers A,B, ver-
laufen, auf welcher der andere Aquatorpunkt dieses Zweiges liegt oder nicht. Fiir 20 = § =
z. B. ist die Darstellung des zweiten Zweiges im Strukturschema fiir ¢ = 1 so, wie Figur 15
das zeigt

2w=ir, cz7, zweiter Zweig

und die Apollonischen Kurven, bzw. ihre Grundrisse, auf den drei Kugelschalen dieses
zweiten Zweiges (0 =c = o) haben den in Figur 16 skizzierten Verlauf.?)

Fiir 2w=mn/3 dagegen ergibt sich ausder Darstellung des zweiten Zweiges im Schema der
Figur 8 fiir die drei Kugelschalen des zweiten Zweiges das in Figur 17 skizzierte Bild.

Sowohl fiir Figur 16 als auch fiir Figur 17 wurde zunichst der Kurvenverlauf auf der dritten Schale
und der linken Hilfte der zweiten Schale gefunden, teilweise durch Rechnung, teilweise durch Kon-
struktion (vgl. Seite 46) und daraus dann durch Spiegelung an ¢ = 1 die erste Schale und die
rechte Hilfte der zweiten Schale gewonnen.

In Figur 17 (26> ==/3), dritte Schale, liegt sowohl beim Zweig durch A, als auch beim
Zweig durch B, Anfang und Ende jeweils auf der gleichen Seite des Durchmessers A,B,,

1) Figur 16 und 17 sind auf der Tafel am Schlu8 des Heftes.
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in Figur 16 (20 = #=), dritte Schale, dagegen auf entgegengesetzten Seiten dieses Durch-
messers. DaBl dem so sein muB, kann man auf Grund der folgenden Uberlegung ein-
sehen. In den Punkten A, und B, ist ¢, ein ganzzahliges Vielfaches von =, daher sin g, = 0.
Die Gleichungen II (34) und II (33), die nach Seite 71 auch fiir beliebige Zweige gelten,
vereinfachen sich deshalb fiir den vorliegenden Fall zu

tg p = ctg o, (80)
dx sin o, dy sin o,
el e e e (81)
doy 2cos o’ dog 2 sin

(80) besagt, daB} in den Punkten A, und B, der Zweig den Kreis beriihrt, aus (81) ent-
nimmt man, daB in der Umgebung dieser Punkte mit wachsendem o, sowohl x als auch y
abnehmen, wenn sin ¢; > o ist, daf§ sie zunehmen, wenn dort sin 6, < o ist. Man kann
statt dessen auch sagen: In A, und B, lduft die positive Tangentenrichtung von rechts
unten nach links oben, wenn ¢, in einem Intervall

(zk 4 1) @ > 6; > 2kn (82)1)
liegt, sie liuft von links oben nach rechts unten, wenn ¢, in einem Intervall
2kn > 6, > 2k — 1) = (83)

liegt. Vorausgesetzt ist dabei, daB die Fundamentalpunkte so liegen, wic wir das immer
angenommen haben und wie es auch in Figur 16 und 147 der Fall ist und dafl ebenso wie
in Teil IT die 4- x-Achse nach unten, die - y-Achse nach rechts liuft. Nun ist o; in A,
ein geradzahliges Vielfaches, in B, ein ungeradzahliges Vielfaches von =. Daher liegt fiir
alle Kugelschalen, die im Strukturschema durch eine Konfiguration der Form (76), durch
eine Konfiguration also, die links mit A, beginnt und rechts mit B, endigt, o, stets in
einem Intervall (83), dagegen fiir alle Kugelschalen, die durch eine Konfiguration der
Form (77) dargestellt werden, also B, links, A, rechts, o, in einem Intervall (82) liegt.
Damit haben wir zundchst ganz allgemein gefunden: Die positive Tangentenrichtung in
A, und B, verlduft auf Schalen, die durch eine Konfiguration (76) dargestellt werden,
von links oben nach rechts unten, auf Schalen, die durch eine Konfiguration (77) dar-
gestellt werden, von rechts unten nach links oben.

Nun wird die dritte Schale des zweiten Zweiges durch
eine Konfiguration (77) dargestellt, also geht in A, und
B, die positive Tangente von rechts unten nach links
oben. B, ist auf dieser Schale Anfang eines Zweiges, A,
Endpunkt eines Zweiges. Die beiden Zweige durch diese
Punkte verlaufen deshalb in deren Umgebung so, wie
Figur 18 das andeutet, bei A, unterhalb, bei B, ober-
halb des Durchmessers A,B, und fiir 2 ==/3 liegt nach
Figur 8 der Endpunkt des Zweiges durch B, im Sektor 4,
also auf derselben Seite von A,B, wie der Anfang dieses
Zweiges und der Anfangspunkt des Zweiges durch A, im
Sektor 2, also auf derselben Seite von A,B,, wie das
Ende dieses Zweiges. Fiir 2o == 3n dagegen liegt nach
Fig. 18 Figur 15 der Endpunkt des Zweiges durch B, im Sektor 1,

) Wir schreiben die beiden Intervalle (82) und (83) so an, daB von links nach rechts die o,-Werte
fallen, weil auch im Strukturschema und damit in den Konfigurationen (76) und (77) o, von links nach
rechts abnimmt.

g
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also auf der entgegengesetzten Seite von A,B, wie der Anfang dieses Zweiges und der
Anfang des Zweiges durch A, im Sektor 3, also ebenfalls auf der entgegengesetzten Seite
von A,B,, wie das Ende dieses Zweiges. Dem entspricht der verschiedene Charakter des
Kurvenverlaufes auf den dritten Schalen in Figur (17) und (16).

Bestimmung von Aquatorpunkten nach Satz 17

Wir zeigen jetzt, wie man sich fiir einen beliebigen Zweig einer Kurve mit vorgegebenem
Parameter ¢ und vorgegebenem Apollonischen Winkel 2w Anfangs- und Endpunkt verschaf-
fen kann. Man braucht dazu gar nicht das Strukturschema selbst, sondern entnimmt die bei-
den fraglichen Zeilen aus Satz 17 unmittelbar und berechnet nach (31) die ntigen Trenn-
parameter. Wir nehmen als Beispiel den 7. Zweig der Kurve ¢ = 1,5 mit dem Apollonischen
Winkel 2 = $=. Sein Anfang ist der 13., sein Ende der 14. Aquatorpunkt. Wir setzen
13 = 4q + 1, 14 = 4q + 2 mit q = 3.

Anfangspunkt: Aus Satz 17, Zeile (56) mit q = 3 und unter Heranzichung von (49)
entnimmt man fiir den 13. Aquatorpunkt die folgende Fall- und Sektorenfolge

ﬁe 8o %g 11 B5 81 % Y2 A A (84)
1 I 4 4 I I 4 4

und berechnet zur Orientierung nach (31) ein oder zwei Trennparameter, die schitzungs-
weise in der Nihe des Wertes ¢ = 1,5 liegen. Wir berechnen zu diesem Zwecke

2+ 4

—_— . 12 1
¢ (B v1) = 423 1% < 13,
(85)
3 dd 4 1
C (o, 1)=4—_2_/3:13‘>1'2'
und tragen sie zwischen die entsprechenden Fille ein. Die Folge
T 1% B 3 1% o (86)
4 I 2 4
zeigt, daB wir nur noch den Trennparameter c, (2, 8;) brauchen. Man findet fiir ihn aus (31)
2+4+2/3
ce (Bs 81) = Seoprmme s (87)
hat damit die Folge
71 1% B 1% 9 (88)
.

und erkennt, daf der Anfangspunkt des 7. Zweiges der Fall 3; ist und im Sektor 1 liegt.
Fiir seine s-Werte findet man aus (3) Fall ) mit n = 5

0'1=£3(10+%)1c=414~57r, 62=%X§—;7‘C=6?W. (89)

Probe: 44% + 6% = 10%; 6, + 0, = 10} nin Ubereinstimmung mit der ersten Gleichung (3) 8).

Endpunkt: Aus Zeile (57) von Satz 17 und wieder unter Heranzichung von (49) ent-
nehmen wir die Folge

o 3, Bs 1 o 3 1% B S (90)
3 2 2 3 3 2 2
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Den Trennparameter c; (B, 8;) > 1,5 kennen wir bereits aus (87) und haben ihn des-
halb gleich in (9o) eingeschrieben. Wir berechnen jetzt noch

2+5

¢ (% 81) = 5—2/3 g iy
1
2F 5723 g . 91)

Ct (aﬂ’ Yl) = _'_5"_'— = 1'1—5 < 17

und aus der Folge
Yk e 1B 3 (92)
3

erkennt man, daB der Endpunkt des 7. Zweiges der Kurve ¢ = 1,5 der Fall « ist und im
Sektor 3 liegt. Aus (3) Fall &) fiir n = 6 findet man fiir seine s-Werte

cl=£—5(12—»§)n=4i857r, op=> X Bn=06%m. (93)

Probe: 4% -+ 64 = 11}; 0 -+ 0, = 11} n in Ubereinstimmung mit der ersten Gleichung (3) «)-
Figur 19 zeigt den 7. Zweig der Kurve ¢ =1,5, 20 = § =. Um ihn skizzieren zu konnen,
wurden zunichst mit den c-Werten (89) und (93) Anfangs- und Endpunkt eingezeichnet
und nach 11 (34) die zugehorigen Tangenten berechnet; es ergab sich fiir den Anfangspunkt
tg u = — 0,182, fiir den Endpunkt tg @ = + 0,034. SchlieBlich wurden durch Konstruk-

tion vom Anfang des Zweiges aus (S. 36) noch zwei Zwischenpunkte gewonnen, womit die
Gestalt desZweiges geniigend genaufestlag.

S
S
§
S

Zusatz: Aus Satz 25 ergibt sich, daB dieser 7. Zweig der Kurve c=1,5=4% mit dem ersten
Zweig dieser selben Kurve zusammen fillt und auch in gleicher Richtung durchlaufen wird.
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Kurven mit rationalem ¢

Der Parameter set jetzt eine rationale Zahl

P

e (94)
wo p und q ganze, teilerfremde Zahlen bedeuten. Es ist dann
P =cq, 2pr = 2¢qm. (95)
6, oy sei ein Wertepaar, das zu einem Punkt der Kurve ¢ gehort. Dann gilt
o'y = Coy (96)
und es geniigt auch das Wertepaar
6] =64y + 2qrw, 6"y = oy + 2pw (97)
der Gleichung 6’y = ca’}- (98)
Denn wegen (g95) und (g6) gilt
oy + 2pn = ¢ (67 + 2qm). (99)

Weil ¢’y und 6" sich um ein Vielfaches von 2= unterscheiden, gehort zu thnen beiden
die gleiche 1-Sehne und aus demselben Grund gehért zu o, und ¢”, dieselbe 2-Sehne.
Aus der Grundriffkonstruktion folgt damit, dafl der Punkt ¢’y, ¢’y mit dem Punkt o7, o’
zusammenfdllt. Versteht man unter ¢%, o, den laufenden Punkt des ersten Zweiges, so
bedeutet demnach 6’7, ¢’y den laufenden Punkt eines Kurvenzweiges, der mit dem ersten
zusammenfillt und in gleicher Richtung durchlaufen wird, wie dieser. Da fiir den ersten
Kurvenzweig ¢, im Intervall 0 = oy == liegt, verlduft das zugehorige ¢’ nach (97) im
Intervall 2pn = 6"y =< (2p + 1) = und es handelt sich deshalb bei diesem mit dem ersten
zusammenfallenden um den (zp + 1)-ten Kurvenzweig (Satz zo). Ebenso iiberlegt man
sich, daf} der (2p + 2)-te Zweig mit dem zweiten und allgemein der (zp -+ p)-te Zweig
(¢ natiirliche Zahl) mit dem p-ten Zweig zusammenfillt und in gleicher Richtung durch-
laufen wird, wie dieser. Das kommt darauf hinaus, daB3 der Anfangspunkt des (2p + 1)-ten
Zweiges mit dem Anfangspunkt des ersten zusammenfillt und von da ab die ganze Kon-
figuration der ersten 2p Zweige wieder von vorne beginnt. Der Endpunkt des 4p-ten
Zweiges insbesondere féllt mit dem Endpunkt des 2p-ten zusammen. Ganz ebenso iiber-
legt man sich, daBl der Anfangspunkt des (zlp - 1)-ten Zweiges (I natiirliche Zahl) mit
dem Anfangspunkt des ersten zusammenfillt und von da ab wieder die Konfiguration
der ersten 2p Zweige von neuem beginnt, wobei jeweils der (2lp + p)-te Zweig (p =
1,2, ..., 2p) mit dem p-ten zusammenfillt und in gleicher Richtung durchlaufen wird
wie dieser.

Wir wollen im folgenden zwei Kurvenzweige nur dann als gleich bezeichnen, wenn sie
zusammengallen wn d in gleicher Richtung durchlaufen werden, und in konsequenter Fort-
setzung dieser Ausdrucksweise bezeichnen wir zwei ausgeartete Zweige, die in denselben Fun-
damentalpunkt zusammenfallen nur dann als gleich, wenn in ihnen o, (der Abstand, der kein
Vielfaches von = ist) in gleicher Richtung gezdihlt wird. Dann sind nach dem eben Gesagten
der p-te und der (2lp+p)-te Kurvenzweig gleich, es gibt hichstens 2p voneinander verschie-
dene Kurvenzweige, und diese werden bereits durch die 2p ersten Zweige reprisentiert. Wir
wollen jetzt zeigen, daB die 2p ersten Zweige sdmtlich in dem eben definierten Sinn von-
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einander verschieden sind, so daB also nicht héchstens, sondern genaw 2p voneinander
verschiedene Kurvenzweige existieren. Dabei setzen wir voraus

p>1, (100)

womit wir die Kurve p : q = 1 : 1 bzw. das Gleichheitszeichen in (g4) ausschlieBen.
6y, o = Co’y sei ein Aquatorpunkt des ersten Zweiges der Kurve ¢ und der Punkt
6"}, 6’y = cc’; derselben Kurve ¢ falle mit ihm zusammen. Zunichst setzen wir voraus,
daB weder ¢, noch o'y ein Vielfaches von = ist. Sollen die beiden zusammenfallenden
Aquatorpunkte zu Zweigen gehoren, die gleich sind im Sinne unserer obigen Definition,
so miissen sowohl fiir i = 1, als auch fiir i = 2 die sphirischen Abstinde ¢’; und ¢"; in
gleicher Richtung gezéhlt werden, woraus unmittelbar folgt, daB ¢’; und ¢”’; sich je um
ein Vielfaches von 2% unterscheiden miissen. Wiirden ndmlich ¢, und ¢’ und zugleich o,
und ¢”’y in entgegengesetzter Richtung gezihlt, so wiirden die beiden Zweige in entgegen-
gesetzter Richtung durchlaufen (vgl. den Hilfssatz auf S. 64), wire nur fiir ein Paar ¢’;,
¢”’; der Richtungssinn verschieden, so gehérten in der Umgebung des Aquatorpunktes zu
gleichen k-Sehnen (k # i) verschiedene i-Sehnen und die beiden Zweige wiirden gar nicht
zusammenfallen.
Sei nun
6’y = 6y + 2pm mit 0 < p < p (p ganze Zahl); (101)
dann ist
1 4
¢’y = s (6y + 2pm) = oy + Gam= o) + ?271: * ¢y + 2um, (102)

wo p eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Denn wegen der Voraussetzung p > 1 und p
und q teilerfremd, kann der Bruch pq/p fiir o < p < p nicht ganzzahlig sein. Da der Punkt
61, 63 ein Punkt des ersten Zweiges ist, liegt wegen (101) in Verbindung mit Satz 20 der
Punkt 6’7, ¢’y auf dem (2p + 1)-ten Zweig und deshalb besagt die Ungleichung in (102),
daB fiir p < p der erste und der (2p 4 1)-te Zweig nicht gleich sind.

Jetzt betrachten wir den vorhin ausgeschlossenen Fall, daBl entweder 6’ oder o, ein
Vielfaches von = ist. Der Punkt o7, ¢’ féllt dann in einen der Fundamentalpunkte.

Ist 6’y ein Vielfaches von =, so ist es gleichgiiltig, in welcher Richtung ¢’y und ¢”, gezéihlt
werden, ihr Unterschied muB3 aber trotzdem ein Vielfaches von 27 sein, und zwar ist das
in diesem Fall nétig, damit die beiden Punkte tiberhaupt zusammenfallen. ¢’}, o', ist jetzt
ein Doppelpunkt (Satz 10), in dem der erste und der zweite Zweig zusammenhingen.
Soll der (zp + 1)-te Zweig in der Umgebung dieses Punktes in derselben Richtung durch-
laufen werden wie der erste, so miissen ¢’; und 6"} in gleicher Richtung gezihlt werden,
deshalb miissen sie sich um ein Vielfaches von 2w unterscheiden. Aus dem allen erkennt
man, daBl (102) und die daraus gezogenen Folgerungen unveridndert auch in diesem Fall
ihre Giiltigkeit behalten.

Ist 6’ ein Vielfaches von =, so ist es gleichgiiltig, in welchem Sinne man ¢’ und ¢’}
zdhlt, aber ihr Unterschied muBl auch jetzt wieder ein Vielfaches von zx sein, damit die
beiden Punkte 6%, o und ¢’}, 6"y liberhaupt zusammenfallen. Es handelt sich jetzt um
einen ausgearteten Kurvenzweig (Satz 10) und auf Grund unserer Verabredung iiber die
Gleichheit derartiger Zweige (Seite 62) muB} auch jetzt (101) gelten, womit dann ebenfalls
wieder (102) und die daraus gezogene Folgerung gilt.

Bedenkt man noch, daBl die Kurven c und 1/c durch Spiegelung auseinander hervorgehen,
so hat man auf Grund der bisherigen Untersuchungen den folgenden fiir beliebige c-Werte!)

1) Wegen ¢ = 1 siche den Text zwischen Satz 26 und 27.
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giiltigen Satz 25: Die Kurve c = p|q (p und q teilerfremde, natiirliche Zahlen) besitzt genau2p
voneinander verschiedene Zweige, d. h. Zweige, die entweder nicht zusammenfallen oder wenn
sie zusammenfallen, in enigegengesetzter Richtung durchlaufen werden. Die ersten 2p Zweige
stellen bereits ein solches 2p-tupel voneinander verschiedener Zweige dar. Der Anfangspunkt
des (2p -+ 1)-ten Zweiges fallt wieder mit dem Anfangspunkt des ersten Zweiges zusammen
und es beginnt mit thm die ganze Konfiguration von vorne. Allgemein fdlit der Anfangspunkt
des (2lp + 1)-ten Zweiges (1 natiivliche Zahl) mit dem Anfangspunkt des ersten Zweiges zu-
sammen und es beginnt mit ihm die Konfiguration der ersten 2p Zweige von neuem,

Fiir das folgende brauchen wir den Hilfssatz: Fallen die beiden Aquatorpunkie o'y, 6’
und c’’y, ¢”y ein und derselben Kurve c zusammen und wird o'y in entgegengesetzter Richtung
wie ¢y gezdhlt, ¢’y tn enigegengesetzter Richtung wie ¢y, so ist der eine der beiden Punkte
Anfangspunkt eines Zweiges Z;, der andere Endpunkt eines Zweiges Zy und die beiden
Zweige fallen zusammen, werden aber in entgegengesetzter Richtung durchlaufen. Beweis: Die
Konstruktion des Zweiges Z; von seinem Anfangspunkt aus ist im vorliegenden Fall iden-
tisch mit der Konstruktion des Zweiges Zy von seinem Endpunkt aus (vgl. S. 36/37).

'), 6y = ca’y sei wieder ein Aquatorpunkt einer Kurve (94). Mit diesem féllt der Punkt

¢’y = 2qn — o, (103)

®5)
¢’y = 2prn— 0oy =cC(2qn —6)) =cC6'] (104)

zusammen, fiir den ¢’} in entgegengesetzter Richtung wie ¢ gezdhlt wird und 6", in
entgegengesetzter Richtung wie ¢’. Trigt man nidmlich auf dem Aquator von A, aus den
Bogen ¢’ in der einen, den Bogen ¢’} in der anderen Richtung ab, so fallen wegen
¢, -+ ¢} = 2qn die Enden dieser beiden Bogen zusammen und Entsprechendes gilt wegen
6’s + ¢’y = 2pw auch fiir die Bégen ¢, und ¢’%.

', 6’ und ¢}, 6" stellen also zwei zusammenfallende Aquatorpunkte ein und der-
selben Kurve ¢ dar und gehoren deshalb nach dem Hilfssatz zu zwei Kurvenzweigen, die
zusammenfallen, aber in entgegengesetzter Richtung durchlaufen werden.

6’y liege nun im Intervall

(e — 1) = <6y = pm, (p natiirliche Zahl); (105)
dann liegt wegen der ersten Gleichung (104) ¢’y im Intervall
(ecp—p)n=cys{2p—p+1)=% (106)

und gehort nach Satz 20 der Punkt 67, 6’y dem p-ten, der Punkt ¢}, ¢’y dem (2p — p + 1)-
ten Kurvenzweig an und das bedeutet, da3 der g-te und der (2p — p + 1)-te Kurvenzweig
zusammenfallen, aber in entgegengesetzter Richtung durchlaufen werden. In Verbindung

mit Satz 25 folgt daraus Satz 26: Die Kurve c = —2 (o=c= o0, p, q tetlerfremde, natiir-

liche Zahlen) besteht aus genaw p nicht zusammenfallenden Kurvenzweigen. Die p ersten
Zweige bilden bereits ein derartiges p-tupel nicht zusammenfallender Zweige; jeder weilere
Zweig fallt mit einem der p ersten Zweige zusammen, und zwar wird die Konfiguration dieser
p Zweige immer abwechselnd einmal in derselben Rethenfolge und Richtung wie die ersten
p Zweige, dann in wmgekehrter Reihenfolge und Richtung wie diese durchlaufen. Insbesondere
fdllt der Endpunkt des p-ten mit dem Anfangspunkt des (p + 1)-len Zweiges und der End-
punkt des 2p-ten und der Anfangspunkt des (2p + 1)-ten Zweiges mit dem Anfang des ersten
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zusammen. Der obige Beweis von Satz 26 setzt ¢ > 1 voraus. Seine Richtigkeit auch fiir
¢ < 1 folgt dann durch Spiegelung an der x-Achse. Daf} er auch fiir ¢ = 1 gilt, erkennt
man unmittelbar. In diesem TFall ist zu setzen ¢ = }, also p = 1 und die Kurve c =1
besteht bekanntlich aus dem unendlich oft iiberdeckten Durchmesser der x-Achse und
zwar wird dieser immer abwechselnd einmal von u nach o, einmal von o nach u durch-
laufen.

Fiir ganzzahligesc = n (n = 1, 2, 3, . . .) wird p = n und man erhiilt als Sonderfall von
Satz 26 den Satz 2%: Die Kurve c=n (n=1, 2, 3, ...} besitzt genau n nicht zusammen-
fallende Zweige. Dasselbe gilt wegen der Symmetrieeigenschaft 2. von Seite 7 auch fiir
die Kurve ¢ = 1/n.

Kurven, deven c-Wert nahe an I liegt

Je niher bei festgehaltenem Winkel 20 der Wert von ¢ an 1 liegt, desto linger treten
unter den Aquatorpunkten der Kurve c¢ nur g-Fille auf und desto seltener schiebt sich
zwischen die g-Fille ein v-Fall ein. Man kann das an Hand der Formeln (31) bestitigen,
doch ist es einfacher, unmittelbar auf (3) zurlickzugreifen, so wie wir das im folgenden tun.

Wir suchen zunichst den letzten «-Fall einer Kurve ¢> 1 mit Apollonischem Winkel 2w,
dessen o, noch kleiner ist als der n-te y-Fall, oder etwas anders ausgedriickt, wir suchen
den letzten ganzzahligen Wert von r, fiir welchen gilt «;<y,, wobei n im Einzelfall eine fest
vorgegebene ganze Zahl bedeutet. Aus der Gleichung fiir o, in (3) «) entnehmen wir fiir
ganzzahliges r

.|

c+ 1

oy = (2rm — 20), (107)

aus (3) y) entnehmen wir
4

=g (2nm — 20). (108)

Voriibergehend fassen wir r als kontinuierliche Variable auf, die also nicht nur ganz-
zahliger Werte fihig ist und suchen den r-Wert, fiir welchen gilt

% = Yn- (109)

Durch Gleichsetzen der rechten Seiten von (107) und (108) erhidlt man fiir ihn die
Gleichung

1 1
Ghre (2rr —20) = — (2nm — 2w) (110)
oder
c+ 1
Cul e (2nt — 20) + 2w. (111)
Nun setzen wir
c+1 2
¢=1+ A, woraus folgt — o=l + w (112)
und
(O]
o =T woraus folgt 20 = 271m. (113)

9 Minchen Ak, Abh, math.-nat. 1962 [Nibauer)
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Damit formen wir (111) um in

4nm — 477

2rr = (1 + %) (2n® — 27n) + 27r = 20w + A

und erhalten daraus schlieBlich als Wert r,, welcher die Gleichung (109) erfiillt

2n — 2
r, =n-+ TT (114)

Fiir r < r, ist in (110) die linke Seite kleiner als die rechte, fiir r > r, ist es umgekehrt.
Daraus folgt weiter (siehe (109))
firrZrn, it oZ e (115)
Auf ganz dieselbe Weise findet man aus (3) auch die Werte r, fiir die Kombinationen
B,v; «, 3 und B, d und hat damit im ganzen die vier Gleichungen

2n — 27
a:Y: rn=n+—_A_:
2n — 27
B, r: r,=n—2t 4 TR
(116)
2n + 27
«, 3: rn=n+2-r+—T—,
2n + 2
g, 8: rn=n+—1——r

Dabei besagt z. B. die dritte Zeile (116), das ist die Zeile, die mit «, 3 beginnt: Fiir ganz-
zahliges 1 < 1, ist o, < 3,, fiir ganzzahliges r > r, ist o, > 8,. Die Bedeutung von A
und = ist aus (112) und (113) zu entnehmen.

Wie man sich leicht iiberzeugt, gilt in allen vier Fillen (116)

2
Tpy1 =T+ 1+ ™ (117)

(116) und (117) bestétigen unsere zu Beginn aufgestellte Behauptung, da unter der Vor-
aussetzung gleichen Apollonischen Winkels 2 unter den Aquatorpunkten um so linger nur
¢-Fille auftreten und sich die »-Fille in um so groeren Absténden einschieben, je ndher
¢ an 1 liegt, d. h. je kleiner A ist.

Als Beispiel fiir die Anwendung der Formeln (116) und (117) bringen wir die Kurve

Cy—R1My—L o¢ 20 =13, (118)
Nach (112) und (113) haben wir hier
A=g, 2t =1 (119)

Der erste »-Fall ist der Fall §,. Wir finden fiir ihn aus der dritten und vierten Zeile (110)
mitn = o0

h e (e
o, 8" Tpmgoting o 3y

3, e (120)
[ 0_‘.3_33'
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Aus der ersten Gleichung (120) folgt «, < 8, < «, aus der zweiten Gleichung (120) folgt
Bs < & < B, und das zusammen gibt

Bs < 8 < o, (121)

d. h. die ersten sieben Aquatorpunkte sind £-Fille, ndmlich By, «;, By, %a B2 %5, Bs = &i,
der achte Aquatorpunkt ist 8,, dann geht es, beginnend mit «, = %, mit £-Fillen so lange
weiter, bis der Fall n, = v, auftritt. Um festzustellen, der wievielte Aquatorpunkt das ist,
berechnen wir aus der ersten und zweiten Gleichung (116) mit n = 1

o, Y1: r, =1+ 10 (2—3) = 173,
. ! ’ (122)
B, ¥i1: n=1—++10(2—3) = 173.

Aus der ersten Zeile (122) folgt oy, < v, < 4y, aus der zweiten folgt By < v1 < P
Beides zusammen ergibt

Bir < Y1 < e, (123)

d. h. auf B,, folgt v;. Von a, = &, bis B,; = & treten also ununterbrochen nur g-Fille auf.
Mit

2
1+ A= (124)
erhilt man aus (117) und (120)
®, 8;: 1, = Iy + 21 = 24%,
1 (125)
B, 3: I, =Ty + 21 = 245
und daraus weiter
Bau < 8y < ot (126)

Nachdem im vorliegenden Fall der Zuschlag ry; — rn = 21 eine ganze Zahl ist, wiirde es genii-
gen, diese einfach zu den Indizes von B und « in (121) zu addieren. Man kommt so zu (126) ohne den

2
Umweg iiber (125). Im allgemeinen, d. h. fiir beliebige c-Werte, wird aber der Zuschlag 1 - o nicht

ganzzahlig sein; dann muB man so vorgehen, wie wir das hier getan haben, man bildet die (125) ent-
sprechenden Gleichungen und kann erst hieraus den fraglichen Index als die nichstkleinere bzw.
nichstgroBere ganze Zahl bestimmen.

Ebenso findet man mit (124) aus {117) und (122) bzw. (123)

Bss < Y2 < Go. (127)

Da es sich in unserem Beispiel (118) um eine Kurve mit rationalem c handelt, kénnen
wir als Probe Satz 26 heranziehen. Mit der dortigen Bezeichnungsweise haben wir p = 11,
die ersten 11 Zweige der Kurve fallen demnach nicht zusammen, wihrend der 12. bis
22. Zweig mit dem 11. bis 1. zusammenfillt, und zwar jeweils der (23 — p)-te mit dem
e-ten Zweig, wobei der Anfangspunkt des einen sich mit dem Endpunkt des anderen
deckt und umgekehrt und sowohl o, als auch ¢, fiir die beiden aufeinanderliegenden
Aquatorpunkte in entgegengesetzter Richtung gezihlt werden. Nun ist nach (121) samt
zugehorigem Text B, der 7. und §, der 8. Aquatorpunkt unserer Kurve ¢ = 1,1, d. h.
der Anfangspunkt des 4. Zweiges ist ein B-Fall, der Endpunkt ein 3-Fall. Nach dem eben
Gesagten mubl dann der Anfang des (23 — 4)-ten = 19. Zweiges ein Fall y, das Ende des

9*
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19. Zweiges ein Fall « sein. Man erkennt leicht, daBl dem tatsédchlich so ist. o, ndmlich ist
der 36. £-Fall, vor ihm kommen bei der Kurve ¢ = 1,1 wegen (121), (123) und (126)
genau zwei 7-Fille, nimlich §, und vy,; infolgedessen ist a5 der 38. Aquatorpunkt, d. h.
der Endpunkt des 19. Zweiges und der ihm auf Grund von (123) unmittelbar vorhergehende
Fall v, der Anfang des 19. Zweiges. — Mit dem 23. Zweig beginnt gemif Satz 25 die Kon-
figuration der ersten 22 Zweige wieder von vorne. Infolgedessen muB3 der Anfang des
(22 + 4)-ten = 26. Zweiges ein Fall 8, sein Ende ein Fall § sein. An Hand von (126)
erkennt man, daB dies auch tatsichlich zutrifft. Denn B,, ist der 49. Fall &, vor ihm
kommen bei der Kurve ¢ = 1,1 noch genau zwei #-Fille, nimlich §, und vy,, so daB f,
der 51. Aquatorpunkt und damit der Anfang des 26. Zweiges ist. Nach (126) folgt unmittel-
bar auf ihn 3, als Ende des 26. Zweiges. Entsprechend findet man aus (127), daf der
41. Zweig mit vy, beginnt und mit «s, endigt, in Ubereinstimmung mit Satz 26 bzw. Satz 25.

Figur 2o gibt die ersten 11 Zweige der Kurve ¢ =1,1, 20 =x/3 samt Durchlaufungssinn
und Fille der Aquatorpunkte. Auf Grund des oben Gesagten bzw. von Satz 26 hat man
damit bereits jeden beliebigen Zweig samt Durchlaufungssinn. Die Fille der Aquator-
punkte eines solchen beliebigen Zweiges kann man aus den in Figur 20 angegecbenen
Fillen dann so feststellen, wie das oben fiir den 19. und 26. Zweig geschehen ist.

Fiir die «-Fille wird sowohl o, als auch 6, in entgegengesetzter Richtung gezihlt, wie
fiir die B-Fille. Ist von den beiden Aquatorpunkten ecines Zweiges der eine ein «-, der
andere ein B-Fall, so fithrt der Zweig demnach von einem Sektor zu dem ihm gegeniiber-

2w=37§, c=17

liegenden (Satz 8) und eine Folge von £-Fillen ohne einen #-Fall dazwischen bedeutet
demnach eine Folge von ungefihr halb so viel Zweigen, die simtlich zwischen den beiden
gleichen gegeniiberliegenden Sektoren, entweder zwischen 1 und 3 oder zwischen 2 und 4
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hin und herpendeln. Weil die Kurven ¢~ 1 dadurch gekennzeichnet sind, daB die einzelnen
n-Félle sich nur in groBeren Abstinden zwischen die Z-Fille einschieben, springt bei
ihnen, beginnend mit dem Sektor 1, erst eine Anzahl von Zweigen zwischen den Sektoren
1 und 3, dann eine Anzahl von Zweigen zwischen den Sektoren 2 und 4, dann wieder eine
Anzahl von Zweigen zwischen den Sektoren 1 und 3 hin und her usw. Zwischen je einer
solchen Folge von Zweigen zwischen 1 und 3 und einer solchen zwischen 2 und 4 oder auch
umgekehrt, kommt jeweils ein Zweig, der von einem Sektor zu einem benachbarten fiihrt,
nimlich der Zweig, bei dem der %-Fall auftritt. Denn der eine Aquatorpunkt dieses Zwei-
ges ist ein £-Fall, der andere ein #-Fall, so daBl im Endpunkt dieses Zweiges nur einer der
beiden sphirischen Abstinde oy, 0, in entgegengesetzter Richtung auf dem Aquator
gezédhlt wird, wie im Anfangspunkt und infolgedessen iiberspringt dieser Zweig nur einen
der beiden Halbmesser A;B, und A,B, (siehe die Figuren zu (3) und Satz 8). Bei der
Kurve ¢ = 1,1 z. B. haben wir festgestellt, daB} der erste »-Fall der Endpunkt des 4. Zwei-
ges, der zweite v-Fall der Anfang des 19. Zweiges, der dritte »-Fall der Endpunkt des
26. Zweiges und der vierte v-Fall der Anfang des 41. Zweiges ist. (Fiir das Folgende siehe
Figur 20.) Dementsprechend verlaufen ihre ersten 3 Zweige zwischen den Sektoren I
und 3, der 4. Zweig fithrt von 3 nach 4, die nichsten 14 Zweige springen zwischen den
Sektoren 2 und 4 hin und her, der 19. Zweig fithrt von 4 nach 3, die nichsten 6 Zweige
springen wieder zwischen I und 3 hin und her, der 26. Zweig fithrt von 3 nach 4, die nich-
sten 14 Zweige pendeln wieder zwischen 2 und 4 hin und her, der 41. Zweig fiithrt von
4 nach 3 usw., immer 6 Zweige zwischen 1 und 3, 14 Zweige zwischen 2 und 4 und da-
zwischen jeweils 1 Zweig der von 3 nach 4 oder von 4 nach 3 fiithrt.

Bei einer Kurve ¢ ~ 1 mit irrationalem c sind keine zwei Zweige gleich und man kann
deshalb aus einer endlichen Anzahl von Zweigen am Anfang der Kurve nicht so einfach,
wie das fiir ¢ = 1,1 geschehen ist, auf den genauen Verlauf der tibrigen Zweige schlieBen.
Doch bleibt auch in diesem Fall als wesentliches Merkmal, da8 die Kurve sich aus Folgen
von Zweigen zusammensetzt, die zwischen zwei gegeniiberliegenden Sektoren hin- und
herlaufen und daB zwischen je zwei solchen Folgen ein Zweig auftritt, der von einem
Sektor zu einem ihm benachbarten fiihrt.

Wir haben die Untersuchungen unter der Voraussetzung ¢ > 1 gefiihrt. Aus der Sym-
metrieeigenschaft 2. von S. # erkennt man, daB3 der eben beschriebene Kurvenverlauf
aber auch fiir nahe an 1 gelegene Werte ¢ < 1 charakteristisch ist.

Die Kurven ¢ > 1 und ¢ ~ 0

Tiiir grofes ¢ = 6, : 6;, wir schreiben dafiir ¢ > 1, bewegt sich dic 2-Sehne wesentlich
schneller als die 1-Sehne, so daB die 1-Sehne ihre Lage nur wenig dndert, wenn die 2-Sehne
die gesamte Kreisfliche von A, bis B, oder umgekehrt véllig tiberstreicht. Daraus folgt,
daBl die einzelnen Zweige einer Kurve ¢ > 1 sidmtlich innerhalb schmaler Streifen
verlaufen, die von je zwei nahe beisammen gelegenen 1-Sehnen begrenzt werden. In
Figur 21, welche die ersten 9 Zweige der Kurve ¢ = g gibt, ist das bereits deutlich er-
kennbar. — Je griéBer c ist, desto schmiler sind die Streifen, welche die 1-Sehne iiber-
streicht, wihrend die 2-Sehne iiber die ganze Kreisfliche gleitet, desto mehr dhneln in-
folgedessen die einzelnen Zweige Sehnen, die ungefihr senkrecht zum Durchmesser A,B,
verlaufen und desto geringer ist der Abstand zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Zweigen.

Aus der Symmetrieeigenschaft 2. von Seite 7 folgt daraus weiter, daB fiir sehr kleine
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c-Werte, wir schreiben dafiir ¢ ~ o, die einzelnen Kurvenzweige ungefihr wie Sehnen
senkrecht zum Durchmesser A,B, aussehen und die Zweige um so dichter aufeinander-
folgen, je ndher c an Null liegt.

7
3 a,

a,
B,%s

Fig. 21

Za)-%r, c=9

Zusatz zu Figur 21: Nach Satz 27 hat man mit den 9 Zweigen der Figur 21 bereits
simtliche Zweige der Kurve ¢ = g, wobei allerdings fiir jeden spdteren als den g. Zweig
der Durchlaufungssinn erst noch nach Satz 26 zu bestimmen ist und die in Figur 21
bei den Aquatorpunkten angeschriebenen Fille nur fiir die ersten g Zweige zutreffen.

Rechnerische Behandlung beliebiger Kurvenzweige

Die Gleichungen II (2) wurden auf Seite 8 unter der Voraussetzung o0 <o =7
(i = 1,2) aufgestellt. Im Gegensatz dazu nehmen wir jetzt zunichst an, der sphirische
Abstand o; des Punktes P liege im Intervall = < ¢; < 2w. In Figur II 1 verlduft dann o;
von A; aus auf der unteren Halbkugel nach B; und von da ab auf der oberen Halbkugel
nach P und in dem Eulerschen sphdrischen Dreieck NA;P der Figur II 1 ist in diesem
Fall o; durch 2xr — o; zu ersetzen. Durch Anwendung des Kosinussatzes auf dieses Drei-
eck, in Verbindung mit der Beziehung cos (2w — o;) = cos o;, erkennt man, dal die Glei-
chungen II (z) auch fiir o;-Werte zwischen = und 2= richtig bleiben. Nun kann man
jeden Fall o; > 2w durch Subtraktion eines geeigneten Vielfachen von 2= auf den Fall
0 = ¢o; = zn zuriickfiihren, zu dem dasselbe Dreieck PA;N und damit auch dieselbe Glei-
chung II (2) gehort, und deshalb gelten die Gleichungen I1 (2) ganz allgemein auch fiir
beliebige Kurvenzweige.
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Bei der Berechnung von A und ¢ aus o, und ¢, und bei der Herleitung der Parameter-
darstellung der Kurve ¢ in kartesischen Koordinaten (S. g unten bis S. 13, mit Aus-
nahme des Textes nach (24)) wurde nirgends eine einschrinkende Annahme iiber die
GréBe von o; und o, gemacht und da II (2) fiir beliebige Kurvenzweige gilt, behalten auch
die dortigen Ergebnisse fiir den allgemeinen Fall ihre Giiltigkeit. Insbesondere gelten also
auch fiir beliebige Kurvenzweige die Gleichungen II (22) und II (23) zur Berechnung
von cos? ¢ und tg A, die Bedingung 11 (24), daB ein Wertepaar ¢, 6, tatsichlich einen
(reellen) Kurvenpunkt liefert, die Parameterdarstellung II (32) der Kurve c in kartesi-
schen Koordinaten und beziiglich der Grundrikurve die beiden ersten Gleichungen II (32)
sowie II (33) und II (34).

Aus II (34) entnimmt man ziemlich unmittelbar, daB jeder Zweig durch ecinen der
Punkte A, oder B, den Aquatorkreis dort beriihrt (vgl. (80) und den Text nach (81)).

An die Stelle von II (4) tritt fiir beliebige Kurvenzweige die Beziehung

arc cos (cos ¢ cos (A + @)) — ¢ arc cos (cos ¢ cos (A — @) = 0. (128)

Behandelt man diese Gleichung ebenso, wie II (4) behandelt wurde um zu II (g9) zu
kommen, so erhdlt man zunichst zwei Gleichungen, die sich von den Gleichungen II (7)
und II (8) hochstens im Vorzeichen der Wurzeln unterscheiden und die wir als (7') und
(8') bezeichnen. Die Wurzeln in den ersten Briichen der Gleichungen (7’) und (8’) haben
immer gleiches Vorzeichen und ebenso auch die Wurzeln in den zweiten Briichen dieser
beiden Gleichungen; und zwar haben die beiden Wurzeln derselben Gleichung (und damit
alle vier Wurzeln) gleiches Vorzeichen, wenn entweder

2mn < 6; < (2m 4 1) = und zugleich 20T < 6, < (2n + 1)w (129 a)
oder
(2m —1) % < 6, < 2m=% und zugleich (2n — 1) < 6, < 207 (129 b)

gilt, sie haben entgegengesetztes Vorzeichen wenn entweder

2mn < o; < (2m + 1) = und zugleich (2n—1)® < 6, < 207 (130 a)
oder
(2m — 1)t < 0y < 2mn und zugleich 2R < 06y < (2n + 1) = (130 b)

gilt. m und n sind hierbei ganze Zahlen, es kann m = n oder auch m # n sein. Denn fiir

2krw < 6; < (2k + 1) = fillt die Ableitung der arc cos-Funktion,

fiir (2k — 1) ® < o; < 2k steigt die Ableitung der arc cos-Funktion. (131)

An die Stelle von II (g) tritt infolgedessen zur Berechnung des Azimutes fiir beliebige
Zweige die Beziehung

~cos (A )V 1—cos? § cos? (A—w) T ¢ cos (A— )V 1—cos? § cos? (A4 )
tgo=—sin¢ ,(132)
sin (A o)V 1—cos? § cos? (A— ) T csin (A—w) ¥ 1—cos? § cos? (A} )

an die Stelle von II (10) tritt der Ausdruck

(1 F ¢) sin (A — w) sin (A + o). (133)

Dabei hat man in (132) und (133) das obere Vorzeichen zu nehmen, wenn entweder der
Fall (129 a) oder der Fall (129 b) vorliegt, man hat das untere Vorzeichen zu nehmen,
wenn entweder der Fall (130 a) oder der Fall (130 b) vorliegt. Aus (132) und (133) kann
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man durch eine entsprechende SchluBweise wie nach IT (g) folgern, daB der Aquator
auch von beliebigen Zweigen senkrecht geschnitten wird, auBler eventuell in den vier
Fundamentalpunkten. DaB jeder der Zweige von ¢ = 1 senkrecht auf dem Aquator
steht, folgt unmittelbar aus der Tatsache, dafl diese Kurve aus zwei unendlich oft durch-
laufenen Meridianen, nimlich A = o und A = = besteht.

AnschlieBend wollen wir das Ver-
halten der Apollonischen Kurven in
der Nihe des Aquators und insbeson-
dere in der Umgebung der Funda-
mentalpunkte noch genauer verfolgen.
Figur 22 zeigt die Aquatorebene mit
dem schon auf Seite 1z eingefiihrten
x, y-System (s. auch Figur II 3). Q sei
ein Aquatorpunkt der Apollonischen
Kurve c. Wir zihlen den Winkel B,
den der Radius durch Q mit der posi-
tiven x-Achse einschlieBt, im positiven
Sinn der x, y-Ebene und legen durch
Q die Abszissenachse eines neuen recht-
winkelig-kartesischen Systems £, v mit
dem Ursprung im Kreismittelpunkt?).
Die Transformationsformeln zwischen
x,y und §, 7 lauten

£ = xcosf 4 ysin B, n = —xsinf + y cos . (134)

Vermittels der Gleichungen II (29), welche nach S. 71 auch fiir beliebige Kurvenzweige
gelten, eliminieren wir in (134) die Koordinaten x,y und erhalten zur Berechnung der
Koordinaten £, eines beliebigen Kurvenpunktes aus ¢; und o, die Formeln

cos B3 sin B
£ = T (cos 6y 4 cos 6,) + PP (cos 6, — cos ay),
i (135)
sin 3 i cos B . cos o)
= — cos cos . —_— o
i el GOl b G e 1 2

G,, 6, = C G, seien die o-Werte des Aquatorpunktes Q der Figur 22. Aus den Gleichungen
tiir 6, 4 6, und 6, — o, in (3) ergibt sich fiir sie

G, = + (5, + 2w) + 2nr, (136)

oberes Vorzeichen vor der Klammer in y- und 3-Fillen, 136 a)

unteres Vorzeichen vor der Klammer in «- und $-Féllen; (1362
oberes Vorzeichen vor 2w in «- und 3-Fillen,

(136 b)

unteres Vorzeichen vor 2w in - und y-Fillen.

1) Die Zeichen E und % haben hier nichts mit den auf Seite 47 eingefiihrten E- und v-Fillen zu tun’
sondern bedeuten kartesische Koordinaten.
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6,, 6 = Co, sei ein zum Aquatorpunkt Q benachbarter Punkt der Kurve c. Wir setzen
6y =70, + Ay, Gy =Ty + Ay, (137)

mit
Acy,=c Ag; (138)

und bekommen durch Taylorentwicklung unter Vernachlissigung von Gliedern dritter
Ordnung

; (Agy)?
cos 6, = cos (6; + Ag;) =coss;, — Ag,;sins, — €OS G, (139)
cos 6, = €08 (+ (6, + 20) +cAgy)
: (Aoy)? —
= ¢os (6, + 2w) F ¢ Aoy sin (5, + 20) — c? > cos (61 + 2m).  (140)
oberes Vorzeichen vor ¢ in y- und 3-Tillen, s
unteres Vorzeichen vor ¢ in «- und #-Fillen; 4

oberes Vorzeichen vor 2w in «- und 3-Fillen,

unteres Vorzeichen vor 2w in p- und y-Féllen. (o)
(140 a) und (140 b) folgen unmittelbar aus (136 a) und (136 b).
Der Einfachheit halber schreiben wir im folgenden
statt G, nur o, statt Ag; nur Ae. (141)
Aus (139) und (140) bilden wir
CoS 6; + oS 6y = COS 6 + €os (6 + 20) — Ac [sincr + csin (6 + 20))]
(Ac)? (142)
— cos<:—|—c2cos(c-_l-2w)},
C0S G; —— €OS G, == COS 6 — €0S (6 + zco)—Ao-isinc F csin (6 + Zw)l
(Ac)? (143)
—= { cos ¢ —c? cos (6 + 2m)l.
Fiir die Wahl der Vorzeichen gilt (140 a) und (140 b).
Aus Figur 22 lesen wir ab
B=+0¢6+ o+ 2kn; (k = ganze Zahl) (144)
oberes Vorzeichen, wenn 6; = ¢ im positiven Drehsinn der x, y-Ebene gezihlt wird
(«- und 3-Fille), (144 a)

unteres Vorzeichen, wenn &, = ¢ im negativen Drehsinn der x, y-Ebene gezihlt wird
(8- und y-Falle).
Man beachte, dal in (144) vor ¢ =&, immer dasselbe Vorzeichen zu nehmen ist, wie
in (140), (142) und (143) vor 2w; das folgt durch Vergleich von (144 a) mit (140 b).
Mit (142), (143), (144) und den Beziehungen

c6+ot20 6—(c+ 20)
cos ¢ + cos (6 + 20) = 2 cos s cos 2 = 2¢0s (6 + ) cos w, (145)
. 6+octz20 | o—(6+20) . e
€0S 6—C0S (6 + 20) =—2 sin = sin = =—2sin (¢ + ) sin (F o)
= 2 sin (¢ + o) sin (+ ©) = 2sin (o + 6) sin o (146)

10 Minchen Ak. Abh, math.-nat. 1962 (Nibauer)
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formen wir die Gleichungen (135) folgendermaBen um

cos (£ 6+ ) '
= ——-——izcos(ci w) cos w — Ag (sin ¢ + csin (o + 2w))

2 COs ®
(Ac)*

{cos 6 4 c%cos (o + 2w)) } (147)

sin (+ ¢ + ®)

- {zsin(wic)sinm——-Ao-(sinc$csin(o-iZm))
281N

- (A:)2 (cos 6 —c%cos (6 + 2w)) ‘;

in (+
Sm(—""“"){z cos (6 + w) cos v — Ac (sin ¢ + csin (6 + 2w))

(Aq)®

s (cos 6 + c?cos (o * 2w)) } (148)

cos (+ ¢ + o)

- lzsin(mic)sinm—Ao-(sinc$csin(o-iz:.o))
2 sin @

= (A:)z (cos 6 — c%cos (6 + 2w)) }

In (145) bis (148) gilt:
oberes Vorzeichen vor c¢ in y- und 3-Fillen, (149 a)
unteres Vorzeichen vor c in «- und B-Fillen;
oberes Vorzeichen im Argument in «- und 3-Fillen, (149 b)
unteres Vorzeichen im Argument in - und y-Féllen.

(149 a) und (149 b) folgen aus (140 a), (140 b) und (144 a).
In (147) und (148) fassen wir nach Potenzen von As zusammen und erhalten

As . .
E=1-— o (1t ¥ c)singsin (+ 6 + 2w)
_—-g,i?& [ cos g sin (+ 6 + 20) — c?cos (6 & 2w) sin (£ o) I ;. (150)
2sin 2o
- Ac ; .
h=— = {smccos (6 4+ 20) F c cos 6 sin (cr:tzw)‘
—-ﬁfﬁ— (1 — c?) cos 6 cos (6 & 20). (151)
2 sin 2w

Fiir die Vorzeichenwahl in (150) und (151) gelten (149 a) und (149 b).

Der Ubergang von (147) und (148) zu (150) und (151) erfolgt durch elementare trigono-
metrische Umformungen, wobei lediglich die richtige Mitnahme der doppelten Vorzeichen
einige Aufmerksamkeit erfordert. Als Beispiel, wie das zu geschehen hat, bringen wir
ausfiihrlich die Berechnung des linearen Gliedes in (150). Aus (147) findet man

lineares Glied von £ =

— Ao e . .
—— { C0S (+ & ®) Sl ¢ SIN @ sin (4 ¢ ®) SIN ¢ COS w
2 SInw CoS® ( + o) + ( + o)

+ ¢ [cos (£ 6 + w) sin (o + 20) sin w—sin (+ 6 + ) sin (£ 2 w) cos w]{. (152)
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Nun ist sin ¢ [cos (£ 6 + ©) sin o 4 sin (+ 6 4 ©) cos @] =
. [cos (6 + w)sin w 4 sin (6 + @) cos @] . sin (6 4 2w)
o [cos (—o+ ) sin @+sin (—c+ o) cos @] sin (— o + 2w) (153)")
= sin ¢ sin (+ 6 + 20);
+ csin (6 + 20) [cos (+ 6 + ©) sin w —sin (4 6 4+ o) cos o] =
sin (¢ 4+ 2w) [cos (6 + w) sin & —sin (6 + ) cos @] sin (6 + 2w) sin ¢
sin (6—2w) [cos (— o6+ w) sin w—sin (—e+w) cos w] ~ ' sin (— o4 20) sin e
= Fcsingsin (+ ¢ 4 20). (154)

(153) und (154) eingesetzt in (152) geben gerade das in Ao lineare Glied von (150).

Fallt der Aquatorpunkt Q der Kurve ¢ mit keinem der vier Fundamentalpunkte zu-
sammen, so ist weder &, noch ,, d. h. weder ¢ noch 4+ ¢ + 2w (vergleiche (136) und (141))
Null oder ein Vielfaches von &, so daBl in der Gleichung (150) fiir £ der Faktor von As von
Null verschieden wird.?) Bedeutet z die zur x, y- bzw. &, n-Ebene senkrechte Koordinate,
so wie schon aufSeite 12, so erhilt man infolgedessen in diesem Fall unter Vernachlissigung
von Gliedern hoherer Ordnung aus (150) und (151)

22=1— (824 4?) = Ac (1 Fc)sinosin (£ 6 + 20). (155)

sin 2o
Aus (150) und (151) findet man als Projektion der Apollonischen Kurve in die £, %-
Ebene (Aquatorebene) in der Umgebung des Aquatorpunktes Q in erster Niherung die
Gerade
sin 6 cos (6 £ 20) F ¢ cos 6 sin (6 & 2w)

(1Fc)sinesin (6 + 20)

n = (E—1) = (E—1)tgyv; (156)

v ist hier der Winkel zwischen dieser Geraden und der &-Achse, d. h. zwischen der
Kurventangente und dem Radius durch Q (vgl. Figur 22) und man liest fiir ihn aus (156) ab

sin 6 cos (6 4 2w) F ¢ cos 6 sin (6 + 2w)
(1 F c) sin o sin (£ 6 + 20) ; (157)

tgv=

Figur 23 a gibt die Projektion (156) fiir
tg v > o, Figur 23 b fiir tg v < o.

[ N7 Aus (151) und (155) findet man als Pro-
£ £-7 jektion der Apollonischen Kurve in die v, z-

S a1 Ebene bzw.. in die da?u par.allele Tangential-

ebene an die Kugel in Q in der Umgebung

Yé Y¢ des Aquatorpunktes Q in erster Niherung
Fig. 23a Fig. 23b die Parabel

) Die obere Zeile bedeutet den Faktor von sing bei Wahl des oberen Vorzeichens im Argument,
die untere Zeile bei Wahl des unteren Vorzeichens. Entsprechendes gilt fiir den Faktor von ¢ in (154).

%) Der an sich naheliegende SchluB ,,Fiir ¢ = 1 ist wegen ¢ — 1 = o der Faktor von 4s in (150)
Null“ wire falsch. Denn die Kurve ¢ = 1 enthilt nur «- und 8-Fille und fiir diese ist stets das untere
Vorzeichen vor ¢ zu wihlen (149 a).

10*
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2 (1F¢) sinesin (&6 + 20)

et (cx2w) F ccosasin (ot 2a) 7 2P7 (158)
mit dem Scheitel in Q und dem Parabelparameter
(1Fc)singsin (£ o6 + 20)
P =" inocos (c+20)Fccososin (o6t 2w) (159)
‘ Az ) Figur 24 a gibt eine solche Parabel (158)

fiir p > o, Figur 24 b fiir p < o.
Fiir die Vorzeichenwahl in den Gleichun-
>7)  gen (155) bis (159) gilt wieder (149 a) und
(149 ).
Bekanntlich ist der Scheitelkriimmungs-
radius p der Parabel (158) gleich | p |. Durch

NG

S
_l-__-

p

p=>o0 p<o Vergleich von (157) und (159) findet man fiir
Fig. 24a Fig. 24b ihn

Je groBer o, desto kleiner ist also tg v, je schwicher gekriimmt die Parabel (158) der
n,z-Ebene im Scheitel Q, desto kleiner der Winkel zwischen der Geraden (156) der £, n-
Ebene und dem Radius durch Q.

Weil alle Kurvenpunkte auf der Einheitskugel liegen, gilt stets £ — 1 =< o. Damit folgt
aus (150)

Ao (1 F c)sinosin (& 6 4 20) = 0. (161)

Ist hier der Faktor von Ac positiv, so kommen nur positive As-Werte in Frage, d. h.
Q ist Anfangspunkt eines Kurvenzweiges; ist der Faktor von As negativ, so kommen nur
negative As-Werte in Frage, O ist Endpunkt eines Kurvenzweiges. Es sind demnach

die Anfangspunkte durch (1 F c) sin ¢ sin ( ¢ + 20) > 0,

1
die Endpunkte durch (1 F ¢) sin ¢ sin (¢ 6 + 2@) < 0 (162)Y)

gekennzeichnet.

Zur Kontrolle wenden wir unsere Formeln auf die Kurve ¢ = 1 an. Sie enthdlt nur
a- und B-Fille, weshalb bei dem doppelten Vorzeichen vor ¢ jeweils das untere zu nehmen
ist (siche (149 a)) und schneidet den Aquator nur in den Punkten A = o und A ==, d. h.
in u und o. Fiir diese simtlichen Fille ist in (157) der Zdhler Null, der Nenner von Null
verschieden. Denn es gilt (fiir das folgende s. (3) und (149 b)) im «-Fall

wegen ¢ = nw — o, im Argument oberes Vorzeichen, ¢ 4 260 = nw 4 o :

Zihler in (157) = sin (nm — ) cos (0w + ) + cos (nw — ) sin (7 4 @) =
z = sin 2n7w = 0, (163)
Nenner in (157) = 2 sin (a7 — o) sin (nx + ©) = —2sin? w < 0,

und es geht im B-Fall
wegen ¢ = nx + ©, im Argument unteres Vorzeichen, 6 —20=nnt—0,—oc+20=—nn+o!:

1) Fiir Fundamentalpunkte und nur fiir diese wiirde in (162) beidemal das Gleichheitszeichen auftreten
(vgl. den Text zwischen (154) und (155)). Es wiren fiir sie beide Gleichungen (162) zugleich erfiillt,
in Ubereinstimmung mit der Tatsache, daB jeder singulire Punkt sowohl als Anfangs- als auch als
Endpunkt eines Zweiges aufgefait werden kann.
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Zihler in (157) = sin (n=x 4 ©) cos (nx — w) + cos (o + ) sin (nn — o) =
= sin 2nw = o, (164)
Nenner in (157) = 2 sin (nn + o) sin (—nx + @) = 2 sin? » > o.

In jedem Aquatorpunkt der Kurve c = 1 gilt also tg v = o, d. h. die Projektion (156)
der Kurve in die Aquatorebene fillt auf die £-Achse, also auf den Radius durch diesen
Punkt; mit (160) erkennt man weiter, daBl die Kriimmung der Projektion (158) in die

1
v,z-Ebene, das ist hier die y,z-Ebene, den Betrag P | tg | = o hat, also in die

z-Achse ausartet, Damit stimmt {iberein, daB die Kurve ¢ = 1 sich aus den Meridianen
A= o und A = = zusammensetzt,

Liegt ein Aquatorpunkt einer Kurve ¢ # 1 nahe an einem der Punkte A, oder By, so
ist 6 = &, nahezu ein Vielfaches von = und wir setzen

¢ = nx + do. (165)

do ist der Unterschied zwischen dem 6,-Wert des Aquatorpunktes und dem nichstgelegenen Viel-
fachen von n; man darf es nicht mit 4 ¢ verwechseln, welches den Unterschied des 6,-Wertes eines
nicht auf dem Aquator gelegenen Kurvenpunktes gegeniiber dem ,-Wert des nichstgelegenen Aquator-
punktes der Kurve gibt (vgl. (137) und (141)).

Fiir den Betrag des Nenners in (157) erhédlt man dann unter Vernachldssigung von
Gliedern, die klein sind wie (ds)?

| (1 F ¢) do sin 2. | (166)
Liegt ein Aquatorpunkt einer Kurve ¢ + 1 nahe an A, oder B,, so schreiben wir
6 =nn¥F 20 + do (167)

oberes Vorzeichen, wenn ¢, im positiven Sinn der x,y-Ebene gezihlt wird, also

fiir o~ und 3-Fille, (167a)
unteres Vorzeichen, wenn ¢, im negativen Sinn der x,y-Ebene gezihlt wird,

also fiir §- und vy-Fille.

Wir setzen jetzt in (157) fiir o den Wert (167). Dabei gibt es nur die beiden folgenden
Vorzeichenkombinationen: entweder sowohl in (157) im Argument als auch in (167) das
obere Vorzeichen, oder sowohl in (157) im Argument als auch in (167) das untere Vorzei-
chen. Das folgt aus Vergleich von (167a) mit (149b). Fiir den Betrag des Nenners von (157)
erhalten wir auf diese Weise unter Vernachldssigung von Gliedern, die klein wie (ds)? sind,

bei Wahl des oberen Vorzeichens

| (1 F ¢) sin (nm — 2w + do) sin (nw + do) | = [ (1F ¢) sin 2w do [ (168)
bei Wahl des unteren Vorzeichens

| (1 F ¢) sin (07 + 20 + do) sin (—nr —do) | = | (1 F ¢) sinzw do | (169)

(166), (168) und (169) zeigen, daB fiir einen Aquatorpunkt in der Nihe eines der Funda-
mentalpunkte der Nenner von (157) klein wird wie der Abstand do des Aquatorpunktes
von diesem Fundamentalpunkt. Weiter {iberzeugt man sich durch Einsetzen von (165)
und (167) in den Zihler von (157), daB dieser in allen diesen Fillen endlich bleibt. Infolge-
dessen ist fiir einen Aquatorpunkt in der Nachbarschaft eines Fundamentalpunktes
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tgv groB wic 1/ds, d. h. die Projektion (156) der Kurve in die &, y-Ebene (Aquatorebene)
fdllt fast mit der Kreistangente in diesem Punkt zusammen und der Scheitelkriimmungs-
radius p der Parabel (158) der #,z-Ebene wird klein wie de (vergl. (160)).

Fillt ein Kurvenpunkt mit A, oder B, zusammen, so ist ¢ ==&, = nmx, fillt er mit A,
oder B, zusammen, so ist 6 =&, = nn F 20 (fiir die Vorzeichenwahl gilt hier (167a),
fiir die Vorzeichenwah! in (150) gilt (149b)). In allen diesen Fillen ist der Faktor von As
in (150) streng Null und wir miissen deshalb zur Untersuchung der Kurve in der Umgebung
dieses Fundamentalpunktes das Glied zweiter Ordnung von £ heranziehen. In 7 (siche
(151)) dagegen kommen wir mit dem Glied erster Ordnung aus, da dessen Faktor fiir
Fundamentalpunkte nicht verschwindet.

Fillt ein Kurvenpunkt mit A; oder B, zusammen, so findet man wegen ¢ = n= aus
(150) und (151)

(Ac)? (Ac)?

E= 1— oo~ cos i sin (074 20) = I=ee 1) {(—1) sin ze {, (170)
also
(Ac)?
E=1— PN (171)
72 = ( _AG )2 { ¢ cos nw sin (0w £ 2w) lz = c? (Ao)2 (172)
sin 2

Aus (171) und (172) bilden wir
£ 2 = 1— (M) + ¢ (M) = 1 + (Ao)? (2 —1).

Jeder Kurvenpunkt liegt auf der Einheitskugel, weshalb fiir ihn gilt €2 4 %2 < 1.
Diese Bedingung ist fiir ¢ > 1 im Reellen nur fiir Ac = o erfiillt. Das bedeutet aber, daf3
jeder Punkt eciner Kurve ¢ > 1, der mit A, oder B; zusammenfillt, ein isolierter Punkt
ist, in Ubereinstimmung mit Satz 10 von Seite 34.

Fallt ein Kurvenpunkt mit A, oder B, zusammen, so findet man wegen

6 =1nr7F 2w (173)

(Vorzeichenwahl nach (167a)) aus (150) und (151) (Vorzeichenwahl nach (149a) und
(149D))

(gt
E=1-} 2 sin2g C cosnmsin + (0w F 20) = (174)
(Ac)? L F (Ac)?
- 5 . — PR S e N 2n4+1 ¢
2 sin 26 © (—1)*sin (£nr—20) =1 + zsinZwC( Y FHEC
also
(Ac)?
E =1 —? 2 A (175)
und
Ac )
e sin (nm F 2w) cos (M7 F 20 + 20) =
é e (176)
== — 1) (— 1)" sin (F 20) = S 2q Sn(E 2w),
also

7= % As; (177)
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oberes Vorzeichen in «- und 3-Fillen;

unteres Vorzeichen in $- und y-Féillen (177a).
Mit (175) und (177) bilden wir weiter
22=1— (£ + 72 =1— (1 —c (Ac)? 4 (Ac)?) = (Ac)? (c2 —1). (178)

Als Projektion der Kurve in die &, #-Ebene bekommen wir fiir die Umgebung des
Fundamentalpunktes mit dem Index 2 aus (175) und (177)

2
=g @08 (179)

Das ist eine Parabel mit dem Scheitel im Fundamentalpunkt und dem Kriimmungs-
1 "
radius p = = <L Sie beriihrt im Scheitel den Aquator und ist nach dem Inneren des

Aquators zu gedffnet (Figur 25).

Fig. 26

Als Projektion der Kurve in die 7, z-Ebene in der Umgebung des Fundamentalpunktes
findet man aus (177) und (178) das Geradenpaar

2% = (c? —1)7? (180)

(Figur 26). Der Winkel, den die beiden Geraden mit der #-Achse einschlieBen, habe
den Betrag y. Dann ist

tgy =V c2—1. (181)

Fiir Kurvenpunkte, die mit A, oder B, zusammenfallen, tritt also an die Stelle der
Geraden (156) die Parabel (179), an die Stelle der Parabel (158) das Geradenpaar (180), an
die Stelle der Figuren 23 und 24 die Figuren 25 und 26.

Die Gleichungen (175) bis (178) liefern sowohl fiir positive als auch fiir negative As-
Werte reelle Punkte der Einheitskugel. Das bedeutet, dall jeder Punkt einer Kurve ¢ > 1,
der mit einem der Punkte A, oder B, zusammenfillt, Endpunkt eines Kurvenzweiges und
zugleich Anfangspunkt des nidchsten Kurvenzweiges ist, daB in ihm also zwei Kurven-
zweige zusammenhiingen (vgl. Satz 10 S. 34). Die in Figur 25 rechts der &-Achse liegende
Parabelhilfte und der in Figur 26 rechts der z-Achse liegende Teil des Geradenpaares sind
die Projektionen des einen Kurvenzweiges, die links davon liegenden Teile sind die Pro-
jektionen des anderen Kurvenzweiges. Denn wie (177) zeigt, dndert mit As auch % sein
Vorzeichen.
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