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5iu6 fccr gegebenen #of)e £>eö Hegels i>ie $i§ut
feiner ©run&flaĉ e ju ftni»eu, fo i>afj t>er f'orperltci)e

3 imt)alt öcjfclbcn unter allen anöern oon slcißec £>bet>
fidc^c bet stößte fep.



V  j f

!

r

tm

J
\

4

if!
V

1

A

*#*
Ar

i  *

»

«I :* '

» « * 1 

/  f ?  "  ?

• 4  

*• ' •? '

■i «

4  /

>•
V

I  kJ

V

i%
i

«ft

t

• r  -* I  V

i
'*i
y\

V

A

« ;

M r
*

,1
,.f % l.-í

«r*

4
*

•

\

/

:• > <  i
L î / A  1

%•

k  * i

*

%
t 1

>  «

•
'4

*•

»

r

- »

«

*

>'

/
* t j

* #

*  il*
I

» • t . *
ê ' S  *

i

\

\

■
.•>

M

<

/ ;

»
»

V

I « * >

y Vi

/  •



9 1  mm? 9
,  M 6 &  & % # &  M V

4  *  I "  f M S e  e M M 3  - I  *  r

$ i$ # #  Mfcrf
^  SÖ2

X

k ^  • * I i/ ? * 4  ♦

Siuflofung einer geometrtfeben Aufgabe»

£>te Slufgabe tt>erdE>e tdj mir f)tet* auftulofett »orgenottt*
rneit l̂ abe, lautet folgeni>erge(talt:

Die &6{)e eines Bcgelö ifi gegeben: m<*n foll bie 3i* 

gut: feiner <&mnbfi&d}e finben, fo bafj ber forper» 

lic^e3»»i)«it beffelbcn, unter alte« anbern, bie mit 

¿in« gleiche (Dberjlädjett fyabtn, ber größte fey ?

\

/

I .

l fei) a bie gegebene #&l>e be$ Ä«geK; man jtcl>e aud bet 
ü (Spifce bejfelben O  auf bie ©rutibfläcfje C A B  bie *3>er* 

penbieularlinie C O , roeld&e alfo =  a fetjn wirb. 9)?an fu* 
dK nun bie $igut tiefer ©runbftäefte, fo baj? bet Kegel eine gege# 
bene £>berfläd)e erhalte, unb ba biefcö auf unenblid) t>iei Sitten gu 
fd>el)en tn in , fo foll unter allen biefen ©rutibflad>en biejenige be=> 
ftimmt werben, weiche beu größten f&rpetlicf)en 3nnl)alt giebt. $?an 
fann audb öiefe Aufgabe aifo umfel)ten, baf unter allen ©runbflcU 
d)en, vocid̂ c Kegeffcon einem gegebenen foryetlicben 2fnnl)alt geben, 
biejenige »erlangt roerbe, fo bet fieineften Oberfläche jufommf. 
® ie Aufgabe aber mag auf biefe ober jene 2lrt öorgetragen werben, 
fo bleibt bie Slufl&fting bennocl) bienämlidje. Sben biejenige ©(eid&beit; 
wcldjc uns bie iia tu r einer ©tunbffäcfye auöbrueft, fo unter allen
Kegeln toon gleicher Oberfläche bemjenigen juf&mmt, bei ben graten

^  . • • f  f&r*



4» ©eomeirtfdje Aufgabe

f5**pernĉ m Snnhalt hat, rcicb auch jugleidh Diejenige ©runbfläche 

an^eigcn, welche unter allen Regeln einerlei 3nnhalts Demjenigen jtt, 

ti'inmt, beffen Oberfläche am f£em|ien ift.

Ob nun gleich Die ie!>re »wt ben Maximis unb Minimis auf 

bas PoUftänbigtfe auSgeatbeitet worben, fo baß bie gegenwärtige 

Aufgabe öon feinet ©chwierigPeit ju fcpn me(>t fehetnet, fo wirb 

bcnnoch ein jeber bet bie 2lufl6fung betfclbcn unternehmen wollte , 

fo grofe #mbetniffe firrbett/ bafj er,um biefefben aus bem 2Bege ju 

räumen, ,bie feinften Äunflgtiffe bet Slnalpfe ju e^öife ju nehmen ge* 

jwungen wirb, 3 d; glaube aifo nicht eine t>ergetliche Sitbeit unter# 

nommen ju haben, wenn ich hiermit bie Sfuffofnng ber tjorgefegten 

Slufgabe in fo fern ju (£nbe ¡u bringen trachte, als cs theils bie 

Sftatut betfclbcn Slufgabe, theils auch meine Äräfte, erlauben woU 

len. Schwere Aufgaben pflegen niemals ohne ‘Jiu^en abgebanbelt 

ju werben, unb man eetfällt gemeiniglich burch bie Sluflofung ber» 

felben auf S inge , fo jut Erweiterung bet Slnalpfe nicht wenig 

beptragen. Unfer Sßerftanb wirb babep gefdhätft, unb je länget je 

mehr tüchtig gemacht, auch fchwetete Unterfuchungen unternehmen yt 

f&rnien.
. V v  ^  g . .  *, + _ : , . 1

2. S a  htet alfo bie f̂tguie ber ©runbfiäche CAB befHmmet 

werben foll, fo laffet uns eine gewife getaDe fiinie C A , fo Durch 

ben *|>unct C gejogen worben, für bie %e annehmen, unb auf bie? 

felbe bie Slpplicaten P M fenfeltecht jiehen. SWan nenne bie £oot# 

Dinaten bet ©tuubfläche OP=ac; PM =y unb fe|e dyzzpdx, 
alfo Daß bie ganje ’SluflSfung barinnen befiehc, baf} eine 23erl)ä(U 

nifj ober ©le ich heit jwifchen * unb y gefunben werbe. Sutch bie, 

(EootDinaten wirb man alfo ju erfl fowohl ben forpetlidjen Snuhaft 

Des Hegels, als auch feine Oberfläche beftimmen muffen. Unb oi> 

gleich biefelben aus ber %ifur ber fegelformigen Ä5rpet leicht her*

geleitet werben fann, fo wirb es hi« bannoch beffet jepn, fleh bet

«ligeo
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allgemeinen $otmuln , weldje nämüd) allen £&tpetn gemein finD, 
ju beDiener.: Damit man l>evnad> Die 3ied)tiung Deflo feiltet/ uttö
auf eine ähnliche 2(tt, auf Die anDere ©attungen De* Ä&rper anwen* 
Den tonne,

3. Sagt un i ju Diefem (JnDe ertffid) eine ©(eic&beit fud^en, 
welcfK Die 9iatur eines ÄegelS auf Die gew6l)nlicfje Siet Durd> Deco 
auf einanöer fcnfeirecbte CcotDinaten auSDrücft. ‘Slac&bem aifo au< 
Der ©pifce O eine graöe £inie M  0  gejogeti worben, welche gänj< 
lieb auf Der Obetfldft&e Des Äegelts ftegt , fo jiel>c man auö einem 
imbcftimmtcn ^Junct Z in berfelben erjllid) Die Sinie Z  Y , welche auf 
Der ftlädje O C A  fenfeireebt auffadt, unD Dann wieberum eon Dem 
^uitcte X Die auf Die Sire Des Äegete O  C fenfeiteebte £inie X  Y ; 
bernad; nebme man Diefe Drei)geraDen Sinien O X ,  XYunD Z Y  fite 
Die dcorDinaten an , unD fefce O X =  X ; X  Y  =  Y  unb Y  Z  =  Z . 
S a  nun wegen Der 2(el)nlid)feit Der Drei) Scfe O C P  unD O X Y , 
ungleichen O P M uni» O  Y  Z  ftdf) Perbält a: X =  x *. Y = y *. Z  fo wirD

J r  ' ' * N

Y  =  —  unD Z  =  —- : unD folglich, wenn Diefe gormuln DiffeventiU 

tet werDen unD für dy pdx gefdjrieben w irb , fo erhält man
xdX+Xdx _  wdX+pXdx.

dY = --- — -- unD dZ =  — — - ----- -
a a . .

t  • . • i 

/•
4. Sßunwiffen mir Durd) Die allgemeinen ftormuln, weldje jur 9ta^ -

tur ciucö (eben Körpers überhaupt geboren, Daß,wenn dZ = PdX + OdY
<?efĉ t wtrD, Der C6rper(id)c 3iinl)a(t Deffelben feyn mevbe=JfZdXdY
unD Die Oberfläche =  JfdXdY v( 1 + PP + Q A ). l2Benn wir aifo
tiefe SfusDrücfe auf Den gegenwärtigen §a ll anwenben wollen, fo
muffen wir juerlt Die SGßertbe »on P unb Q. fucbeti. c2ßir muffen a(fo
Ciu5 Denen für dY unD dZ gefunDenen Sormuln Dati ®  ifferentiale dx bei*

• (ox— y)dX
au« bringen, Daburcb wir Dann erlangen werben pdY—dZ—--- - — -
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nffo baß dZ=pdY+( l z 2 5 _ l _ ^  unt) P _ ö ? _ .  Q_ p
{ i $ % £  ¿ ^  * 4 • . - • • # . *  • * M  ^

nnb hieraus wiebcrum \/( i + PP +■ Q.Q.)=^v/(a-a(i+pp)+(y—px) *)
^  I * % •

• * # « i 0 •

?. *35ir werben affo foigenbe SiuSbriicfe, weiche ju unferm 
Vorhaben eingerichtet finD, erlangen. 9iämli<& ber forperiiebe 3 nn*

biiit bei Vegetó =  — JfyXdJL (xd X + X Jx)  unb bie Oberfläche bef*
• \  ^ Í '  » J  .  V *  |  * |  *

feiben =  (xcfit +  J id x)V (a a (i-h p p )  +  (y—-px)*)
MMmW —  .

®iefe geboppeife ©ijferentiaifermuin muffen jwepmai nacbeinanbee 
Integriret werben/ inbem man närniid) bie bepbe ©roßen x  unb X , 
weicbe batiitn enthalten jmb, eine nacb ber anbern, ató peränberiid) 
betrachtet, ©enn hier werben y unb p ató jwep gegebene gunetio» 
nen Pon x  angefeben, weiibcp ber gegenwärtigen Unterfucbung bie 
©runbfläcbe ató befannt Angenommen wirb , aifo baß unfere Jot» 
tmiin eigentiieb nur bie jwep Peränberücben ©rbßcn x  unb X  in jid)
entbaiten , wekh« fon (ten miteinanbet nicht bie getKigfte ©emein|cbafi
haben*

<i»* % ' I >4 # ^  f  I f- —  »[ < 1 V j  * I1* 1 ' 9 *  1 €-

6. Cs muß aber biefe jwepfacbe Integration bepber $ormufa
aifo perrichtet werben, baß ertfiieh nur eine ber bepben perä’nberiu 
eben ©rbßen x  unb X ató perínl>erl¿d> betrachtet, unb bie Sntegrai» 
tion barauf btó auf ben ganjen forper AuSgebebnet, bemach aber 
auch bie embere ber bepben ©rbßen ató »erlnöerftcb angenommen, 
unb bie Integration auf eine äbniiehe 2irt ponogen werbe. Ss i(l 
aber etneriep, mit weicher peränberiiehen ©roße wir bie 3 «tegration 
Anfängen , ba es allejeit notbwenbig if l, baß ein unb eben berfeibe 
SBertl) heraus ,fomme. ©arnit man biefeö beutfich einfebe, fin te* 
mal bergieichen Oied>nungen feiten porfommen, fo wolien wir uni

hier
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einftimmung fein Swcifci tticljt übrig bieiben Eonne,
Hebert

7 . (?3 fei) offlj bey teer crftmn 3 t«i$ratt0rt am o itin  *  mit ftu 
nen §unctionen 3 uni) p »etifaberticfy, nnb unfere $ormu(« «5erben 
foigenbermaßen fonnen angebeutet werben. 9iäm(id)

I xuXdX
ber Forper(id)e 3 »nl)«it =  —ßXfdx (— + yXX)

i xdX
bie £>berftäd>e =  —ßXßx (~j—+X) V  (»# ( n - f l» )+ {y—f *.) *i

ba nun bie Hinteren 'iljeite biefer $ermu(n juer|i ¿ntegriri werben 
muffen, unb babey X a(8 eine beflcinbige (Brofe bettae&tei w irb, 
foigiid) dX = 0, fo werben biefefben foigenber ©eftaifen erhalten

JyXXdx unb fXdxV(_aa( i +fip) + (y—Px)2)
Da ferner biefe 3 ntegrntion burdj bie ganje ©runbfWcfce aitögebreiiei 
worben, fo (aßt uns feijen, wei(X eine beftanbige ©r&ße ifi, man 
!)<5tte ert)oitcn 

fijdx =  Aunb fitxV{m(i+pp)+{y~~fx)a)z=Ü 
benn bie <3£Bertl>e biefer Sormuln werben gewiß bejlänbig fepn.

w « ■ • ••~

8. 2 Bir werben alfo hieraus befommen: erfiitdj beit f&rperiidjwa

Ülautn =  — fXXdX, unb jwetjfens &'c Oberfläche =  fXdX

ba nun n«d> ber ¿weiten Sntegration bie mduber(td>e ©roße X  
auf ber Sire Don ber ©pifce O , wo X — 6\ftr ungerechnet, bis jum  
ftnibe*n €nbe berfelben C„ wo X =  a wirb, ajmgeöeljnt werben muß* 
fo wirb

/XXrfX =  jX 3  = J  a* tmi> fXdX- #  foigiid) fcer
* W f  < 1 • /  I  » 1 /  T  f  »  v  ' / * f  #  I  #  P  M T ' »  *

fori»rßi$c Staunt =  — Aa unb bie £>berfläd)e beö Äegeiö =  — B
^  1 ■ . >

'5 2 weU

I

/



44 ©comefrjfdjc S ilabe

welche alfo bctjbe burch Oií ftigur ©runbfldche bergcftaít be*
I

ftimmt werben, t»ag tea fep t>cc EStperliche SKaum= — afydx uní) bie
1 \ " 3 -1 ^'

*V  ,  *J- ■• i  t -  *

Oberfläche =  — fdx\/(a a { i+ p p )  +  { y—p x ) 2)

wenn nämlich biefe 3ntegrdtlen burch bie ganje ©tunbfláche auSge* 
breit« voctben.

9. 9?odj el>e ich weitet gebe, fo witb es bteníid^ feijn cine fon* 
berbate 33efcbaffcnl)eit uní) Sigenfchaft bicfct SHechnung genauer ju un* 
terfuchen. 2B it felpen nätntich bep unften gehoppelten Sntegtalformiiln
ffy%. (xdX.2 +XdxdX-) unt) (fl'xrfX2+XdxdX) V(aa( i +pp)+(y—px)2)
baß diejenigen ©liebet/ welche mit bem Ouabrat bes Stffetentiaíis ¿X* 
»erbunfcen finí), gar nid>t in Betrachtung geFommen jinb/ unb baß eben 
tiejenigen 2Bettl>e, welche roít eben erhalten baben, auch entfprungen 
wíirben fepn/ wenn wir gleich anfänglich biefe ©liebet weggelaffen/ 
nnb bie $otmuln folgenbergeftalt geänbett litten . dämlich baß

ba wäre bet forpetliche 3¡nn(>alt bes Vegetó =  ~ ffyXXdxdX unb

t>ie Oberfläche beffelben =  ¿  JfXdxdX. v {m ( i +pp) +(y—px)2)

•£)ier ftellt fidf> alfo mwetmuthet eine neue 2lrt bat / begleichen gebop* 
pelte Sntegtalfotmuín weit leichter ausjubtúcfen.

10. S ie  Utfache aber/ warum in folgen ^ortnuln allejeit bie* 
jcnigen ©liebet/ welche burch basOuabrat feines Sifferentialis Per* 
mehret fmb / weggeworfen werben f6nnen, i|t nicht fchwer }u er* 
gränben. Senn ba bie Sntwicfeliing berfelben Sormuln eine jwep* 
fache 3 ntegtation erforbert / beten bie eine nur allein Durch bie íSer* 
¿nberíichfeit bet ©roße x, ble anbete aber nur allein burch bie

<2kr*
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. ^BfitÄnbetlichfcit bet jwepten ©ruße X  perrichtet w irb: fo tfl offene 
bar, baß bie erjfe Integration nur in fofern Die ©lieber mit ¿X , 
unb bie jwepte Integration , in fofern biefelben mit dx vermehret 
finb/ flatt ftnbet: fo(g(icf) wirb man bie gehoppelte Integration nur 
aíébann unternehmen f&nnen, wenn alíe ©lieber ber ^orttntf mit 
btpben ©ifferentialien dX unb dx jugleicf) f bas ifl/ mit ihrem ^ro* 
buift dl. dx sermehret fmb.

SEBernt bemnach einige ©lieber Porfommen, welche nur mit einem 
ber bepöen ©ifferentialien mit ftrh felber permehret, baö if t , ent* 
webet mit dX1 ober dx1 »erbunben fm b, fo fmb biefelben ju einet 
dergleichen gehoppelten 3ntegration Póllig untüchtig, ©enn ob fte 
gleich «ne Sntegration julaffen, welche nämlich burch basjenige © if» 
ferentiale oerrichtet w irb, fo biefelben ©lieber gehoppelt in fich ent# 
hält, fofamt hennod) bie jwepte 3 ntegration nicht flatt haben; Dtefe 
©lieber múffen alfo als nichts bebeutenbe angefehen werben/ fo ba§ 
man biefelben gänjlid; aus ber 9ietf;nung ausiajfen fann.

W ' • \ w  • *| * H | .  i v  « r % I % t i f j  « . ̂  * w -« «
i  , 1 c-

1 • fc **\ %  *  .  .  .

ü .  Ueberhaupt/ wennleine bergleidjen gehoppelte 3ntegralfot' 
mul Porf&mmt/ als f f  ( P¿X2 + Q.dxdX + RaiX* ) ,  welche jwep per» 
Änberliche ©roßen X  unb x in fich enthält/ unb in ber erfieren 3nte* 
Station nur bie eine peränberlichr © r6ße X , in ber le&tern aber nut 
bie anbete x als peränberlid) betrachtet werben foll, fo fann man 
fogleich biejenigen ©lieber berfelben PrfX1 unh Rdx2, welche mit bem 
Ouabrat bet ©ifferentialien perbunben finb, weglciffen, alfo baß 
nur biefe ftormul ffQ4xdX ju integriren übrig bleibt/ unb welche 
man eben fowol)! burch fdxfQ.dX als butch fdXßäjx anheuten fann. 
iföan wirb f»d> nämlid) bes erften Slusbrucfs bebienen mtiffen, wenn 
juerfi nut allein X , hernach aber * als »eränberlich betrachtet wirb;

5  3 her
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ber }»ei>íe §íu$brucf aber » itb  fíaft fingen , »enn bfe beoben 3 nfe* 
grationen nací) cmci' umgefetyrtcn £>rbnung t>etti#tef »erben.

» \  4 m f  m k~i f • A «
^ ^  ^  1 4 i ' $ * w t

12. 'iftadj&em nun biefet alígemcíne Celjrfafc be»íefen »orben, 
fb íaffet uñé tinfere Sorinuín, »el#e » ir  f#on oben §. 9. na# ber/ 
jemgcn ¿Orbuung eníwicfclt baben, na# » e l# «  6 « fórper(i#e

üíaum =  fdXfyXXdxdd % *• . * * * • 
unb bie £>berfW#e = — fdXfXdxV(aa(i+pp)+(y—p * )* ) if lj

aniego na# ber uctfebctcn ©rbnung ber bepben t>eránberíi#en ©rófjett
*  unb X curé einanber felpen, fo ba|? trotr nun ben fórpetli#en Üíaum

=  fdxjljWdX unb bie ©berflá#í

I
s: — fdxfXtfiL V (« ¡ » ( i+ p p )4-Cy—pxy) ert)aften.

*  V l r  ^ V  •

€si tfl eben baS 3 ntegra(e ber $ortnuí fyXXdX, trcií t>ict y, irt 
ffeferrt btefHbe eine gunetion son x í j t , ufó befhSnbig betra#tet

trirb =  - yX1 unb foígíi# »enn biefeS Sntegrafe bur#bie ganje
^ ,

$él)c a auégebreiteí » ítb , fo ift fyXXdX =  j  a3y. 2fuf eine Mjn*

Hcbe 2(tt »ivb in ber j»epten S °w iu í, »ei{ bet) ber er|ícn 3nfegroí 
tion v(aa(i+pp) + (y—pxy) emeríey bteibí t ober bcjMtiDtg
ifo  f«>n ...' . . ,tUi I
/ X iX  v /^C i -f-fp) -H (y~~pxy) = ~ X X  >/(«a('i +pp) * )fl)

/  • t  T  ^

. I 1 ' • t V % I •

13. 2 Bir etbdífén aíf® bur# bfe erfle Sntegration ben fórper*
*•  ̂ •  | ^  ^ #< •

fíc^cít Síautnbetf £ecjcí$ — ~
«w «»)»(. w<<7j^,»ní>i|í .. V

uní befieífcen Obtxfíá< î=:-ijVxy'{aa(i+pp) + (y—px)2)

m u
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9Eßef#i nur nod) einmal integriret werben mfijfen i unb jwae 
«ÎfO/ baji bic ©rèjje x mit iljrcn Functionen y unb p Perdnberli# 
genommen werben. S ie  Sntegration biefer Formuln gel)t nàm li# 
nur allein auf bie ©runbflá#e beé Segels t unb mufj au# auf bie# 
felbe ganj auégebreitet werben. Unb auf biefe ‘Sßcife »erben wit 
fcen E6rper(id)en Kaum fowoljl alé aud; bie £>berfia#e Dolifommen 
fo heraus bringen, olé wir biefelben f#on oben §. 8. bur# bie erfte 
Slrf gefunben l>aben. SDJan fiel)t au# juglei# aue biefer Uebercin* 
ftimmung bie 9îotl)wenbigfcit ab/ warum bei) bcrgletd)en geboppel* 
ten Sntcgralformuln bepbe ©attungen, biefelben ju intégrité«/ beftdn« 
feig auf eine unb eben biefelbe ^Berthe leiten mitjfcn.

14. ‘ftunmebvo ift alfo gegenwärtige Frage nur allein auf bii 
gigur bet @runbflá#e gebracht worben, unb biefelbe fann berofyal/ 
ben in biefen 9£Borten eingeileibet werben/ beg unter «Den figurent
ober unter «Ben frummen £inien A M ß , welche etuen unb eben beit#

•

fetben ÏPertb fur bie .ferimjl fydx ¡reben, b«6 ifî / trclcbc eine 
gleich 0rof?e ^fUdie einfdjUejJen / biejeni^e befttuiniet werbe ¡ in web 
d)er ber VTerrb biefer «nbern ^ortnulfdxV âê  i+pp) + (y—PXY}
ein Minimum ober <sm flcinften fcy. Um nun biefê F<Uge aafjulö#
fen / fo ncl)me i#  für bewiefen a n , baß erftlid) ber Siffercntiaf* 
wer# / ober wie man biefelben fonften ju nennen pfleget, bie Ç3a* 
riationen ber bepben gejeigten Formuin gefud)t / unb benn jweçtens 
bie Variation ber erflcrn einem Múltiplo ber Variation betf anbern 

‘ glei# gefegt werben muf. ,
%

<2ßenn wir alfo biefe SifFertntialwertfye ober 'Sariafionen 
bur# ben Q3u#|îaben î  ber ber Ftotnul potgefe^t wirb/ anbeuten/i 
fo werben wir für bie »erlangte Figur ber @tunbjlá#e bief« ©lei## 
Çeit erhalten . . . . . .

aifydx — ifdx v/ ( í j3( i  +pp) + (y— fxY)

• * ¡r*. S a
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r<r. S a  nun bic ganje Slufïôfung auf bet einjigen SSeftimmunj 
tiefer Variationen beruhet, fo lagt uné auë bet £ebre bet Maxi- 
monim unb Minimorum btefe allgemeine Fotmul fZ d x  betrachten,
in voefĉ et Z eine jeglicbe Function beybeö bet ceránberíicben © r6t;en 
X unb y ató aiicf) tbretStffctemiafien, über, wenn dy=pdx gefegt 
tt>itb / bec ©töfc p anbeutet : aIfo bajj btefe fZdx unfete 
beçbe ‘Jocmutn in ftet) begreift. SEBeil bemnaef) Z  ein« Function 
ber t»rei) enb(icï>en ©róRcn x, y unb p tft, fo wirb baé Sifferen 
tiaie berfelben folgenbe Gewalt baben dZ=Mdx+Ndy + Pdp, unb 
n>o bie ©röfen M , N unb P in einem iegiieben Fall leidet erhalten 
»erben. 2 ßenn nun brefelben gefunben worben, fo ifl auö bet 4îel>r< 
Hit; Maximorum unb Minimorum befanttt, bag bie Variation be*
Sormul f Z d x , ober fern SifFerenttal»cttl) ftcf> »erhalte »re
dP
N - ä T

.0

16. Siefeé »orauá gefegt, |o »irb  fßr nnfte erflere F^rou* 
fydx ( »eit l)ier Z = ÿ )  M  =  « ; N = i  unb P — e fepn ; folglich
6er Siffercntia!»ertb berfeiben , »ie i.
• ^ % • 4̂  i , i ^  ^ * • r  «•

Für unfere jroepte Fotntul fdxv(aa(\ +pp) + (y—px)2) aber
weit bier Z—v/(aa(i+pp) + {y—-px)2) fo roirb

m _ K s z £ l 2 . N = t t m i, p =  •*- « (r-p* >

5Genn » ir  alfo ber Ät'irje halben biefé 35uc&|îat>en Z , M , N, P anfiatt 
î)cr gefunbenen unb »citlàujïgcn *2jQertt)e berfelben bci)bel)ci(ten, fo
df
» irb  bet Sifferen tialroertl) unfern jwei)ten Formuf fid) »ie N — ^

»erhalten ; wobei) $u merfen , ba§ ba fei) ¿Z =  Mífo + N % + Prfp: 
fofalift) werben » ir  für bie F>Pr ber ©runbflache bei Regele biefe

dP
©ieiebbeit erhalten »  =  N  —  , wo m eine nadj belieben ange*

noimnuic 3 al)l anbeutei. S ic  ganje 5(rbeit lauft alio barauf bin#
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«jus t bajj bie gehörigen SSerft)« für N , P unb Z  in biefcr ®(eid>
• ' d P

heit m =  N  —  j x eiitr-cfül)tet, unb biefeiben h«nach entwicht, unb

(lifo auöctnanber gefegt werbe, baf baburch bie gefueftte $igur bet
$(<id)c erfannt unb Dcrjeichnet werben fann. ©<t aber P jbie ©r&fe 

dij
p — /x unb uttfere ©ieichheit l)imutcberum dP in (ich begreift, fo

erhelle^ ba|j biefeibe eine ®iffercntia(g(eid)l)eit uon bet ¿weiten Orb* 
nung fet>n miijfe, unb folglich eine hoppelte 3 niegratton evforbere.

I  -  * /  1 * * ^  l \ . f * *

17. . <233enn wir aber bie ©lieber unfetet gehoppelten Siffe« 
tentialgleichung genauer erwägen, fo werben wir finben, baf bn fep 
M =  —  Np, unb folglich twti dy =  pdx, Mdx + Ndy— o,  aifo ifl

aap— x (1/— px) ,
d Z — Pdp, ober ba P = — — z~  —  fo wirb

,7 _  aaf ~ x (y~i>x) JP
z

. ferner, wenn wir ben 9£Berfh oon P bifferenttiten, fo werben wir 
befotnmen

m aadp—dx ( y—px ) 4- xxdp ( aap—x ( y—px ) ) dZ
dp =  -2

unb aifo / wenn wir hier ben eben gefutibenen 2Berth für rfZ fehtet* 
fcen,' ‘.'in

(aa + xx ) dp— dx ( y—px ) (aap— x ( y—px ) )2 dpdP = --------~z----------------~z*-------
dP w— nx

fois(id) wirfc unfere©ieicf)!)cit ^  n5etiN =  —g— ift, in Die*
„ _ # 2 (y—px) dx ( aa+xx) dp 
fe ôrm ubcr<jci)cn mdx =.----- -------- — ----- g ----

( aap— x ( M— vx ) )2 dp _
■+•--------- ^3----------- ? WoZi:v/(w(i+p/)) + (tj|)— .r)2) ¿ff*

^  ' r v  • ^  %  ^

1 8 . S ie  jwep ledern ©lieber ber ©ieichheit f&nnen auf biefe
S(rt in eincö gebracht werben 
dP
^3((aap— x ( y — p x ) y  —  (a a + x x )(a a ( i+ p p )  + (y— p z)2) )

©  ^  unb



<ro ©eomcfrífd)e Sfufgabe

uní» welcheé burd) bit (Jntwicflung in baé folgenbe eerwanbeffaadp
wirb —  —gi (a»+xx+yy). Unfere ©íeid;heit wirb aífo hierburdj 

cine weit ffirjere ©eftalt befommen, fie wirb nämlich fepn
2(y—px)dx aa ( aa + xx■+■mm ) dp

mdx= — ~2- - - - - - - - - - ^ 3— --- '• biefeíbe aber inte#
gritet »erben fann, tfl nidjt fo (cícf)t ctnjufeí>cn *. benn eé fommen hier

t>rei> eeränberliche ©r&§en x, y utib p sor ¡ beren (entere P —jx

jwat bie Verhältnis jwifdjen ben®ifferentialien¿;/ unb dx anbeutet, 
aber bie Sírbeit beéwegen nicht erträglicher macht; fiberbaé ifl auch 
bie ftormul Z  fcl)t »crwicfclt, unb aué alíen biefen brepen tterdnbcr* 
fichen ©rójjen jufamtnen gcfe&t.

19. © a  nun, um bie gegenwärtige unb anbere bergleidjen ©leich# 
feiten ju behanbeln, fein fkhereé SJJitíeí befannt i|t, fo wirb biefe 
Slrbeit burd) einige gewagte Verfuche unternommen werben muffen, 
llnb weíí biefe ©íeíchheit nur bie }wei> Siffcrcnttaficn dx unb dp jn 
fid) enthält/ fo wirb biefeíbe, wenn fíe butch p uermeljret, unb fúr 
fdx dy gefd)tieben wirb , fiel) in eine anbere »erwanbeín, fo bie 
beyben Siffercníialien %  unb dp in ftdj begreift. Saft uñé alfo 
biefe bcpben ©leichungen, welche jwac i'ólíig núteinanber úbereinftittu 
men, unb nur eine auémad)cn, jufammen betrachten. #ier ftnb fie

a (j/—px ) dx aa ( aa + xx + yy ) dp 
I . mdx —--- y--- —  - - - - - - ~yj- - - - -

tt _ 2(y—Px)dV aap(aa-hxx+yy)dp ■ XI* wid/bj — 2̂  ■ ^3

Sftun wage man einige Verfuche, ob aué einer gewifen VereinU
% a ^

gung biefer bei)ben ©íeicfjheitcn nicht eine neue heraué gebracht wer« 
ben fann, beren integrale t>ou freien @túcfcn in bie Slugen fällt. 
Unb ich werfe hier fogleid) an(/ bafjber ^heil aa+xx+yy beé lefc* 
ten ©rabeé einen nid)t fchlechten ©runb ju eermuthen geben , bafj
diejenige Vereinigung, woburch bie erfte ©eite ber neuen ©leieh«

:r . m



%
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f>eit m ( x ix  + ydy) voirö, nidf>t ol)tte Stu&cn angeftelft »erben 
mochte-
• . 4  • • v • -  • v  ‘ f4|  .

20. 2(uf biefe 9irt »erben » it  aber auf folgenbe <55(cicF)t>eit verfallen/
z{xdx+ ijchj) (y—fx )  aa (x + py) (aa+xx+yy)dp 

myxdx+ydyyzz------------ ^ --------“ --------- — ¿3-------------
ob biefeíbe nun integrabel fei) ober nid)t? mócate »ol)i ber CSíúl>< 
»ertl) fepn, nabet untetfuefjt ju »erben. l2 Beii aber baé integrale

beé erften ©liebeé =  ^  m (x x + y y )  ¡ft, fo müfjtebaé Sntegrale bet 

bei)ben übrigen ©lieber notl)wenöig foígenbe ©eftalt l)aben,
( xx + yy +  C ) ( y— px )
--- -- - - ~2~---- . Unb »enn biefeé angeljf, fo fragt man, »aé

für ben Söucbftaben C gefegt »erben muf? ? SGcnn man aber l)inroie* 
berumbie oben angejeigte ftormul bifferentiiret, fo erl)áít man

2(xdx + ydy) ( y—-px) , _  , y—f x
+ C xx -1- yy C ) d» —

9ÍUU ift, »eii Z — V (a a (i+ p p )  +  (y—px)2)
. !f—Vx _  — aax(\+pp) dp— aapdp ( y— px)

rf. 2  —■ ^3 unb folglich

, fl— f x _ — aa(x+py) dp
d. — 2 - = . ^

21. «frieraué erhellet aífo, baf; »enn C — aa genommen »trb/
— ~ (xx  + yy +  aa) (y—px)

fcaé ©tfferenttale ber ftorm ul--- ~z—  —  —  genau bie

bei)bcn übrigen ©lieber unferet ©Jeichheit geben; folg lief), »enn für
I
-  ber SStiii>(laben n gefchrieben, unb eine neue »illfübrlidje unb be*

flánbige @ró§e bei) Der 3 ¡itegration eingefül)rt » irb , fo »erben » it  
Die foígenbe ©leicfjbeit erhalten, welche bie ?fiatut ber gefuchten 
fvummen Linien nüf>er ju ernennen giebt, ba fíe nunmcl)ro fchon 
einmal integrirt »orben ifl. • - -

(aa + xx-t-yy)(y— px)
» C xx + yy +  ab) = ------ ----- - —  ober/ »enn für Z  fein

- ; ©  2 • • 2 ßertl)
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m t t!> gefeit wirb, n(ab +  x x + V y )  =  ^  ( i

&? ¿fr aber biefe ©ietdjfyeit nod> eine ®iffei:cniiaiöicid&i;eit t>on Der 
erjTcn Orfcnung , öa&et man aifo icicfjt eine ^cricic^ntincj fc»er eje* 
fugten frummen iinie Ijevieiten f&nnte; mm man ficb nur erinnert

%*»r=iHL :■ : •• ’ ' ■•> ‘ •

* t '  ‘ **(•{> ^  ‘ \ • t tl * *• # r

22* 35et'or wir aber &ie Sntecjration biefer ©ietdf>l)eit auf eine 
allgemeine 2irt unternehmen f fo wirb e$ nicf)t unt>ienlid[> fepn / einen 
befonbers merFnoür&icjen Sali fcortyero entroiefeit ju foaben ; &erjeni<je 
§att nem(tcf) reo b = a ijt.

©enn Mil atöfcann i>ie©ieid;l>eii Dur# aa+xx + yy tfyeiibat
IJ—px

wirb, fo e ilte n  wir n =  ^ ( r +?,y) + (tJ_ py ), )
unb folglich n n a a ( i + p p )  =  ( i— ntij ( y —f x ) 2 failil abet 
biefe @(eid)f>ctt nttc aisbann m&glicfj fenn, wenn « « < i .

im
«apt uns berol>albcn fe&cn =  unb uacf)bembei)berfeits t>ie 

Cwabratwurjei ausgewogen worben, fowirb y—vx=kav/(i+ pp), j ■ dii 
2 Denn man tyier aber für p feinen SBert!) j-  fe|en wollte, fo wür* 

t»e man pnben, bafj bie Integration fd)t großen ©cfymtengfciien un« 
terworfen wäre.

^ ^ • * •  •  . . I

23. 9Üan wirb öemnadf) auf anbete Äunjlgriffe bebaefjt fei)tt 
muffen. 2 ßenn aber bie gefunöene ©ieicbttng etwas forgfaltiger

*
betrachtet w irb, fo wirb man wal)tnel)mcn, ba§ biefelbe giücfiidjer 
SBeife jti berjenigen ©attuttg von gatij befonbern Sifferentiaigieid) 
beiten gehöre, berett integrale buccb #ü(fe einer Differentiation 
heraus gebracht wirb. Senn weil dy =  pdx: fo wirb bas Siffcretu

kapdp - '■
tiaie unfeter ©ieic^ung fepn —  xdp — 1 x TOĈ e fc‘ne® 

©c&wie#
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^<i)tt>icrt<)fcit mehr unterworfen ift. © a  btefe <55fcicT'f>eit abet burdjj 
dp t!;ei(bar i(t, fo feben wir dag crftlicb p — <t bet 21 u fg a b e ein &(• 
nügen leijten muffe, alfo dag roir hier für Die $igur der ©rundflä* 
cTk eine grabe £inie erljaiten / fo in öiefer@ieici>l)ett !/= «?+ fcav^i+a«) 
begriffen ift. Sßeit l)tcr aber «, utib k eon tinferm ©utdünfen ab» 
bangen/ fo ifi ffar , dag gar alle gerade Sinieti/ fte mögen eine Sag« 
baben / wie man w ill, l>ierju gehören. Slber da auf diefe ‘SSeife dee 
Segel nicht gefcbloffen ift, fo »erben unfere Bedingungen hierdurch 
flueb niebt eigentlich erfüllet / Dieweit wir nämlich angenommen ba> 
ben / dag bie ©rundfläcbe des Segels eine allenthalben eingefcbloffene 
§igur babe. # • f- v- •

24. Siacböem wir alfo b i«  bie gerabe £inie au$geftf)foffen ba# 
ben/ fo wird unfere gefundene ©leicbung, wenn biefelbe durch dp

t . . . ,•.. - •—kap
getheilct worden, folgende Siuflöfung darreichen x — v ( i+ p p )

—kapp ka
folglich y =fvd* =  v( i +pp) + * « '( « + » > =

und alfo xx+yy — kkati — cc; .wenn nämlich ka=c gefegt wird. 
Jbierauä feljen wir alfo/ dag alle aufrechte Segel, deren ©rundflä* 
d'cit girfel find / der Aufgabe ein Genügen leiften. folglich wird 
für eine jegliche gegebene .£>&be a der gemeine aufrechte Segel/ def» 
fen ©rundfläcbe ein öcn beliebigem ©urchmeffer ift / diefe fehr 
merfwürdige Sigenfchaft beftlen, dag demfelben unter allen ändern 
Segeln / fo mit ihm einerlei -£)öbe haben / und einerlep förperlicbe» 
Svaum einfcbliejjen/ die fleinfie öberfläd;e jufomme.
/<*/{<* v / '  #/•** M  i 3 i + i iÄ  /i«t# 1 J ' i ' J l f J j *  9 + « { . <  * ] 4 3 5 ^-## 5J i J 4%

2^. <?$ fcheinct *swar, dag diefe 2(uflöfung der dorgelegtett ?luf* 
gäbe dergeftalt ein ©enügen leifte 1 dag dadurch alle andere Sluflö» 
futtgen oöllig auggefdjloffcn find, ©erm die gegebene -Oobe, und; 
dergleichen iörperlicbet SRaum, fo dem Segel jufommen foll, mag be#
(Raffen feyn wie man will / fo fann man allemal einen gemeinen 

^  • • © 3  auf-
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aufrechten tfegel finben, ber eben biefeíbe £ól>e uní) eben benfclben 
f&rpetlichen Siaurn bat, weif berfelbe 3íaum butd; ben Snnhalt ber 
©runbflädje beftimmt wirb. Unterbeffen wenn wir bie Statur bet 
»orgelegten Stage etwas genauer erwägen, fo werben wir bennodj 
beftnöen , bag bie eben gefunbene Siufl&fung nid>f für allgemein ge» 
halten werben fann. Senn es i|t beginnt, bag ade Dergleichen 
Slnfgaben, welche, wie bie »orgelegte, ju ben Maximis unb Miiiimis ge?
i)6ren, noch »erfchiebene anbete unb willführlidje Beflimmungen in 
ftch begreifen, fo in bet Siufgabe fclbften nicht eigentlich enhalten 
fmb. Stämlich, ba hier bie $igur bet ©tunbflädje betfimmt werben 
foll, fo wirb nicht nur ihre ©tóge in Betrachtung gejogen, fonbern 
man fann noch überbas aUejeit jwei) Runden nach Belieben an* 
nehmen, burcf> welche bie »erlangte frumme Sinie burchgehen folf. 
Unb eé fommen fogat bei) ben Maximis unb Minimis auch foiefje 
Slnfgaben » o t, in beren Síuflófung noch weit mehrere ^Juncten, 
burch welche eine frumme £inie gejogen werben foll, unferer <2Bill* 
fuhr überlaffen werben.

26. 2 Benn bemnach gegenwärtige Siufgabe, nadj ber Befdjaffen*
heit unb Statut ihrer Slufl&fung,alfo »orgerragen wirb, bag für eine 
gegebene £ 6!)e O C = «  unter allen Regeln, welche nicht nur einerlei) 
forderlichen 9iaum einfchliegen, fonbern beren ©rnnbfläcbe noch 
überbas butch jwep nach Belieben angenommene $>uncte gehen folie, 
derjenige £egel ju bestimmen fe», beffen Oberfläche am fleinften , 
»ber ein Minimum ift. 2Bmti man , fage ich , bie Siufgabe alfo 

v tinfleibet, fo ift offenbar, bag eine jirfelrunbe ©rtmbfiäche nid;t 
allejeit, unb nur in benen gallen ber Siufgabe ein Genügen leiften 
f&nne, wenn bie angenommenen jwey ^uneten genau in bie ^enpbe* 
we bes icnigen gitfels, fo bem gegebenen Dvaiirn bes Äegels $u. 
fómmt, einfallen. Unb fo oft biejes nicht gefchicbt, fo wirb man 
allejeit ganj anbere frumme iinie fuchen müffen, welche aber alle in

unferen
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uitferet ailgemeinen ©Ieitf;ung entsaften ftttb. Senn Witt butcf) bit 
jwepfadje 3 ntegratioti aud) wi(iful)tlid;e ©togcn in Die 5Ked> 
nung fomrnen, unb übetbaö fd)on eine Dritte t ndmiid) « notljanbeu 
ift, fo fann eine betfeiben bur# ben ootgefd)tiebenen f 6rpcr(tdE»ett 
Üiauttt, bie atibcten bcpbeti abet auö bet Soge bet bepben angetionu 
menen ^uncteti/ beflimmt werben.
♦  w  • f,T  \  ^  k  \  # * • I I  j  I J  i j l  ' m € ^ J  i * i  f * • * '*• •• § f Ä

27. S ie  ©iei<$ung abet/ weiche bit allgemeine Siuftöfung un#
, e, . v (aa +  x x + w j)  (u— px)

fetet Aufgabe entl>a(t, ifl n(ab+xx+yy) =  ™ }+ {̂ xy)

beten Sntwtcfiung of) tie einige ganj befonbete Äunftgtijfe gewtg bie 
gr&gte ©dwierigfeit »etutfadjen ESnnte. Sagt un$ abet fofeenbee
©ubftitution bebienen: e$ fei) y—px= uV( x +pp) fo bag wit l)iet#

butd, biefe ©leic^eit befommen =  v(aa+u*y
wnb unfet SnbjwecP fe\> gerbet) atieö but# bie neue mänberiiefje 
©toge a ju be|timmen. €ö giebt abet bie angenommene ©ubjtituiiotv

du pu
wenn biefeibe bijferentiitt witb x =  —  ^ ^ ( i + p p )  —  v ( t + ~ y  

Hub l)ietbutd!> ctl)d(t man aucfc y -  —  ^  v (  1 + P P ) + ^ T + p p )
du* "

alfo bag ba fei) xx + yy — j - ß  ( i + p p ) *  + m

u
28. SDian fe|e bet Äütje tjalbet 'y/faa'+uu\ — «U , atfo bag Ö  

eine gegebene function ton « fep, unb foigiicfr l)inwicbetum
naU

u — vTx—wnUÜ) ctnc fl«fl«^ene function eon U.

ab + xx  + vv
QBeil n u n ------ — r : U fo witbxwvn au+xx + yy ~ '

aaU— ab du1
* x  + y y -  -J ^ c T  ~ d p  Ci+PP)' + «»

i>i tu
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h ierau f mug affo p bur# u obee bur# U beJKmint werben
du2 ciaU— ab— üu+Uuu

fca nun ¿-7 ( i  +  p p ) 2 = ----- 7 3 7 7-----

" ,  • J dP duy\2 - £ )
fo WltP j  +rm V(aaU—al—uu ( \~Ü) ) ■

%  '  ■ * 4 »

N I Í V  lid SPXi'Tjd tíií) ’/•>C } ffüuöSü f
. . naU

29. 2 Benn wir fjiee für « feinen SBertí) '̂ T^ZñuUÜ) unt)
nadU

(^{fo du =  / _ nn]Jïpĵ  fo™/ fo werben m  erraffen
dp nadU</(i~Uy
l +VV C 1— nnUU) V(m{ab— aa) UU+aaU—ab)

»  P»

€g farm aber bur# £ú(fc Dtefer @(ei#l)eit bic ©r&ge p bur# ü  be« 
flimmt, unb tyieraué wieberum bie jvoei) »Wdriberli#en ©rogen *  
tmö'ij bur# bie in 27ten §. gegebene ^ormuln angejeigt werben. 
Unb eë werben öiefe <2ßertl)e alfo bef#affen f e p , bag ba fei)

w  • - 1 1 ,* ’ ' ♦ y  y ?  1 *ls , '¿üL' ■ i ? ^  ; t 1

-, ¿ ctaUU— ab aaÜ V (  i +  p p )
xx+yy =  1_ ü  unb y—px =  —  ̂i—nnUU)

■baraué wir etfe!)ett, bag man aué biefen gormutn ben oben entwi* 
tfeííen g a l l wo í  =  « ifl / n i# t I>eríeifen fónnen ; eg wirb t)ies 
ndinli# U =  i , fo bag biefe ©r&ge aufl)5ref öcrdnberli# ju fepn. 
9îi# tê  beftoweniget erhellet / bag in bem $a ll wo b = a »ft, bie

T T  ^  ** '  i  J  v  "  \ ' * *  i *• r/

Çormul ■ «inen befWnbigen <2Bcrtl) erraffen múffe, unb bur#

t»e(#e Sigenf#att bie Sftatur beö Sírfefó auf baö beutii#fte ange# 
beutet wirb.

A ¡  *f I v J f { J y t U t y W  I VU», \ Vv » * i » .  i Ji  V ■!* . • - : I  . t

30. S ie  Conduction ber Erummen îiiüe wirb fl#  bemna# 
«(fo »erhalten. 9)?an wirb nám lí# ju erfl bie SBertyäitmg jwif#en 
f  unb U aue¡ foigenber ©iei#ung befiimmen . ,

dp nadUV{ i— U)
I - i-pp~~  ( 1 — nriUU) V (n n (a b — a a ) U U + a a U — ab) ‘

Unb
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uni) wenn bicfelbe gefunben worben, fo werben bie bei)ben Coorbi# 
naten x unb y ber »erlangten ©runbflä#e fepn

napU V (n n (a b — aa ) U U  4- aaU— ab )

X “  v"( i +pp) ( i— nnUU) *  V( i +pp) ( i— U) ( i~nnU)
■ na U  p V (  nn ( ab— aa )  U U  4- aa  ¿7— ab )

y V(i+pp) ( 1— nnUU) + v '(i- f- p « )(i— £ 7 ) ( i—nnUU)
~  n a d ü V ( i — U )

fo oftaljo tag in t e g r a le i_ nnüU-) (v(aa(ab— a x )U U + a a U -^ b )

burd) einen girfetbogen angebcutet werben fann, fo bur# einen ¿3ir* 
fclbogen beflfen Tangens gleich p ijt, abgemeffen wirb, fo oft wirb au# 
bie gigur ber ©runbfla#« eine algebraif#e frumtne Cinie feon.

V  ; r l  fr \  J . Ji \  1 . t »

S a  wir aber biefe $ormul in ibrer allgemeinen ©ejlait »on ber 
Srrationalitdt nid)t befreien f&nnen , fo wirb eö aud) ni#t mogii# 
fepn,bie Integration berfclben bur# bie blofe Ciuabratur be« Sir? 
felö ju öollenben. ^ ’

31. Serienige g a l l , wo » = i  ift, bot nun biefe Bequem# 
li# fe it, büß bie 3 rraiiona(itdt weggefebaft werben Eann, unb bero# 
wegen wollen wir benfelben an# befonberä entwiefein; ¿¿w irbaber

dp adU
i +pp ~~ ( 1 — UU) V( aaU—abU—ab) foi^ftC^

5*-. -  —  ap U  4- V ( aaU— abU— ab)
’ *  “  "” 'V ( i+ w , ) ( i — Dü) Mni>

_  + ctU 4- p\/{aaU—abü—ab)
y  “j  ; v(j 4-pp)  ( i— uu)

ia § t un$ affo fc§cnv/(aaZ7—abU—ab)-=.v fo votri>
vv +  ab — 2vdv (an +  vv) (  aa— 2 ab— vv)

ü = ^ b s dü= ^ a l> mt> ---- 2
* c r-4V __ 2a(%aor—ab)dv

fO Ö KP t +  pp ( aa +  vv) ( aa— 2 ab— w )
•̂ eiefje ©icid;l)eit fofeentormagen jersiiebert roirt);

dp adv adv
14-pp aa 4- vv aa— zab— w

$  32«
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3a. -Oteraua feljcn » ir  alfo, baf wenn iat>»a »áre , beçbe 
^ c i(e  Siríeíb&gen geben »úrben : voeif abet afóbann bie ftormuí 
v (i—UU) unm&gli# wirb, fo »útbe au# bie frumme tinte feib# 
fíen unmógít# »erben. $oíg íi#  wirb t)ier no#»enbig erfotberet, 
ba£ aa >  2ab fei). 3 n welchem $all aber baö (efete ©íieb bur# bie

W

£ogari#men integtabeí «irb . CBBenn voie aífo fefcen ao— za b = ze
,  -  .  fjffÉ ^  

pber ah — — -—  fo ecljaíten » ir
#

v a  c + v
Ang. tang, p =  Ang. tang. — + — <—  + « unb foígli#

V a e-hv
p =  tang. ( «  + Ang.tang. -  + -  / — )

Sfta#bem übet auf biefe <2Beife bie © r6§e p bur# « beftimmt »or# 
ben i fo »erben bie Soorbinaten x unb y ber frummen îinic feçn

w  •' & % v' * ’ ^

— ap(aa— cc 4- 2vv) +  {aa 4- cc)v +  a[aa— cc+2w )  4- (aa 4- cc)  pv
y  ■ ■ ! - ■ ■ ■ » ■  — ------- —  —  ■■ »  — ------  --------------------------— — i—  —  ■ —  -

2 V ( i + p p ) ( a a  +vv) (cc— w) ’  5 ZV(  i +  pp) (aa+ vv) (cc— w)

33. Siefe (eifere 2iujï6fung aber ôfnet unô ben 2 Beg ju einer 
flnbern, bie »eit fúrjer unb f# 6net ifî. S2Bir fefyen nàm li# bag 
feie gerabe îinie CM = v(xx+yy) in unfern ftormuín ¡um ôftern 
»orfSmmt. Safjt unö Öiefelbe affo anfîait ber Soorbinaten in bet 
9te#nung einff#ren, unb mit berfelben no# einen 2Ginfeí ecrfnú# 
pfen; eé fe# berotyaiben CM=a- unb P C M =  <J> aifo baß xx+yy—ze

unb x =  2 cof. (p ; y =  2 fin. $ ifl : ba nun U =  ift /

na ( ab 4- z z  ) v/( 1 4- pp ) 
fo Wirb y p x  — y/ ( ( a a  +  z z  ) 2— nn ( ab 4- z z  ) 2)

tK il fctncç dx =  dz cof. <J)— zd(p fin. (J) unb dy — dz fin. (J) 4- zdty cof.
dz fin. <J) 4- zd§  coi*. <J> 

fo voit p — co£ p— ^i(J) fin. cp
— zzd(p V(dz2 +zzdty7)

folßlic^ y fx— — #¿(})íin.<Í> wn^ v/í I^P)-~dzcoi.$— .^/cpiin.cp

5BJenn
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SEßenn wir bemna# biefe gefunbeneti <2Bcttl)e an i(>rc gehörige £>er# 
tcr f#teiben, fo werben wir fofgenbe ©iei#ung jwif#en z unb $  
bcEontmen.

—zzdfo na(ab + zz) ‘
V( dz2 + zzdty *■) V( (aa + zz)2 —nn ( a b + zzy )

34. tOian nel)ttie bevberfeitö bie üuabrate / unb man wirb enb* 
fi#  auf biefe ©fei#ung verfallen
(aa + zz)2z4d<p2 —  m(ab + zzyz*d(p2 — nrtaa ( ab + zz)2 dz2 +• 
. - - maa(ab + zz)2zzd<f>%
barauö wir bann foglei# ertyafte» •,

na(ab + zz) dz 
^  — zV(aa+ zz)(zz(aa + zz)— nn(ab + zz) 2)

©obalb man aber burd) #ti(fe biefer ©leid)l)cit bie t2icrl)ä(tni{j jwi# 
f#en ber geraben Cinie z unb bem 21?uifcf (p gefunben, fo wirb bar# 
aue bie QJerjeidmifj ber gefuchten frummen Sinie unmitteibar betgdeiiet. 
(Jö crljelfet ferner aus biefer Sluflofuttg fogfei# , baf man ber ge# 
funbenen @lei#l)eit ein t?6f(igeö ©enfigen feijte, wenn für z eine 
jol#e bejtdnbige ©c6§c angenommen w irb, baf babur# ber Ken* 
tier vernichtet werbe; ober wenn man zz(aa+zz) = m(ab + zz)* 
fe|t. 3 n biefem §a ll wirb aber bie f#on oben gefunbene 2(ufI6fung 
tu t#  bie jiriefrunbe ©runbfl<ü#en l)crauögebra#t.

3f.'SSian fann au# auä biefer ©lei#l)cit ben 3 nn^ait ber 
©runbff<S#c fefbften, babur# bann weiter ber f5rj>erfi#e Kaum beö 
Äcgefö beftimmt w irb, ganj (ei#te fünben. S an n  weif ber 3 unl>alt

ber ©runbfld#e auf eine allgemeine 2irt bur# -fzzdtp angebeutet
3  i Z f
wirb, in fofern man näm li# na#  ber Integration ben Sßinfel $  biö 
ju vier re#ten SBinfefn auöbreitet, fo wirb ber 3 mtl)aft unferer ge# 
fud>ten @runbfld#e feyn

i _  na {ab + zz) zdz
Ä ~~2,V(a» + zz) (zz(aa + zz) —  nn(ai+zz)2)

a €nb#



6 o ©eomeinfcl)e Aufgabe *>on fcem $egel.

<£nbii# ba &ie£)betft<kf)e bcäÄegeiä butd) ^  ßxV(aa( i +pp)+(lJ—? x) 2 )

auögeörücft wirb, fo werben wie erftlicb, wenn wir für x, y unt) v
\  1 .  • ♦  ' «.• % ft

t>te eben angejeigten SCBertfye öurd) z  unö <J) fc&reiben, öie £>berfW* 
d)e eine« icg(icf)cn Äegelö auf eiue allgemeine 2trt aifo auögcörücft 
finden: num(tcf)

=  \ fv^aadz* +xx (an+xx)d§"-), @e|en wir nun I)ier ferner für

d<p feinen gefundenen SBertl), fo roirö Die ßberfldcfte unfertf »er* 
langten Äegels feon
I a xdzV(aa + xx')
- f d x V M l  + f p ) + < r - f * Y ) =  2^(xx(aa +  x x ) ~ m ( a b  +  xxY )

j « . « i
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