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Aus der gegebenen Hohe ded Kegeld die Figue

feitter Grundfldche su finden, fo daff dev Forperliche
Annbalt deffelben unter allen andern von gleicher Obers
fidche Der grdfte fey.
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Aufidfung cinet geometrifcyen Aufgabe.

QDie Aufgabe welche ich mir Hier aufzuldfen vorgenons
e habe, laufef folgendergeffalf :

Die &H0be eines Betels iff gegebenn s man foll die Si-
gur feiner Grundfliche finden, {0 daf der Eorper-
Tiche Innbalt Ocfielben, unter allen anndern, Oie mit

ibm gleiche Oberfldchen haben , der grofte fey?

4 ¥* I,

K w3 fey a Die gegebenc Hdhe ded Kegeld; man jiche ausd der
Wz Ovpite dDeflelben O aquf die Srundfiache CAB die Per-
S pendiculatlinie CO, welde alfo = a feyn voitd.  Man fus
che nun bie Kigue diefer @irunbﬂdd)e ; fo baﬁ Der Kegel eine gege-
bene Oberflache erhalte, und da diefes auf unendlich viel Arten 'ges
fd)el)en fann, fo foll unter allen diefen @tunbﬂdd)en Diejenige bes
fhmmt roerden, weldhe den grdften Edeperlichen Snnbalt gicbt. Man
Pann auch diefe Aufgabe alfo umbehren , Daf untey allen Grundfid-
den, welde KRegel von cinem gegebenen Edrperlichen Snnbalt geben,
Dicjenige verlangt weede , fo der Fleineften Oberfliche jufdmmt.
Die Aufgabe aber mag auf diefe oder jene At porgetragen toerdety,
fo bIcibe die Aufidfung dennoch diendmliche. Eben diejenige Gleichheit ;
voelche ung die Natur einee Srundfidche ausdructt, fo unter allen
Rége[n oon gleiher Oberfidche Demjenigen jubdmme, det Den grdfiten
2 ¢ fots




40 Geometrifche Aufgabe

gorperlichen Snnbalt hat , witd audhy jugleich dicjenige Srundfidche
anieigen, voclche unter allen Kegeln einevley Jnnbalts demjenigen jus
fommt, Deffen Oberflache am Fleingien ift.

Ob nun gleid) die Lebre von den Maximis und Minimis auf
das vollfiandigfie ausgearbeitet worden, fo Dap Die gegentdrtige
YAufgabe von feiner Schwicvigheit ju foyn mebe {deinet , fo ricd
dennoch ¢in jeder Der Die Yufidfung Derfelben unternehmen wollte ,
fo grofie Hinderniffe finden, dafer, um viefelben aus dem Whege ju
rdumen, Die feinften Qunfigriffe dev Analvfe ju Halfe ju nehmen geo
soungen wird, I glaube alfe nicdht eine vevgebliche Arbeit unters
nommen 34 baben, wenn idh biermit die Aufidfung der vorgefeaten
Aufgabe in fo fern ju €nde ju bringen tvachte ,  als ¢s theils Ddie
Natue Derfelben Aufgabe , theils auch meine Kvafte, exlauben wols
fen. Sdhwwere Aufgaben pflegen niemals ohne Nugen abgehandelt
su werden , wmd man verfalt gemeiniglidy duvch die Auftdfung ders
felben auf Dinge , o jur Criveiterung der Analyfe nicht wenig
beptragen.  Unfer Bevftand. roird Dabey gefdhdrft, und je fdnger je
melye tichtig gemacht, auch fhwereve Unterfudhungen unternehmen w
$dnnen,

2. Da bier alfo die Figur der Srundficche CAB beftimmet
wetden folf, {o lafjet ung cine getviffe gevade Linie CA, fo durch
den Punet C gezogen wotden , fir Die Ape annehmen , und quf dies
felbe die YApplicaten PM fenfelreht jichen. Man nenne die Coor-
dinaten der Grundfidche OP=x; PM=g und fthe dy =pdx,
alfo Daf Die gange Aufidfung davinnen beftehe, Daf cine Berhdlt-
nif oder Gleichheit gvifhen x und g gefunden werde. Durch die
Coordinaten witd man alfo su erft foroohl den Eorpetlichen Junbale
bes Keacls, alg aud) feine Oberfldche beftimmen miffen. Und ob
gleich Diefelben aus dev Natur dev Fegelfdrmigen Kdvper leiht hers
semtet werden Fann, (0 1oivd ¢8 bier Dannod) beffes fepn, fich Deg
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oon dem Kegel, 41
afigemeinen Jotmuln , voelhe ndmlichy afien Kdrpern gemein find ,
1 bediencn  Damit man hernad) die NRedhnung defto leichter, und

auf eine dbnliche At auf bte andere Sattungen der mtm antoens
ven Fonne,

3. Laft ung yu Ddiefen Cnde erftlidh eine Sleidhlheit fuchen ,
woelche Die Natur eines Kegels auf die gerodbhnliche Ave durch Drey
auf einander fenfelvechte Coordinaten ausdruclt, Nachdem alfo aus
der Spige O eine grade Linie M O gegogen worden , weldhe gdnys
fich auf dex Oberflathe des Kegels fiegt , {o jiche man aus einem
unbeftimmeen Punct Z in deefelben evfilich die Linie Z Y, weldye auf
ber Ttidhe O CA fenfelvecht auffallt, und dann wiederum von dem
Duncte X die auf die Axe des Kegeld OC fenbelvechte Linie X Y ;
bernach nebme man Diefe drey geraden Linien OX, XYund ZY fie
diec Coordinaten an, und fege OX =X; XY=Y und YZ=2Z.
Da nun egen der Aehulichieit der drey Efe OCP und OXY,
imgleichen OPMund O Y Z fidh verhdlt a: X=x: Y=9: Z fo wird

xX

X
=— und L=t y s und folglidh, roenn diefe Formuln btﬁ'erentti:

et twerden und fie dry pdx gefchrieben witd , {0 eehdlt man

d X+ Xdx dX +p Xdx.

4. ‘J‘tun viffen it durch die allgemeinen Formuln, welche jur Nta- -
tur cinegjeden Kbrpers tiberhaupt gehdren, daf,wenn dZ = PdX + OdY
gefenst woird, der Edeperliche Sunbalt deflelben feyn werde= [fZIXaY
und die Oberflide = [faXdY v( 1+ PP + QQ). TWenn twir alfd
Diefe Ausdricke auf Den gegenwdrtigen Fall anwenden wollen , fo
miffen wit juerft dDic Lerthe von P und Q fudben. Wiv miifjen alfd
qus denen fiie Y und dZ gefundenen Formuln das SDtﬂ'erentm[e dx byexs

(pr—y)dX
~au6 brmgen, Dadurch wir Dann evlangen werden pdY —dZ_.-—--—;—-*
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- Geometrifdye Anufgabe

alfo baf dZ:de+(’“Pa) L] unb folglich P_”—ﬂ y Q=p

und hievaus wiedevum /(1 + PP + QQ)z; V(aa (1 + pp) +(y—px)*)

5. Wir werden alfo folgende Ausdeiicfe, weldye su unferm
Borhaben cingerid)tet find , evlangen. Namlich der Eorperlidhe Snus

Balt des @egew = ~ ﬁ‘yxdx (xdX+Xdx) und die Oberfidche defr

fefben = ;5 flax (xﬁ-hxdx YV (aa( 1+ pp) + (y—px)?)

Diefe gedoppelte Diffeventialformuln miffen roeymal nacheinandes
integrivet woerden , indem man namlich die bepde Grdfen x und X,
welche davinn enthaften find, eine nad) der andern, als verdanderlid
betradhtet. Denn hier werden y und p ald jwey gegebene Functios
nen von x angefehen , toeif -bey der gegentodrtigen Unterfuchung die
Srundflddye als befannt augenommen wird , affo daf unfere Fot-
muln eigentlich nur Die 3wey verdnderfichen Srdfen » und X in fidh

enthalten, wilche fonften mjﬂnaﬂw nicht Die gevingfie Gemein|chaft
haben,

6. €8 muf aber diefe swenfade Kntegration beyder Tormuln
alfo verrichtet voerden, Daf erfilich nur eine der beyden verdnderlis
hen Gedfen x und X a8 verdnderlidy betrachtet, und die Sntegras
tion darauf bis auf den gangen Kodvper ausgedehnet, hernady abee
audy die-andere Der beyden Grofen ald verénderlid angenommen ,
und die Jntegration auf eine dhnliche Art vollzogen werde. €8 iff
aber einerlen , mit weldher verdnderfichen Grdfe wiv die Jntegration
anfangen , da ¢ alfejeit nothrendig ift, daf e¢in und eben derfelbe
erth heraus fomme. Damit man diefes deutlich cinfehe , fintes
mal dergleichen Rechnungen felten bonhmmm, fo twollen wit ung

bier




0B Dem RKegel, 43
Bice bewdet Mecon nadbeinaviee bedienan , alfs M tbegen ihrer Bebers
einftimmung Fein Srocifel mehs ﬁbttg bleiben Edune,

=, 8 fey affo bty der erfteren Integration awe aflein s mit foi-
wern Junctionen g und p vecduderlich, tod unfere Formuln weaden
folgendermagen Ednnen angebeutet werden,  Namiich.

xy Xd X
Der Borperliche Snnbalt = —defdx (""‘" ~+yXX)

die ,Dberﬂdcbt &t -defdx( dX-f-X) Vv (o (“I +P?) +(y-ﬂx)"f

Da nun die bhinteren ‘*‘beue Diefer Formuln wem mtegmt werden
miiffen und Dabep X als cine bejrdndige Srdfe betrachtet wird ,
fo[gltd) =0, fo roerden diefelben folgender Geftalten erhalten
j'yX.de und /Xdx v (aa( 3 +pp)+(y—-yx)’)

da ferner Diefe Jntegration butcb Die ganae @xunbﬁﬁcbe mmebmtet '
worden , o laft uns feeen / met[‘ﬁ eme bmanbm @tbfe iff, man
batte erbalten

fydxc = A und fibe v’ (o (1 ++pp) +(yp—pc )7y =B
denn Die “Bcttl)e Diefer iSotqmln mztben_gemgﬁ beftandig fenn,

8. 9.'8/:; tberbcn alfo btcmus .be!omnwn erfmcb Dau Pbrm(t:hm
NRaum = — j'XXdX und jroeptens die Oberflide = = f XdX

M nun nad; der gwepten (ntegration  die mmm Cvife X
anf der Ape von der Spige Oy wo X =unift angeredhnet, bis Jum
andan Cnde Devfelben Cornion: x-aﬂ' mby wﬁdﬂt \Ntbm muﬁv
fo wird

X —__13--_- 3 ot 4 TNOR s
JXXdX ;X ga*unbj’XdXJ“:X‘“ng"‘fﬂ%u@w

fomﬁtbe ﬁiaum ) T Aa und Die Dberﬂdd)e Des Kegels = — B
B - e el




44 Geometrifdhe Aifgabe
weldye alfo beyde durch die Figne der @tunbﬁdd)e Devgeftalt bes

ftimmt toetden , Daf da fey der Edtperfiche Raum = — aj'ydx und Die

.Obetﬂ&d)e — —fdx\/(aa(l+pp)+(y-—px)’)

wenn namlich diefe Smegt“ en Durd) Die gange @tunbﬂdd)c ausges
breitet yoerden.

9. Nodh ebe ich weiter gebe, fo ritd s dienlidh fevn eine fons
verbare Defchaffenbeit und Cigenfchaft diefer Redynung genauer ju uns
terjuchen. LBie fehen namlich bey unfren gedoppelten Sntegralformuln
JyX (xdX? +XdxdX) und ([JxdX?+XdxdX) V(ae (1 + pp)+(y—px)*)
Dag iejenigen Glicder, weldye mit Dem Quadrat Des Differentialis X*
verbunden find, gar nidyt in Betradhtung geFommen find, und daf eben
Diejenigen LBerthe, roelche wiv eben erhalten haben , audh entfprungen
wirden fepn, wenn toiv gleich anfinglid) diefe Slieder weggelafien,
und Ddie Formuln folgendergeftalt gedndert Hatten. Namlih daf

Da ware der Eorperliche Smnbalt D¢ Kegels = - j}'yXdedI und

die Oberfiddye deffelben = — ﬂdxdx\/ (aa (1+pp) +( y—'px)’)

Hier frellt fich alfo unmmutbet ¢ine neue 2t dar, dergleichen gedops
pelte Jntegralformuin veit leichter auszudricen.

10, Die Utfache aber, warum in folden Formuln allejeit dies
jenigen Glieder, weldye durch das Quadrat feines Differentialis vers
mehret find, teggetvorfen roerden Ednnen, ift nicht fdhroer 3u ere
grinden. Denn da die Entwicteliing derfelben Formuln cine jroeys
fadhe Jntegvation erfordeve, Deven Die eine nur allein durch die Bets
dnber(td)l’ett ber Grdfe %5 Die anbere aber nur allein burcb Die

- Bers




mix Demr Keael. 45

Berfndetlichleit Dev ymepten Grdfie X vervichtet tvitd & fo ift offens
bar, daffi die erfte Sntegration nue in {pfern die Slieder mit X,

und die jwepte Jutegration , in fofern diefelben mit dx bermel)ret"
find, fatt findet: folglich witd man die gedoppelte Sntegration nuy
algdann unternehmen Ednnen, wenn alfe Slieder Der Formul mif
beyden Differentialien dX und dx jugleich , das ife, mit ilrem Pros
ouslt aX. dx permebret find. |

~ TBemm demnady cinige Slicder vorfommen, toeldhe nur mit einem

Der beyden Differentiafien mit fich felber vermebyret, das ift , ents
foeder mit 4X* oder dx® verbunden find, fo find diefelben ju eince
Dergleichen gedoppelten Sntegration volig untichtigs. DOenn ob fie
gleid) eine Jutegration julaffen , weldhe namlich durch dasjenige Difs

feventiale vervidytet voitd , fo diefelben Glieder gedoppelt in fich ents
Bait, {oEann dennod) Die gtoente Jntegration nicht fratt haben ;5 Diefe
Slieder miiffen alfo als nichts bedeutende angefehen rerden, {0 Dai

man Digfelben ganslich aus Der Neshnung auslaﬂ'en Eann.

. uebeﬂ)aupt, wenn] ¢ire ‘Detgleichen gedoppelte Sntegralfors
mul vorfdmme, als [[(PIX? + QdxdX + RdX? ), weldhe jroen vevs
dnderfiche Sedfen X und x in fich enthdlt, und in Dev erfteven Jntes
gration nur die cine veranderliche Srofe X, in Dev legtern aber nue
Die andere x al8 perdnderlich betrachtet werden foll , fo fanun man
' fog[etd) bmemgen G3lieder Derfelben PaX? und Rdx?, foelche mit Dem
Quadrat” det Diffetentialien verbumden find , toeglafien , alfo dag
nut diefe Formul [JQdxdX 3u integriven ubttg bleibt, und weldye
man eben forvoll durd) fAx/QaX alg duech /X Qdx andeuten Fann.
Man witd fidy ndmlid) des erfren Ansdencks bedienen miiffen, wenn
juerft nu aUem X, betnad) aber x afg bctdnberlicb betrachtet 1ird;

29 ( 29 ) K 3 - _ Der




46 Gseomefrifde %xfgabe

der mepte Nugdruct aber witd ftatt finden', wenti die beyden Knees
dgrationen nady efner umget‘ebrten Ordnung berricheer werden,

12, Nachdem nun bm’et aUgemcme fehefas betviefen morben,
fo faffet uns unfeve Formuin, welde wiv fhon. oben §. 9. nady dees
fenigen Drbnung entwictelt baben , nad me(dm bet Eérpet[id)e,

Naum = — dengde : 34 u

und die Db.er,ﬂdd)e == L JIX[Xde v (aa (1-+pp)+(y—px)) ife
anjego nach der verfehrten Ordnung der beyden verdndetlichen Grdfen.
3 mtb X auseinander feten , {0 Dap wiv nun Den fbrvetlubeu ‘Dianm |

= fdxjyXXdX und die Oberfiddye o0

-r-mfxa V{aa(a4pp)+(y—px)®) abaltem, . |
Eﬁ rﬁ ¢hen dad Qntegrale det Formul HXXIX , weil- biee v, (a
fofert mere{be cifte Funmction von x ift , al8 befbindig betradytet

witd = y‘X3 und folglich toenn Diefes i’mtegm!e butd) die gane

Hibe o ausgebreitet wird, o iff, HXXdX = - a3y.. Auf, cine dbm
lttf)e vt witd in der soenten Sormul, weif {m) bet erﬁen 2{nt¢g.rc;,
Hon \/(aa(1+pp) + (y—px)?) einerfey bleibe / DOk beﬁdnblg _

it feyn ' o 4 g

1

f'erX V (M(i +PP) + (y-'px)’) =;-XX V(“(I +m +fy*-1x}‘)
=1aa~/(aa( 7 -mr) + 4y~—m=>

13, Wit ctljdfﬁm aﬁ'l burd} Die uﬂe Smgmmn ben %rpeu
f;dert ataumbes S{'egdé*‘“'- amx b byl il .-.,.; i

3% '.

und bcﬂ'e[ben chrﬂﬁcbe -t ﬂx‘y(aa( X +pp) + ( y-—px)’)
Wel

J.-";
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ABelche jest nue nody cinmal integeivet oerden miiffen, und ywae
a[fo, daf die Gedfie x mit ihren Functionen y und p verdnderlich
genommen wetden. Die Jntegration diefer Formuln geht namlid)
nut allein auf die Srundfidcdhe des Kegels , und muf auch auf dies
felbe gany ausgebreitet werden.  Und auf diefe Icife werden tvie
den Edrpectichen Naum forwobl als audy die Oberflache vollfommen
fo bevaus bringen, al8 wir diefelben fhon oben §. 8. durch die erfte
QAet gefunden haden. Man fieht auch jugleich aus Dicfer Uebereins
flimmung die Mothwendigleit ab, warum bey dergleichen gedoppel-
ten Sntegralformuin bepde Sattungen , diefelben ju integriven; beftans
Dig auf eine und eben Diefetbe LBerthe leiten mufjen,

14. Nunmebro iff alfo gegenwartige Frage nur allein anf die
Tigur der Srundfiache gebradht orden , und Ddiefelbe Fann derohals
ben in Dicfen LWBorten ¢ingefleidet werden, daf unter allen iguren
oder unter allen Frummen Linien AMB, welde ciuen und eben dens
felben erth fur die Formul fydx geben, das ift ; welde ecine
gleidh grofe Sladhe cinfdlicfen, dicjenige beftimmet werde; in wels
cher der Werth diefer andern Formul [dx v/ (ae (14 pp )+ (y—px)?)
ein Minimum oder em Fleinflen fep. Win nun diefe Frage aufyuidz
fen, fo nehme ich fur bewicfen an , Dag evfilich der Differentiafz
toertl , oder wie man Ddiefelben fonfien ju nennen pfleget , die BVas
" tiationen Der beyden gepeigten Formuln gefucht , und denn: jrentens
die Bariation der erfiern einem Mulaplo der Baviation Des andern
~gleidh gefest werden muf.

AWenn twir alfo Diefe Differentialtverthe oder Wariationen
dutdhy den Dudbftaben > dDer der Formul vorgefest wird, andeuten,

fo oexden wiv fiir dDie verlangte Figur der GSrundfidche baa(o @letd).c
Beit evhalien

R fyde = 3fix /(021 +pp) + (y—px )) |
' 5. O’



48 Geometrifche Aufgabe

rs. Da nun die gange Auffdfimg auf ded ¢injigen Beftimmung
Diofer Bariationen bevubet , fo (aft unsd aqus der Lebve dDer Maxi-
morum und Minimorum diefe allgemeine Formul [Zdx betracdhten,
in welcher Z eine jegliche Function beydes der vevanderlichen Srdfen
x und y afs audy ihrer Diffeventialien, oder, wenn dy=pdx gefelt
foird , Der Grdfe p andeutet ¢ alfo Daf Diefe Form fZdx unfere
beyde Formuln in fidy begreift. Leil demnady Z eine Function
ber Drey endlichen Srdfen x, y und p ift, fo wird das Diffevens
tiafe Derfelben folgende Geftalt haben dZ=Mdx +Ndy + Pdp, unbd
o Dic Gedfen M, N und P in einem jeglichen Fall feicht erbalten
werden. IBenn nun Diefelben gefunden worden, o ift aus dev Lelyre
Der Maximorum und Minimorum befannt , Dag dDie BVariation Ddeg

Sormuclinde, odet fein ﬁblﬁerentmlmcttb ﬁcb perhalte 1wie

~dx

16. Diefes voraus gefest , o 1witd fiir unfee ecftere Formul
fydx ( weil hiee Z=y) M=o; N=1 und P=0 foyn ; folglid) |
Der Differentialmerthy Derfelben , wie 1.

e unfeve groepte Formul fdx v(aa (1 +pp) + (y—px )*) abet
weil biee Z=v(aa(1+pp)+ (y—px)*) {0 wird

M :PCy?x) N_y—;x “s P_m—afz(v—?x)
AGenn wir alfe der Kiirge halben diefe Dudbftaben Z, M, N, P anftatt
Der gefundenen und vocitldufigen Werthe devfelben beybebalten, fo
toitd Der Differentialtverth unfevn jiwepten Formul fich tie N-—-:i
verbaltens wobey ju merBen, dag da fey dZ =Mdx + Ndy + Pdp:

folglich werden i fiie die Figur der Srundfidche des Kegels diefe

dP
Gleichheit erhalten m =N —~—, 100 o cine nad)y ielicben anges

nommmc (.;al)l andeuter, Die ganae Arbeit fauft aljo darauf bine
QU
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aus, daf die gebongen Aerthe filr N, P und Z in diefer Cleichs

l)elt i N-—- dx emrcful)ret, und diefelben hernadh entmtcfe[t, und

alfo auseinander gefett vocrde, dDag dadurvch Die gefuchte Jigur Dee
{S’Idd)e erfannt und verjeidynet voerden Fann. - Da aber P die Grife

P _:Z und unfere @leld)bett binwicderum 4P in fidh begreift, fo

erhellet, baﬁ Diefelbe eine Diffeventialgleichbeit von der sroenten Otds
nung feyn mﬁﬂ'e, und folglich cine doppelte Jntegration erfordere.

17, QUenn wir aber die Sficder unferer gedoppelten Ii):ffea

tenttalgleud)ung genanet crodgen , fo roetden wit finden, dag Da fey

M=— Np, und folglich weil dy=pdx, Mdx+ Ndy=o, alfo ift
aw_p—-—x(y—-pxg

dZ_Pdp, oDer baP_-—————Z———— {0 mwb
‘z _ aap—ox Z(y-—px) dp
Terner, oenn toir den WBerth von P differentiiven , fo voerden mlt
- befommen
i ddp—dx (y—px) ¥ xdp  (op—w (y—px))dZ
b Z e s

und alfo, wenn iy hier Den eben gefunbenen Werth tuc dZ fd)m,

ben
{ (as +xx ) dp—dx (y—px ) (aap—x (y—px ) )2dp

dP bk
folglich witd unfere Gleichheit m=1 e tﬁet[ N= TR0 p — ift, in Die-
- | 2‘(y7-f-px)dx (aa+.xx')d£¢ .

| {e ‘?orm“ﬁb’ei:gebeh mdx = 7 Z
-~ (aap—x %) )id
hedpsXgupediiep i S0 P S B WG

‘ 18, ‘bte soey Iebtern Glieder ey @mcbl)ett fénnen auf Diefe
, %I}:;t in cines gebrache wetden * |

d
g -‘;—Z—;(:(aap—.-x(y_?x))’ (aa+xx)(aa& ""PP)"'(y—?’z)z))
oo 3 | | S und
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und telches durch die Cnericklung in das folgende verrvandelt

: as
ird — 7“5 (aa+xx+yy). Unfere GBleichieit voird alfo bievdurdh

eine weit Purgere Geftalt befommen, fie wird ndmlidy feyn

2 —0x )X aa( as + xx 4+
mdx 2y- g ) — ——g-—-——%-g——yy)dp. ‘ZBte Diefelbe aber intes

grivet metben Eatm, it nicht o leicht eingufelens denn es Fommen bice

Drey perdnderfiche Gedfen x, y und p vot , deren fegtere p -—2

soar die Veehdltnif sroifchen den ibtfferenttauen dy und dx andeutet,
aber Die Arbeit Desroegen nicht evtrdglicher mache; iberdas ift audh

die Formul Z febr verwwickelt, und aus allen diefen dreven verdndets
fihen Grogen jufammen gefesst.

19. Da nun, um die gegenmwartige und andere dergleichen Sleich-
beiten ju bebandeln, Tein ficheres Mittel beFannt it , fo toird Diefe
Aebeit duech einige gervagte Werfuche unternommen toerden muffen.
Und weil diefe Sleichheit nur die jwey Differentialicn dx und dp in
fich entbalt, {0 wird Diefelbe, roenn fie durch p vermelret, und fie
pax dy gefdhricben wird , fich in cine andeve verrvandeln, {o die
beyden Differentialien dy und dp in fich begreift. Laft uns alfo
Diefe beyden Sleichungen, welche jwar vollig miteinander ubereinftims

men ; und nuy ¢ine ausmachen ; sufammen beteachten. bter find fie
L md 2(y—px)dx  aa(oa+xx+yy)dp
o MAEX — TR i NP ar o Thia

( —pZ i ( 2 )dp
i 2( y—px)d aop ( a6+ XX +
B g = e S

Nun wage man cinige Berfuche , ob aus ciner gewiffen Bereinis
gung Diefer beyden Gleichheiten nicht eine neue heraus gebracht mwees
Den Pann, deven Sntegrale von frepen Sticken in die Augen fallt,
Und ich merPe bier fogleicdh an, daf der Theil sa+ xx+yy Des (ehs
tenn Grades cinen nicht fhlechten Srund ju vermuthen geben , daf

btc;emgc %etcmiguny', poodurch Die evfie Seite Dev neuen Sleiche

- it
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beit m( xdx +ydy ) witd, nicht ohne Nuben angeftellt toerden
mddte.

20, Auf diefe Avt werben toir aber auf folgenbe Sleichbeit berfallen,

2(xdx +ydy) (y—px) aa(x+py) (aa+xx+ )d
os(edx + ydy) = Y HZ o — vy/ap

ob Diefelbe nun integrabel fey oder nicht? mochte woll dev Miilye
wereh feyn, ndber unterfudht ju verden. LVeil aber das Antegrafe

ves erfien Olicdes = : > m(xx+yy) ift, fo miifte Das Kntearale dev

beyden  ubrigen @neber nothwendig folgende Seftalt. baben ,

+ +C
St M -%-(—’L‘-"-i-"i)- tInd toenn diefes angelyt, fo frage man, was

fue den Budbftaben C gefest werden muf? Lenn man aber hintwies
Derum Die oben angeseigte Formul Differentiivet , fo erhadlt man

2(xdx+v4*yz)(y—1’x) A y—z‘}’x
 Nun ift, veil g_\/(;a(l+pp) + (y—px)?) "
— + —
R = L __?EE_QL__P_B_Z_E_Z;“_!;&(_!Z_:Z';_Z and folalich
g YB g) TreelxHRy) dp
oY 7

21, Hicraus erhellet alfo, daf menn C =aa genommen oird,

das Differentiale der Formul (-‘”Ef_t_t_l_?z_:_*‘_gf‘_,?__(_y__—__?ﬂ genan  die

bet)ben ubrigen Slicder unferer Gleichheit geben s folalich, wenn fiir

— ber QSud)ﬁaben n gefthrieben , und cine neue mtllfubtltd)e un be-

ﬂdmtge Srofe bey der Integration eingefiibet witd, o werden roie
Die folgende Sleichheit erhalten , roelche Die Natur Der gefudten

Frummen Linien naber 3u erfennen gtebt, Da f“ ¢ nunmcbro fd)on
einmal mtcgmt foorden ifi.

" (xx+yy+ab_) = M—%M oder wenu i Z. fctn

S 2 : - Werth




§2 Geomefrifche Aufgabe
%9"‘7 gefest “’“'bf " (“b + XX +yy) = \(ag a; ':9:' j— gg % gl‘("yf’_’_‘;x )*)
€s ift aber diefe Sleidheit nodh eine Differentiatgieichbeit von De

erften Ordnung , Daber man alfo leicht eine BVeryeichnung der ges

fuchten Frummen Linie hevleiten Fdnnte; wenn man fich nuv exinnert

a |
baﬁp::‘;% SRR s il & | 4

22. Bevor i aber die Jntegration diefer Cleichleir auf . cine
alfgemeine Art unternehmen , fo 1oied ¢ nicht undienlidh fea,m, einen
befonders metFrofiedigen Fall vorhero entmtcfe(t 3u haben ; Dememge
Fal nemlidh wo b =4 ift. St

Qe weil alsdann die Sleichlyeit burd) an + xx + yy tbet[bat :

: Yy—px
tird , {o erba[tcn it 7 = _———-—————v (aa( 1 +p§) F (—px)")
und folglich mma(1+ pp) = (1—mm) (y—px)* €3 famn aber

Diefe Gleichheit nur algdann mdglich fevn, foenn nn <1,

Laft uns betoba(ben {eken g;—” kk und nachDem bepberf‘etts*buc

Quadratroursel ausgesogen tworden; o Witd y—px=ka V(1 + pp).

Wenn man bie aber fiie p feinen LWertl {y— - fegen wollte, o voiit-

D¢ man. finden , Dag die Sntegmtwn ﬁ.l)t groBen@cI)mtmgfmten utle
teviorfen todre, . |

T 23 Man witd demnadh auf andere Kunjtgriffe bedadyt fevn
miffen.  Wenn - aber die gefundene’ Sleichung etwas forgfaltiges
betrachtet witd , fo 1itd man wabenchmen , daf diefelbe glticflicher
W3cife ju derjenigen Gattung von gany befondern Differentialgleichs

beiten gebdre , Deven: Jntegrale durch Hilfe einer Differentiation

beraus gebracht wird. Denn mezl dy pdx: o witd das C:Dtﬁ'erm-

N
tiale unfevet @lcld)ung fept — xdp = '{7(1 ) PP) . oeldhe Beines
| : : Shwies
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Schictialfeit mehy untermworfen iff. ' Da diefe Gleichheit aber duveh
dp theilbar-ift, fo feben it Daf erftlich p = « Der Aufgabe ein Ges
niigen leiffen mitffe, alfo Dag wir bier fir die Figur der Grundfids
che eine grade Linie exhalten , fo in Diefer Sleidhlyeit y=axx +kav/(1+awx)
begriffen ift. Leil hice aber « und & von unferm Sutdunben abs
banagen, fo ift £lay, Daf gar alle gerade Linien, fie mdgen eine Lage
baben, wie man twill, bicesu gehdren.” Aber da auf diefe LBeife dew
Kegel-nicdht gefchloffen ift , fo roerden unfere Bedingungen hierdurdy
aud) nicht eigentlich evflillet, Dieweil wir namlich angenommen has
ben, Dag die Q&runbﬂdd)e bee ﬁegels ¢ine aUentl)aIben emgcfcbloffene

%ugut babe.

-

. 24 SJtad)bem it alfo bter b:e gembe Linie auﬁgefcf)loﬂ'en ba:
ben, o toitd unfeve gefundene Sleichung , voenn diefelbe durch dp
getbeuet morben, folgenbe _Q_I:flofung Datretd)en x “7(—1 Tg 2) P+
: ap
folglich y:jpdx_mﬁs+kW(r+pp)—m
und. alfo xx+yy =kkas =cc ; enn ndmlich ka=c gefest rird.
-bteraus fehen wir alfo, baﬁ alle aufred)te Regel , deven Grundfids
éhen ivkel find , detr Aufgabe ein G)emigen leiften. Folglich roird
fur eine jeglidye gegebene $Hdhe a der gemeine aufrechte Kegel, Defs
fen Srundfidche ein Jirkel von beliebigem Durchmeffer ift, Diefe febt
metProfiedige Cigenfchaft befiben, daf demfelben unter allen andern
Kegeln, fo mit ihm cinerlen HHObe haben , und cmerleo tﬁtpeﬂtd)eu

maum emfcb(xeﬁen, Di¢ E(emrte Dberﬂdd)e 3ufomme.

.

25, @8 {dheinet swar, daf diefe Yufidfung der vorgelegten %ufo
gabe devgeftalt ein Gentigen feifte , dap babutd) alle andere Aufivs
fungen vdllig ausgefhloffen find. Denn die gegeberte’ Hhe, und
dergleichen Bﬁrpeﬂid)ﬂ: Raum ), fo dem R‘ege! iufommcn foll ) mag bee
fd)affen fet,m toic man wilf , o Fann man allemal einen gemeinen

O3 aufe
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aufrechten Kegel finden , der-eben diefelbe Hole und eben denfelben
Porperlichen Raum bat, weil devfelbe Raum durch den Funbhalt dey
Grundfidche beftimmt toird. Unterdeffen wenn voiv die Natur der
voraelegten Jrage etwas genauer ermwagen , {o werden toir dennoch

befinden , Daf Die eben gefundene Aufidfung nidyt fiie allgemein ges

balten voerden Fann.  Denn ¢8 ift bePannt , dag alle dergleichen
Aufgaben , weldye, wie die vorgelegte, ju Den Maximis und Minimis g¢s
hoven , noch verfchiedene andere und willkubrlidhe Bejtimmungen in
fich begreifen , fo in Dev Aufgabe felbfien nidyt cigentlich enbalten
find,  Namlich, da bier die Figur der Srundfidche beftimme roerden
foll, fo wisd nicht nur ihre Srdfe in Betvadytung gejogen, fondern
man fann nody uberdas allegeit 3vey Puncten nach Belieben ane
nehmen , durch weldhe die verlangte Prumme Linie durchaelen {oll,
tind es fommen fogar bey den Maximis und Minimis audy foldhe
Aufgaben vor , in Deven Aufidfung noch tweit mebhrere Puncten ,
durch voeldhe eine Frumme Linie gesogen voerden foll, unfever ABill-
Fuby uberloffen woerden,

26, Yenn demnach gegentvdrtige Aufgabe, nady der Befchaffens
heit und Natur ihree Aufidfung, alfo vorgerragen wird, dag filr cine
gegebene Hihe OC=a unter allen Kegeln , weldhe nicht nur cinerley
torperlichen Raum einfhlicen , fondern deren Srundfidde nodh
{iberdas durdh sroey nad) Belicben angenonmmene Puncte geben folle,
derjenige Kegel u beftimmen fey , Deffen Oberfladhe am Eleinften ,
oder ¢in Minimum ift,  Wenn man , fage ih , die Aufgabe alfo

~ einfleidet, (o ift offenbar , Daf cine zivfelrunde Srundfiadye nidy

allegeit , und nur in denen Fallen der Aufgabe cin Sentigen leiften
tinne, yoenn Die angenommenen jwvey “Puncten. genay in die Periphes
tic Des jemigen Rirfels, fo Dem gegebenen Roum Des Kegels 3ue
gomimnt, cinfallen. Und fo oft Diefes nicht ge[d)wl)t, fo nird man
alleeit gany andeve Prumme Linie fudhen miflen, welcdhe aber alle in
unferen
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unferee allgemeinen Gleihung enthalten find. Deénn weil durch die
sroenfadie Jntegration audy jroey willubrliche Seofen in die Redys
nung Fommen, und uberdas fchon ¢ine dritte , namlich » vorhanden
ift, fo Tann cine Derfelben duvch den vorgefdyriebenen Forperlichen
Raum , Die anderen beyden aber aus der Lage dev bepden angenoms
menen %uncten, beﬂtmmt metben.

27. Die Sleichung abet, welche Die alIgememe Aufldfung un-

feret %ufgabe ent[)a[t / lﬂ n(ab+xx+yy) — ‘(/z:(- :c :Wi;
Deren Entwictlung obhne cinige gang befondere Kunfigriffe geroif die

otdfte Schroicrigheit vevurfachen ESnnte.  Laft uns aber folgender
Subftitution bedienen s ¢8 fey y—px =uv/(1 +p;;) {0 Dag it hice

b+ xx +
burch Diefe Gleichheit befommen ﬁgﬁ ""‘"""""‘"\/( aa+uu)

und unfer Endpoect fey Bierbey alles durch Ddie neve verdnderliche
Grdfe u ju beftimmen, €8 giebt aber di¢ angenommene Subitituiion,

du
foenn Diefelbe Differentiet toisd = — Z7v/(x-+pp) — V‘f‘l e
nd, hierdurch erhdlt man audh y= — pd; V(i+pp) "'\7__“( T PP)

1 . du’ '
alfo DaB da foy x¥ + gy = =gt (14+pp)* +uw

‘“

28. Man fese der Kiitye halber Vs am) = wU, alfo daf ©

gine g%ebene Sunction von « fey , und folglich bintvicderum
' __':/at el ¢ine gegebene Sunction von U.

ab + xx + yy

o+ XX+ Yy —
| agU—ab  du’ ‘
mﬁ+yy..... ey v A ""dp' (;+pp)c+nu, :

- ABeil nun = U f{o twitd




' .baemue' muf alfo p durd) », oder. durdy U-beftimme merden
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J

oo U—-—-ab-—-—uu + U

L fn - dpa (r+pp) = Rk o
' lduv(1—=Uy
fo Mtb I+pﬂ T V(s U~abh—uu-C1-=L

« MMt oY _ gl a7 |
TS MERRET ) 0 et VA AR & L5 i A '3 1735

' . . r v l‘t # w :

nall
. OWenn it bier fut “ femen QBertb v—(-;—m b

A ""-mdU it
mlfo du = (1—1mUU)3 feecn, fo metbcu mn: ctl)alten

\ * 3 o *
c“ 7 :

1+pp e (Tlf—:nﬁ )\/(hn(abmaa) JU + aaU~=ab) "

€3 fann aber burd) $Hiiife diefer Sleichheit die Grdfe p durch U bes
Cftimme, und bievaus wiederum die jroey verdnderfichen Grdfen »

und’y durdy die in a7ten S. gegebene Formuln qangegeigt roerden, -
tunn ¢8 merbm Diefe WWerthe alfo. befchaffen feon, daB da fey
. 0aUU—ab _ aaUV(1+pp)
gy = S i e =
daraus it crfehen, Daf man aqus diefen Formuln den oben entiwis
celten Fall ,, o b= aift, nicht hevleiten Eonnen 5 es wird biev

adnlid U=1, fo baﬁ btefe @réﬁe auﬂ)ﬁret perdndertich ju fepn.

Nichts deftoweniger, evhellet , daf in dem Fall wo b=20 lﬁ ) Die

U—ab
SDtmul e Ua einen beﬂdnbtgen QBettb ethalten muff’e ’ unb durch

"meld)cfélgenfd;mtt Die Rathy deg ivels auf das deulichfie anges
' beutgt nmb. . _

. . 3}! 'S4 :\4, ; l! s . \ ; . :

30, Die Confiruction der Trummen &me m:rb fich demnach
alfo verhalten, Man tird namlich ju evft die %erbd(tmﬁ mtfcben
p und U aqus folgender Okichung lufnmmen s gy (810

_dp mdU\/(I-——-U) PSRN 2 .

l+pp
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1D wenn diefelbe gefunden worden, fo werden die beydén @eotm;
naten x und y der vevlangten Srundfiadie feyn

_npU \/(nn(ab-——aa)UU+ aaU—-ab)‘
o - V(14pp) (I—nnUU) \/(x+p§)(l-—-U (1-—-—mpU)
nol p\/ nn(ab—aa) UU + aaU—ab)
9 +\/(1+pp) (1—mUU) . V(1+p£)(x—-U)(1——szU)
nodUv(1—=U)

fo oft alfo das Jntegrale /7 (1—mU0) (V(ac(ab—ox)UU +aal— U—-—ab) |
purd) einen Birfelbogen angedeutet werden Fann, fo durdh cinen v~

Eelbogen deffen Tangens gleich p ift, abgemefien witd, fo oft rird aud)
Die Figur der Srundfiache cine algebraifthe Frumme Linie feyn.

®a wir aber diefe Formul in ibrer allgemeinen Seftalt von det
Jreationalitdt nidyt befreyen Ednnen , o wird 8 audh nicht mdglich
feyn, Die Xntegration Derfelben butd) Die. b!oﬁe Quadratuy des Btt,
Fels ju bollcnben |

‘ 31. Detjenige Fall , wo n=r1 ift, bat nun diefe %equem;
~ [ichBeit, daf die Jrrationalitdt weggefthaft wetden Fann, und deros

wegen mollet; roir Denfelben at:id[)j befonders entmwickeln: C8 rird abet
' fifad ot B ax v s B
1 +pp.— (1—UU) V( aaU—abl—ab) 0 folglich
. _ —opU+V(aalU—abU—ab) -
; O T Vi wpp) (100 . 0
; | + aU +pv(aaU—ab U—-—ab)

- J =“v(1+pp)(x--UU)
Lafit uns alfo feten \/( aaU—abU—ab) = o o toird

v + ab _____.%_@_ h(ddﬂ-bv)(aau—zab-—ow))
q aa——ab’ =~ aa—ab und 1—=UU= (aa—ab )*

dp_ _ 20 (au—ab) d

folglid) 1+pp — (as+wvw) Ceo—2ab—w)
weldhe Sleichheit folgenbermadg'en 3ergneberq wird .

.. 5 eI |
14+pp  aa+ww do—2ab—10
‘b - 320 \bietﬂ
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32. Hieraus feben wiv alfo, daf wenn 206 > as wdire, beyde
Theile JivBelbdgen geben woirden ¢ voeil aber alsdann die Formul
v(1—UU) unmbglich witd, fo roicde audy die Frumme Linie felbs
ften unmdglich roerden.  Folglich vird bier nothrendig erforderet,
DaB as>2ab fey. Jn weldhem Fall aber das leste Glied durc) die
Logavithmen integrabel wird, Wenn wir alfo fesen ao—2ab=12¢

oder ab = . fo exhalten viv
' v & c+v :
Ang. tang. p = Ang, tang. — + =~ I—— + « und folglich
v & C+v
p = tang. («+ Ang.tang. — + g o)

Nadydem aber auf diefe LWeife Die @tbﬁe p durch v beflimmet wwors
den fo roerden die Coordinaten » und y dev Frummen Linie feyn
—ap(as—ce+ 200) + (aa+ cc)o _*alaa—ce+200) + (aa +cc) po

2V (1+pp) (as +w) (cc—w) Y 2\/( 1+ pp) (aa +vv) (cc—vv)

P —

33, Diefe leatere Aufidfung aber dfnet uns den Weg 1u einer
andern , Die weit Parger und fhoner ift. LBir feben ndmlich dah

vie gerade Linie CM = v(xx +yy) in unfern Formuln jum dftern
vorfdmme.  Laft ung Diefelbe alfo anftatt der Coovrdinaten in der -

Rechnung einfitbren, und mit dDerfelben noch cinen LCinfel verfnii-
pfen; es {ey devohalben CM =2z und PCM = @ alfo daf xx+yy=ze

ab + zz

und x=2cof, ; y=21in. P ift: da nunU—m_—EE ift ,

; = na(ab+2zz) V(1+pp)
o Witd y—px = v( (aa+:zz)’—-rm(ab+z.z:)2)
weil fevner dx = dz cof. p—2dQ fin. @ und dy ==z fin. ¢ + 24P cof. ¢
dz {in. ¢+zd¢coi 0)

fo witd p = 27 cof, P—zd@ fin.

—zzddy V(de® +22d0?)
folglidy y—px= ~dzcol p—zdPhn. WO (T4 PR = T 6 lin,

Benn

R—

R S —

P —
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FBenn voiv Demnadh Diefe gefundenen Lerthe an ibre gehdrige Oere
ter fchreiben, o werden wiv folgende Oleichung jwifhen z und @

beFommen.

N e .
V(dz® + z2d®*) = V/( (a8 + 22)*—mn (ab + 22)*).

34. Man nehme beyderfeits die Ouadrate, und man wird ends

fich auf diefe GSleichung verfallen
(a8 + 22)224dQ* — mn(ob + 22)*24dQ* = mmaa(ab + 22)*d2*+
nnaa ( ab +22)*z2dQ*

daraus wir dann fogleich erbalten
4 na(ab+ 23 ) dz.

o= 2vV(as+ 22) (22 (s + 22) — nn ( ab + 22 )?)
Sobald man aber durch Hiilfe Diefer Sleichheit Die Verhaltnif jroi-
fchen der geraden Linie 2 und dem Linkel P gefunden, fo 1wird dars
aus die Beryeichnif der gefudyten Frummen Linie unmittelbar hevgeleitet.
E8 erbellet ferner aus Diefer Aufivfung fogleidh , daf man der ge-
fundenen Gleichheit cin vdlliges Sentigen leifte, wenn fiv z ¢ine
folche beftdndige Grdfe angenommen 1itd , Daf dadurch der Men- |
ner pernichtet werde; oder toenn man 2z (as +22) = mn(ab + 2z)?
fest. Sn diefern Fall wird aber die fhon oben- gefundene Aufldfung
buedy Die jivBeltynde Srundfidchen herausgebradht. |

35. Man fann 'a'ud) aug diefer Oleichheit den Fnnbalt Ddew
Srundfiache felbfien , dadurch dann weiter der Edeperliche Roum des
Kegeld beftimme vird , gang leidhte finden. Dann roeil der Junbal

Der Srundflache auf eine allgemeine Art durch -;— fz2d® angedeutes

wird, in fofern man ndamlich nadh der Sntegration den LBinkel P bis

3u vier vechten LBinfeln ausbreitet, {o wird der Sunbalt unferer ge-
fuchten GSrundfiache feyn

1 Ak na ab + 22 ) zdz
zfzz P= av(as+22) (22(a0 + 23) == un (6b+22)*)
g 2 | Cnde
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Endlich da dieOberflidye desReaels durch -;— [dxV/ (aa( 1+pp)+(y—px)*)
ausgedriicPt witd, o roceden it erfilich, roenn wir fiv x, y und p
Di¢ eben angejeigten LWerthe durcdh z und @ fchreiben , die Oberfla-

e eines jeglichen Kegels auf ciue allgemeine 2Avt alfo ausgedenclt
finden : ndmlich '

v X €.
=3 [V(aadz® + 2z (aa +22)d*), Sehen toiv nun bier ferner fue

d feinen gefundenen Lerth, fo 1witd die Oberflddye unfers vers

langten Kegels feyn dz v/ )
; o zdzv(as + 22
2 /4% vV (aa(x +pp)+(y—p2) )= o [ s aa + 22) —mm (ab + 22)°)
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