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Vorwort

Geodétische Messdaten konnen vielfach als Zeitreihen aufgefasst werden, die mit den Methoden der Spektral-
und Zeitreihenanalyse bearbeitbar sind. Im Besonderen gilt dies beispielsweise fiir die Auswertung von GPS-
Beobachtungen, die auf Permanentstationen oder im Rahmen von Messkampagnen im stationéren (”statischen”)
Modus durchgefiihrt werden. Die aus der Ausgleichung solcher Daten hervorgehenden Residuen der Phasenmes-
sungen sind oft nicht normalverteilt, sondern enthalten systematische und zeitlich variierende stochastische
Komponenten, deren Ursachen in einer unzureichenden mathematischen Modellbildung zu suchen sind. Mittels
der Residuenzeitreihen ist es andererseits moglich, die mathematischen Modellansétze zu iiberpriifen und die
deterministischen und stochastischen Modellkomponenten weiter zu analysieren und ggf. zu verbessern.

Nachdem in der Vergangenheit dem funkionalen Modell der GPS-Beobachtungen die meiste Aufmerksamkeit ge-
schenkt wurde, riickt in den letzten Jahren die Verbesserung des stochastischen Modells von GPS-Beobachtungen
starker in den Mittelpunkt. Das stochastische Modell von GPS-Beobachtungen, das im Wesentlichen durch ih-
re Kovarianzmatrix reprisentiert wird, ist ein vielschichtiges und derzeit kontrovers diskutiertes Thema. Die
Auswertung mit der iiblichen Standardsoftware beruht i.Allg. auf der Approximation der Kovarianzmatrix der
urspriinglichen GPS-Phasenmessungen durch eine skalierte Einheitsmatrix. Dieser Fall entspricht - stochastisch
gesehen - der Annahme zeitlich und rdumlich unkorrelierter Beobachtungen mit gleicher Varianz, sodass die
Daten eines jeden Satelliten (bzw. eines jeden Satellitenpaares nach Bildung der Doppeldifferenzen) als unkorre-
lierte Zeitreihe mit konstanter Varianz betrachtet werden. Neuere Untersuchungen weisen darauf hin, dass dieses
vereinfachte Modell homoskedastischer Zeitreihen - besonders vor dem Hintergrund hochpriziser geodétischer
Anwendungen - zu unrealistischen Genauigkeitsaussagen sowie zu systematischen Fehlern in den geschétzten
Parametern fiihrt.

Das vom Unterzeichner zusammen mit Herrn Prof. Dr. Wolfgang Bischoff vom Institut fiir Mathematische
Stochastik der Universitit Karlsruhe (jetzt: Fakultét fiir Mathematik und Geographie der Katholischen Univer-
sitdt Eichstéitt-Ingolstadt) initiierte Forschungsprojekt ” Geokinematische Analysen in einem regionalen GPS-
Netz mit stochastischen Modellansédtzen” hatte primér das Ziel das herkémmliche stochastische Modell der
GPS-Tragerphasenbeobachtungen weiterzuentwickeln. Eine erste Verbesserung gelingt mittels einer elevations-
abhéngigen Gewichtung der Phasenmessungen, welche die Diagonalstruktur der Kovarianzmatrix beibehélt. In
diesem Modell sind die Beobachtungen noch immer unkorreliert, haben nun aber unterschiedliche Varianzen.
Noch realitdtsnéher ist die Vorgabe einer vollbesetzten Kovarianzmatrix, deren Elemente aus einer einheitlichen
Kovarianzfunktion abgeleitet sind, welche die - beispielsweise durch die Erdatmosphére erzeugten - physikali-
schen Korrelationen zwischen den Beobachtungen beschreibt. Beim Ubergang vom einfacheren zum jeweils kom-
plexeren stochastischen Modell sind zwei Probleme zu losen: Einerseits sind gewisse Modellparameter (Varianz-
bzw. Kovarianzfunktionen) anzupassen und andererseits ist die Wirksamkeit der Modellverbesserung anhand
statistischer Tests zu beurteilen.

Mit beiden Problemkreisen befasste sich das o.g. interdisziplindre Forschungsvorhaben, wobei die enge Koopera-
tion zwischen Geodédten und Mathematikern zu weitreichenden Ergebnissen fithrte. Im Laufe des Projekts wurde
von der Mitarbeiterin Frau Dipl.-Math. Annette Teusch ein reicher Methodenschatz zur Zeitreihenanalyse und
Spektralanalyse sowie zu Schétz- und Testverfahren zusammengetragen und in Form eines Berichts aufbereitet.
Da diese Methoden nicht nur auf GPS-Messungen sondern auch fiir andere geodétische Zeitreihen anwendbar
sind, entstand der Gedanke dieses Manuskript zu publizieren und damit einem weiteren Kreis von Interessenten
zugénglich zu machen.

Die vorliegende Monographie hat das Ziel, den Leser in die Theorie der Zeitreihenanalyse einzufithren und
ihm einen Einblick in die Methodenvielfalt dieses Gebietes zu geben. Die moderne Theorie der Zeitreihenana-
lyse kann grundsiitzlich in drei Bereiche eingeteilt werden. Wihrend (1) die klassische Zeitreihenanalyse die
Zeitreihe auf der Zeitachse betrachtet und die Autokorrelationsfunktion im Zentrum steht, befasst sich (2) die
Spektralanalyse mit der Betrachtung der Zeitreihe im Frequenzbereich, wobei die Fourier-Transformierte eine
zentrale Rolle spielt. Eine Synthese dieser beiden Bereiche wird durch (3) die Wavelet-Analyse hergestellt, welche
die Zeitreihen- und Spektralanalyse miteinander verkniipft, indem die ” Frequenz in Abhingigkeit von der Zeit”
betrachtet wird. Der Schwerpunkt der Monographie liegt auf den ersten beiden Bereichen, wihrend die Wavelet-
Analyse nur beispielhaft in den Abschnitten 2 und 3.1.4 angerissen wird. Da die Fourier- bzw. Waveletanalyse
fiir Zeitreihen auf der Fourier- bzw. Wavelet-Theorie fiir deterministische Signale aufbaut, wird zunéchst in die
entsprechenden Theorien fiir deterministische Funktionen eingefiihrt. Eine zentrale Stellung nehmen statistische
Tests - insbesondere zur Beurteilung der Homoskedastizitéit von Zeitreihen - ein.

Fiir das Verstdndnis wird mathematisches Wissen vorausgesetzt, wie es in etwa in den Vorlesungen zur Hoheren
Mathematik fiir Ingenieure préasentiert wird; dariiber hinaus wird von der Kenntnis der grundlegenden Begriffe



aus der Wahrscheinlichkeitstheorie ausgegangen. Weiterfithrende Begriffe aus der Funktionalanalysis, Fourier-
Theorie und Stochastik werden im Anhang erldutert. Die Art und Weise der Prisentation stellt einen Kom-
promiss zwischen mathematischer Strenge und Anwendungsbezug dar; Beweise werden nur gebracht, wenn sie
zum Verstindnis der Sache beitragen und kurz sind. Beispiele zur Zeitreihenanalyse von GPS-Daten dienen der
Verdeutlichung des behandelten Stoffes. Die Auswahl der Themen aus dem schier uniibersehbaren Bereich der
Zeitreihenanalyse orientiert sich an dem Themengebiet des o.g. Forschungsprojekts, greift aber auch teilweise
auf benachbarte Gebiete tiber.

Dank gebiihrt den Mitgliedern der Arbeitsgruppe: Frau Dipl.-Math. Annette Teusch und Herrn Prof. Dr. Wolf-
gang Bischoff vom Institut fiir Mathematische Stochastik sowie Herrn Dr.-Ing. Jochen Howind vom Geodétischen
Institut der Universitdt Karlsruhe und Herrn Prof. Dr.-Ing. Hansjorg Kutterer vom Geodétischen Institut der
Universitit Hannover. Die Deutsche Forschungsgemeinschaft (DFG) hat das Forschungsvorhaben von Juni 2000
bis August 2004 finanziell gefordert (HE 1433/11). SchlieBlich sei der DGK sehr herzlich fiir die Publikation in
der Veroffentlichungsreihe A gedankt.

Karlsruhe, im Juli 2006 Bernhard Heck
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Kapitel 1. Fourierentwicklung

1.1 Fourier-Reihen periodischer Funktionen

Die Entwicklung einer periodischen Funktion ¢ in eine Fourier-Reihe entspricht ihrer Darstellung als (unendli-
che) Summe von Sinus- und Cosinus-Funktionen unterschiedlicher Frequenz und Amplitude. Zur Klidrung der
Frage, unter welchen Bedingungen bzw. in welchem Sinne diese Reihe (als Folge der Teilsummen) gegen die
Funktion ¢ konvergiert, soll zunéchst der Begriff der beschrdnkten Variation eingefithrt werden.

1.1.1 Definition: Eine Funktion ¢ heifit von beschrinkter Variation auf [a, b], falls eine Konstante M existiert,
so dass fiir jede Zerlegung a = xg < 1 < --- < x,, = b des Intervalls [a, b] stets gilt

> lp(an) — plae—1)| < M.

k=1

Anschaulich gesprochen ist eine Funktion genau dann von beschréinkter Variation auf einem bestimmten Inter-
vall, wenn ihre Werte dort nur begrenzt schwanken. Insbesondere ist eine Funktion ¢ auf einem Intervall [a, b]
von beschrinkter Variation, falls [a, b] in endlich viele Teilintervalle zerlegt werden kann, auf denen ¢ monoton
und beschriinkt ist (s. HEUSER (19861)).

Ist eine Funktion ¢ von beschrinkter Variation auf [a,b], so ist sie absolut Riemann-integrierbar auf [a, b], d.h.

b
/ o ()] dt < oo.

1.1.2 Bemerkung und Definition: Es sei ¢ eine 2m-periodische Funktion und absolut Riemann-integrierbar
auf [—m, 7). Dann existieren die Integrale

an = %/ﬂ @(t) cos(nt)dt, n € NU{0}, (1.1)
- % / " o(t) sin(nt)dt, n € N. (1.2)

Die Werte a,, (n € NU{0}) und b,, (n € N) heiflen Fourier-Koeffizienten von ¢.
1.1.3 Satz und Definition: Ist eine 27-periodische Funktion ¢

(i) stetig und

(ii) von beschrinkter Variation auf [—7, ],

dann konvergiert die Folge (¢, (t)) mit

om(t) = Z ayp, cos(nt) + b, sin(nt)) (1.3)

o o
2

fiir m — oo in jedem Punkt t € [—m,w| gegen p(t). Man sagt in diesem Zusammenhang, ¢ lasse sich in eine
Fourier-Reihe

= 70 Z ay, cos(nt) + by, sin(nt)) (1.4)

entwickeln.

Beweis: HEUSER (19862).

1.1.4 Bemerkung: Fordert man fiir die Funktion ¢ nur stiickweise Stetigkeit, dann konvergiert ¢,, an den
Stetigkeitsstellen punktweise gegen ¢ und an den Unstetigkeitsstellen to gegen 3(¢(to — 0) + ¢(to + 0)). Dabei
bezeichnet p(tg — 0) den links-, p(to + 0) den rechtseitigen Grenzwert an der Stelle ¢o.
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Alternativ zur Darstellung (1.4) kann die Fourier-Reihe auf die Form

_ 0N
o(t) = 5 +;An sin(nt + ¢,,)

gebracht werden (spektrale Darstellung). Dabei gilt A, = \/ap 4+ b7 und tan¢, = §=. A, heiBt die Amplitude

und ¢, die Phasenverschiebung.

Physikalisch betrachtet ldsst sich die spektrale Darstellung einer deterministischen periodischen Funktion ¢ wie
folgt beschreiben: Betrachtet man ¢ als Welle, die einen physikalischen, periodischen Vorgang in Abhéngigkeit
von der Zeit ¢ beschreibt, wie z.B. den Zustand eines elektrischen Stromes, so besagt die spektrale Darstellung
von ¢, dass ¢ als Uberlagerung (u.U. unendlich vieler) phasenverschobener Sinusfunktionen darstellbar ist. A,
gibt dabei die Amplitude der Sinusfunktion sin(nt 4+ ¢,,) an, %A% die Leistung (=Energie pro Zeiteinheit),
die diese Komponente zu ¢ beitragt. Die Anzahl der Zyklen pro Zeiteinheit wird durch n bestimmt. Wird ¢

in Sekunden gemessen, dann hat der Term A,, - sin(nt + ¢,,) eine Frequenz von 5= Zyklen pro Sekunde (==
Hertz).

Leistung
2.4

2.2

1.8
1.6
1.4
1.2

0.8
0.6
0.4+
0.2+

0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18

-0.2 ]
-0.4 ]

Frequenz

Abbildung 1.1: Diskretes Leistungsspektrum

Eine graphische Darstellung der Amplituden A,, bzw. der Phasenverschiebungen ¢, in Abhingigkeit von der
Frequenz heifit Amplituden- bzw. Phasenspektrum. Eine graphische Darstellung der Punkte (5%, %A%), n €N,
heiit diskretes Leistungsspektrum. Abbildung 1.1 zeigt ein diskretes Leistungsspektrum.

1.1.5 Bemerkung: Die Existenz der Riemann-Integrale (1.1) und (1.2) wird durch die absolute Integrierbar-
keit von ¢ sichergestellt. Fiir die Konvergenz der Summe in (1.3) geniigt es i.A. jedoch nicht, die absolute
Integrierbarkeit von ¢ zu fordern. Vielmehr muss ¢ auch von beschriankter Variation sein. Diese Aussage wird
in KATZNELSON (1968) formal bewiesen, wird jedoch intuitiv klar, wenn man die physikalische Interpretation
der Fourier-Theorie beachtet: Hochfrequente Schwankungen in ¢ zu fithren zu positiven Werten ay,, b, bzw. A2
bei hohen Frequenzen, also fiir grole n. Dies wiederum kann zur Folge haben, dass die Summe in (1.3) nicht
konvergiert. Die Voraussetzung, dass ¢ von beschrinkter Variation sein soll, gewéhrleistet hingegen die Existenz
der Reihe in (1.4).

1.1.6 Bemerkung: Periodische Funktionen mit beliebiger Periode 2d lassen sich unter entsprechenden Vor-
aussetzungen wie oben in eine Fourier-Reihe der Form

olt) = 2+ g (an cos (”7”) + by sin (’%”)) (1.5)

entwickeln. Dabei ist

d
a, = é/dcp(t)cos (%Tt) dt, n € NU {0}, (1.6)
d
und b, = %/dcp(t) sin (?) dt, n e N. (1.7)
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1.1.1 Komplexe Form der Fourier-Reihe
Ist i die imaginire Einheit aus der Theorie der komplexen Zahlen (i? = —1), so gilt fiir § € R

e = cosf +isinb.

Man setzt nun in (1.5)

t 1 nmit nwit
cos (%) = 5(6 a 4ed ) (1.8)

t 1 nmit nmit
sin (%) = —i- 3 (eT - eiT) (1.9)

und erhélt die komplexe Form der Fourier-Reihe 2d-periodischer Funktionen:

> n nmit nmit bn nmit nmit
e(t) = %4_2 (% [QT +6_T} —z? {QT _e_dj|>

n=1
an > Ay, bn nwit > Ay bn _ nmit
= —_— _ —_ d J—
2+§(2 2)6 +;(2+z 2)e
= en e 1.10
) (
mit
Lia, —iby,) n>1 d
n n ’ - ’ . . 1 nmwit
Cn = %ao , n=0, (1-6),(L-7) ﬂ/ (t)e” a dt.
slap+ib_y) , n<—1 —d

Dabei sind a,, und b, wie in (1.6) und (1.7) definiert.

1.1.2 Fourier-Theorie im Raum L*(—m, )

Fiir eine groBere Funktionenklasse als jene, welche die Voraussetzungen (i) und (i) erfiillen, konvergiert ¢,
in einem anderen Sinne, nidmlich im Raum L?(—m, ) aller auf dem Intervall [—m, 7] Lebesgue-integrierbaren
Funktionen (s.u.). Da die Definition des Lebesgue-Integrals und die hierfiir ebenfalls notwendige Definition
der Borel-Messbarkeit den hier zur Verfiigung stehenden Rahmen sprengen wiirde, sei diesbeziiglich auf die
Standardliteratur zur Mafitheorie verwiesen. Eine gute Einfithrung in dieses Themengebiet bietet z.B. HESSE
(2003). An dieser Stelle soll lediglich angemerkt werden, dass das Lebesgue-Integral nur fiir Borel-messbare
Funktionen definiert ist, die Borel-Messbarkeit fiir eine breite Funktionenklasse, z.B. stetige Funktionen, mo-
notone Funktionen, etc., erfiillt ist und eine reellwertige, Borel-messbare Funktion, die auf einem kompakten
Intervall Riemann-integrierbar ist, dort auch Lebesgue-integrierbar ist. Es gibt jedoch Lebesgue-integrierbare
Funktionen, die nicht Riemann-integrierbar sind. Existieren fiir eine Funktion ¢ beide Integrale, so stimmen die
Integralwerte miteinander iiberein. Es ist daher {iblich, fiir Lebesgue-Integrale dieselbe Schreibweise wie im Falle
eines Riemann-Integrals zu verwenden. Der Leser sollte sich jedoch bewusst sein, dass in den unten definierten
Riumen L?(a,b) und L? stets von Lebesgue-Integralen die Rede ist (die im Falle der Existenz der entsprechen-
den Riemann-Integrale mit diesen iibereinstimmen). Die Borel-Messbarkeit der betreffenden Funktionen wird
dabei stillschweigend vorausgesetzt.

In diesem Abschnitt werden einige grundlegende Begriffe aus der Funktionalanalysis, wie z.B. Innenprodukt,
Norm, Vollsténdigkeit, etc., verwendet. Es sei bereits an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass der Anhang A.1
einen kurzen Uberblick {iber diese Grundlagen der Funktionalanalysis bietet.

1.1.7 Definition: Es sei ¢ eine Borel-messbare (reell- oder komplexwertige) Funktion mit existierendem
Lebesgue-Integral

b
/ O (t)dt < oo.

Dann heifit ¢ auf dem Intervall [a,b] quadratisch (Lebesgue-)integrierbar.
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Die Menge aller quadratisch (Lebesgue-)integrierbaren Funktionen ist ein Vektorraum (iiber R bzw. C), denn

b b b
aus / ©*(t)dt < oo und / Y2 (t)dt < oo folgt / () (t)dt < oo

und somit sind mit ¢ und ¢ auch ap (o € R bzw. a € C) und ¢ + ¢ quadratisch Lebesgue-integrierbar.

Man beachte, dass wegen R C C der Raum der komplexwertigen, auf [a, b] quadratisch (Lebesgue-)integrierbaren
Funktionen den Raum der reellwertigen, auf [a, b] quadratisch (Lebesgue-)integrierbaren Funktionen enthélt.

Auf dem Vektorraum aller komplexwertigen, auf [a,b] quadratisch Lebesgue-integrierbaren Funktionen wird
durch

(o, ) = / ()¢ (t)dt (1.11)

(Z ist die zu 2z € C konjugiert komplexe Zahl) ein Innenprodukt eingefiihrt. Den so erhaltenen Innenproduktraum
bezeichnet man mit L?(a, b).

Das Innenprodukt (1.11) induziert auf L?(a,b) eine Norm

b
Il = (o) = [ ottyotDias (1.12)
Aus der Normeigenschaft [|o|| = 0 < ¢ = 0 ergibt sich fiir ¢,v € L*(a,b)
p=1 = [lot) - v®)|*=0. (1.13)

Zwei Funktionen ¢ und ¢ werden also auf L?[a, b] genau dann miteinander identifiziert, wenn ihr durch

lolt) — $(@)? = / lo(t) — (1) 2dt

definierter Abstand verschwindet.

1.1.8 Bemerkung: Unterscheiden sich zwei Funktionen auf dem Intervall [a, b] an z.B. hochstens abzidhlbar
vielen Punkten, also auf einer diskreten Menge, so sind sie in L?(a,b) identisch.

Im Folgenden ist die Gleichheit zweier quadratisch integrierbarer Funktionen, falls nicht anders erwdhnt, immer
im Sinne von (1.13) zu verstehen.

1.1.9 Definition: Es seien ¢, n € N, und ¢ aus L?(a,b) und es gelte

/ o() — on ()2t "= 0,

Dann sagt man, die Folge (yp,,) konvergiert in L*(a,b) oder im quadratischen Mittel gegen .

1.1.10 Bemerkung: Der Innenproduktraum L?(a,b) ist bzgl. seiner Norm (1.12) wollstindig (s. HEUSER
1992). L?(a,b) ist also ein Hilbertraum.

Wir betrachten nun speziell den Hilbertraum L?(—m, ), der die Funktionen
1, cos(t), sin(t), cos(2t),sin(2t), cos(3t), ..., enthilt. Aufgrund der Eigenschaften der Sinus- und Cosinus-
funktionen

/ cos(nt) cos(mt)dt = 0, m #n,

—T

/ cos(nt)sin(mt)dt = 0, m € N,n € Ny, (1.14)

—T

/ sin(nt) sin(mt)dt = 0, m #mn,

-7

bilden die Funktionen cos(nt), n € Ny, sin(nt), n € N, eine Folge orthogonaler Elemente aus L?(—, ).
Tatsichlich bilden diese Funktionen sogar eine Orthogonalbasis des L?(—m,7) (vgl. HEUSER (19862)) Man
kann also die Sinus- und Cosinusfunktionen als Grundbausteine auffassen, aus denen jedes ¢ € L*(—m,n)

additiv zusammengesetzt werden kann.
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1.1.11 Satz: Ist ¢ eine 2m-periodische Funktion aus L?*(—m, ), dann konvergiert
m
= 70 Z an cos(nt) + by, sin(nt))

mit a, und b, wie in (1.1) bzw. (1.2) im quadratischen Mittel gegen ¢, d.h.
/ (@(t) = pm(t)*dt "—=0. (1.15)

Beweis: HEUSER (19862).

Wir betrachten nun wieder die komplexe Darstellung (1.10) der Fourier-Reihe. Wegen e = cos(t) + i sin(t) und
(1.14) ist

/7T exp(int) exp(imt)dt = /7T cos(nt) cos(mt)dt — /Tr sin(nt) sin(mt)dt

—T —T —T

= 0, (m#n).

Mit |e?'| = 1 Vt € R ergibt sich, dass die Funktionen ¢!, n € Z, eine Orthonormalfolge in L?(—m, ) bilden.
Da die Sinus- und Kosinusfunktionen eine Basis des L?(—n,7) darstellen, folgt mit (1.8) und (1.9) aus dem
oben Erlduterten, dass die Menge {e"™*, n € Z} sogar eine Orthonormalbasis des Hilbertraumes L?(—m, ) ist.
Satz A.1.25 aus Anhang A.1 stellt somit sicher, dass jede Summe der Form

(o]

E Cn - eznt

n=—oo
mit

oo

Z len|? < 00

n=—oo

ein Element des Hilbertraumes L?(—m, ), also eine 2m-periodische, auf [—7, 7] quadratisch Lebesgue-
integrierbare Funktion ist.

1.2 Fourier-Integrale nicht-periodischer Funktionen

Fiir die Entwicklung einer Funktion in eine Fourier-Reihe ist deren Periodizitdt unabdingbar. Eine nicht-
periodische Funktion ¢ kann man jedoch als Fourier-Integral darstellen. Die Herleitung des Fourier-Integrals
reellwertiger Funktionen soll hier kurz erldutert werden.

Es sei ¢ stetig und von beschrankter Variation auf R. Auflerdem existiere das Riemann-Integral

| et

Weiter sei ¢4 die 2d-periodische Funktion, die auf dem Intervall [—d, d] mit ¢ {ibereinstimmt und auflerhalb dieses
Intervalles periodisch fortgesetzt, also gewissermafien ”kopiert” wurde (¢4 muss an den Stellen (2k + 1)d, k €
Z, nicht notwendigerweise stetig sein). Dann ldsst sich ¢4 in eine Fourier-Reihe entwickeln, wobei fiir jede
Stetigkeitsstelle ¢t € R gilt

o0

pa(t) = Z Cp - 2T
Dabei ist

- und ¢, = i /d (t)e_%ip"tdt
Pn =5 "=aq ) ¢ :
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Mit pp, — pn_1 = % ergibt sich

m d
palt) = Jim, 3 ( / dso(s)e-mnSds> T (pr — po-)

Fiir d — oo strebt p, — pr—1 gegen 0 und man erhalt

o(t) = /00 (/OO cp(s)e_%ipsds> 2™t dp, (1.16)
Die Existenz des Riemann-Integrals

g(p) = /OO p(t)e >mPldt

ist gewdhrleistet, da ¢ nach Voraussetzung absolut Riemann-integrierbar ist. Fiir die Existenz des Riemann-
Integrals in (1.16) geniigt es nicht, die absolute Integrierbarkeit von ¢ zu fordern. (Man vergleiche hierzu die
Ausfithrungen in Abschnitt 1.1.) Da wir ¢ jedoch als von beschrinkter Variation vorausgesetzt haben, existiert
das Riemann-Integral in (1.16). Schliellich gilt die Darstellung (1.16) fiir ¢(t), da ¢ nach Voraussetzung stetig
ist (vgl. Abschnitt 1.1).

1.2.1 Fourier-Transformierte

Geht man in (1.16) zur ”Winkelfrequenz” w = 27 - p iiber, so erhiilt man die gewohnte Form

o0 = [ e (1.17)
flw) = % _OO o(t)e @t (1.18)

Die Darstellung (1.17) heiit Fourier-Integral-Darstellung von ¢, die Funktion f heifit Fourier-Transformierte
von . In der Gleichung (1.17) wird ¢ auch die inverse Fourier-Transformierte von f genannt. Die Fourier-
Transformierte stellt gewissermafien ein stetiges Amplitudenspektrum dar.

1.2.1 Bemerkung: Die Fourier-Transformierte ist eine komplexwertige Funktion. Wegen

f(w) ! /OO (p(t) cos(wt) — ip(t) sin(wt))dt

= % .
verschwindet jedoch der imaginére Anteil, falls ¢ gerade ist, falls also gilt

(t) = p(—t) YVt € R.

1.2.2 Bemerkung: Gelegentlich findet man sowohl die Fourier-Transformierte als auch die Fourier-Integral-

Darstellung mit dem Vorfaktor ‘/% versehen. Und manchmal steht der Faktor % in der Fourier-Integral-

Darstellung statt in (1.18). Dies ist Definitionssache und sollte nicht irritieren.

1.2.3 Bemerkung: Wie im Falle periodischer Funktionen lédsst sich auch im Falle nicht-periodischer Funktio-
nen die Forderung der Stetigkeit abschwéchen. Es geniigt, stiickweise Stetigkeit zu fordern. An einer Unstetig-
keitsstelle ¢y konvergiert dann das Fourier-Integral gegen 3 (¢(tg — 0) + ¢(to + 0)).

1.2.2 Ein Sampling-Theorem

Gelegentlich ist die Frage von Interesse, inwieweit die Kenntnis einiger Funktionswerte von ¢ Riickschliisse auf
die iibrigen Funktionswerte zulésst. In der Theorie der Fourier-Entwicklungen spielt diesbeziiglich ein Sampling-
Theorem eine grofle Rolle, welches besagt, dass man unter gewissen Voraussetzungen in der Lage ist, aus den
Funktionswerten an dquidistanten Stellen ¢1, s, ... die gesamte Funktion zu rekonstruieren.
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1.2.4 Satz: (Sampling-Theorem von Whittaker / Abtast-Theorem) Es sei ¢ eine reellwertige, stetige
Funktion und fiir die Fourier-Transformierte f von ¢ gelte:

e Es existiert ein A > 0 so, dass f aufierhalb des Intervalles [—%, &| verschwindet,
e fist auf [~ %] stetig und von beschréinkter Variation,

dann kann ¢ an jeder Stelle t € R aus den Funktionswerten an den Stellen ..., —2- A, —A 0, A;2- A3 A, ...
rekonstruiert werden und es gilt

(o]

o= 3 ¢n-A). ‘EEZ
A

n=—oo

(1.19)

Beweis: Da f nach Voraussetzung aufierhalb [—Z%, X] verschwindet und innerhalb des Intervalles von be-

schriinkter Variation ist, ist f absolut integrierbar, und wegen der Stetigkeit von ¢ gilt nach (1.17)

o(t) = %/_Z_ f(w)e™tdw, t € R. (1.20)

Desweiteren folgt aus der Stetigkeit von f (wegen f(w) = 0 fiir |w| > %)

f-5) =5 =0. (1.21)

Setzt man f auBerhalb [-Z, X] periodisch fort, so lisst sich die periodisch fortgesetzte (und wegen (1.21)
stetige) Funktion fy in eine Fourier-Reihe entwickeln. Mit (1.10) erh&lt man

fd(w) _ Z Cneinw-A

= Z dpe ™AW e R,
mit
A (& .
dp =c_p = —/ f(w)e™ A dw. (1.22)
2 7%

Insbesondere gilt also fiir w € [-%, %]

FW)= faw)= Y doem ™A

Andererseits ist nach (1.20)

_ 1 % wn-A
pn-A)= fw)e™™ Sdw

Dl

und es ergibt sich mit (1.22)
dp =A-p(n-A). (1.23)

Also gilt nach (1.20)

1 (2 .
ot) = L [7 fwetaw
27T _m
A
1 pi g ) )
- Z dnefznw-A et dw.
2m TA n=—o0

(1.24)
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Da fg stetig und auf [- %, %] von beschréinkter Variation ist, konvergiert die Fourier-Reihe von f4 gleichmiBig
(s. Heuser (19862)). Somit lisst sich in (1.24) die Reihenfolge von Summation und Integration vertauschen und
man erhélt mit (1.23)

o0

ot) = % S Ap(n-A) /ﬂeﬂ'nwﬁ_emdw
n=-o0 x
n=-00 -2
- z;figm%A>““< ”jf*ﬂ&% w(t—n-A)) |3

n=—oo

=K}

(
A E in(x(t—n-4))

O

Im Falle einer Funktion ¢, deren Fourier-Transformierte nicht auflerhalb eines Intervalles verschwindet, muss in
(1.19) ein ”Fehlerterm” addiert werden. Ein entsprechendes Sampling-Theorem findet man in HIGGINS (1996),
S. 95.

1.2.3 Fourier-Integrale in L*(R)

Wie bei den periodischen Funktionen ldsst sich auch hier der Begriff des Fourier-Integrals auf solche nicht-

periodische Funktionen ¢ erweitern, die auf ganz R quadratisch Lebesgue-integrierbar sind (in Zeichen, ¢ €
L? .= L*(R)).

Fiir ¢ € L? wird die Fourier-Transformierte f wie folgt definiert: Es sei

1, te€[-n,n],
1[_71,71] (t) = { O7 SOnSt,

und @, = ¢ - 1[_, ), n € N. Da ¢, auerhalb des Intervalls [—n,n] verschwindet, folgt aus der quadratischen
(Lebesgue-)Integrierbarkeit die L!-Integrierbarkeit auf dem Intervall [—n,n], also die Existenz des Lebesgue-
Integrals

| tentolae= [ ot

Fiir die Funktionen ¢,,, n € N, existieren also wie oben definiert die Fourier-Transformierten f,, mit

1

—/ on(t)e™dt, n € N.

fn(w) = o

Die Folge (f,) konvergiert nun im quadratischen Mittel gegen eine Funktion f € L?(R), d.h.

/fo (fn(w) = f(w))?dw "=5"0. (1.25)

Die Funktion f ist eindeutig in dem Sinne, dass sie unabhéingig von der Wahl der Folge ¢,, ist. Wihlt man eine
andere Funktionenfolge (1,,) mit 1, — ¢ in L? und Fourier-Transformierten g, von v,, so strebt g, ebenfalls
gegen f (s. BACHMAN ET AL. (2000)).

Man definiert nun die so erhaltene quadratisch integrierbare Funktion f als die Fourier-Transformierte von
. Um den Unterschied der Konvergenz im quadratischen Mittel zur punktweisen Konvergenz hervorzuheben,
schreibt man fiir (1.25) auch

f=lim.f,.
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In L? definiert man also

f((AJ) 1 /OO @(t)e_iwtdt = 11I11n_>002i /OO @n(t)e_iwtdt' (126)

21 — 0 T J -

1.2.5 Bemerkung: Existiert das Fourier-Integral von ¢ im Riemann’schen Sinne, so gilt

1 [ .
f(w) / o(t)e”™"dt (Riemann-Integral),

:% .

d.h. das gemif (1.26) definierte Integral stimmt in diesem Falle mit dem Riemann-Integral iiberein.

1.2.6 Satz: (Theorem von Plancherel) Es sei ¢ € L? und f, die Fourier-Transformierte von ¢, = ¢ -
1_pn, m € N. Dann gilt

o(t) = ].j.m.n_,oo/ fn(w)e™dw. (1.27)
Beweis: BACHMAN ET AL. (2000).

Die Betrachtung der Fourier-Theorie im Raum L? aller quadratisch integrierbaren Funktionen bietet den Vorteil,
dass fiir alle ¢ € L? die Fourier-Transformierte existiert und die Abbildung F : L? — L2, die einer Funktion
@ € L? ihre Fourier-Transformierte f zuordnet, eine bijektive Abbildung ist. Es existiert also eine inverse
Abbildung F~! : L? — L2, die der Fourier-Transformierten f ihre inverse Fourier-Transformierte zuordnet. Aus
der Bijektivitdt von F folgt unter anderem, dass fiir die Fourier-Transformierte f einer Funktion ¢ die inverse
Fourier-Transformierte stets wieder ¢ selbst ist. Man beachte dabei, dass eine Funktion @, welche sich von ¢
lediglich an der Stelle to durch ¢(tg) := 3 (¢(to + 0) + ¢(to — 0)) unterscheidet, in L? mit ¢ identifiziert wird.
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Ahnlich wie bei Fourier-Transformationen, mit welchen eine periodische Funktion ¢ als Summe von Sinus-
und Cosinusfunktionen dargestellt werden kann, bietet die Theorie der Wavelets die Moglichkeit, ¢ als Summe
kleiner ”Wellenpakete”, den Wavelets, darzustellen. Haufig werden diese so gewéhlt, dass sie auflerhalb eines
relativ kleinen Intervalles verschwinden. Verglichen mit der Theorie der Fourier-Transformationen hat dies den
Vorteil, dass Informationen iiber Frequenz-Komponenten in Abhéngigkeit vom Zeit-Parameter zur Verfiigung
stehen. Das Prinzip soll anhand einfacher Wavelets, den Haar- Wavelets, beschrieben werden.

2.1 Die Haar-Wavelet-Transformierte

Die Haar-Wavelet- Transformation approximiert eine Funktion ¢ durch eine Summe von Treppenfunktionen
& (7=0,1,2,...,n). Die einzelnen Schritte der Haar-Wavelet Transformation werden nun anhand einer einfa-
chen Treppenfunktion illustriert. Das Beispiel ist NIEVERGELT (1999) entnommen. Es sei

5, teo,1),
L te[hd),

p(t)=1¢ 2, falls te [g, 1)
8, telg,1),
0, sonst,

die Funktion, die in Abbildung 2.1 gezeigt wird.

. .

Abbildung 2.1: Beispiel: Die Treppenfunktion ¢

Im ersten Schritt berechnet man das Mittel po aller Stufen und wahlt als erstes Wavelet die Funktion, die auf
dem Intervall [0, 1) konstant diesen Wert annimmt, also

€o(t) :_{ po=4, tel0,1),

0, sonst.

Im zweiten Schritt unterteilt man das Intervall [0, 1) in seiner Mitte und berechnet fiir jedes Teilintervall geson-

dert die Mittelwerte ugl) = 3 bzw. M§2) = 5. Als zweites Wavelet wihlt man jene Treppenfunktion, die auf dem

jeweiligen Teilintervall konstant den Wert ,ugj ) Lo, J = 1,2, annimmt, d.h.
_1a le [Oa %)a
&)= 1, telz 1),
0, sonst.
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Im dritten Schritt unterteilt man die Intervalle [0, %

Mittelwerte ,ugl) =5, ,ug2) =1, ,ugg) = 2 sowie ,ug4) = 8. Wie oben erhélt man zwei neue Wavelets, die auf jedem

Teilintervall konstant die Werte

) und [2,1) wiederum in ihrer Mitte und bildet die jeweiligen

p =i = o, (=1, 2)

bzw. uéi) - ,ugz) — o, (1=3,4)

annehmen, also

) 2, teloq),
é (t): _27 te [%55)5
0, sonst,
und
_37 te [la %)a
2
D=4 3 tell,
0, sonst

Man erhélt so
p=Co+ &+ et el
Die Funktionen &y, &1, 5%1) und 552) sind in Abbildung 2.2 zu sehen.

Sofort wird einsichtig, dass &g, &1, él) und 5%2) im Sinne des in (1.11) definierten Skalarproduktes paarweise
orthogonal sind. Durch Normierung ldsst sich nun leicht ein Orthonormalsystem bilden. Dazu sei

,_ _[ 1L telo),
0 .—1{O§t<1}—{ 0 sonst,
sowie
o) = 1{0§t<%}—1{%§t<1},
O . 1,4l 1
V) = ﬁ<1{0§t<4} 1{4§t<2}),
Wy 1 3y 4¢3
Wy = \/5(1{2§t<4} 1{4§t<1}>,
Wy o od (10 F k+3 k+3 k+1
P;O(t) = 2 <1{§§t< 2j2}—1{ 2j2§t<7} ,

jeEN, k=0,...,27 — 1.

Eine leichte Rechnung ergibt
Yy Pty =28 (2t k), jEN, k=0,...,2 — 1.

Die Funktionen 1/’5")7 j € N, sind gestauchte ” Versionen” von 1, die Funktionen 1/)516), kE=1,...,2 — 1, sind
(0)
verschobene ;.

Bevor nun Wavelets formal definiert werden ist anzumerken, dass die Definitionen in der Literatur nicht ein-
heitlich sind. Diese Ausarbeitung iibernimmt im Wesentlichen die Definitionen aus VIDAKOVIC (1999) und
BACHMAN ET AL. (2000).

2.1.1 Definition: Ein Mother Wauvelet ist eine Funktion ¢ auf L?(R) so, dass die Funktionen
¢§k)(t) = 2% ’ Q/J(Z] b= k)7 Jk €Z,

eine Orthonormalbasis des L?(R) bilden. Die Funktionen z/JJ(-k) heiflen Wavelets, j heifit Level und k ein Shift im
Level j.
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4 4 —
&o &1
2 — 2 —
0 T T T T 0 T T
0.25 0.5 0.75 1 0.75 1
2 — -2 —
4 - -4 —
4
7 5(1) 47 (2)
2 2 -
2 2 —
0 T T 0 T T
0.75 1 0.25 1
2 — -2 —
4 - -4 —

Abbildung 2.2: Die Funktionen o, &1, él) und féQ)

Betrachtet man zur Anschauung die Haar-Wavelets, so kann man sagen, dass alle Wavelets, die auf einem
gleich langen Intervall von 0 verschieden sind, zum selben Level gehtren. Die Liange dieses Intervalls nimmt mit
zunehmendem Level ab. Entsprechend wird eine Funktion umso besser approximiert, je mehr Levels durchlaufen
werden. Der Shift k£ bestimmt die Lage des Intervalls im Zeitparameter-Bereich, auf dem w;k) positive Werte
annimmt. Entsprechend sind die Begriffe Shift und Level auch bei anderen Wavelets zu verstehen.

Anhand der Haar-Wavelets wird ein grofler Vorteil der Wavelets gegeniiber der Fourier-Transformation deut-
lich. Soll eine Funktion ¢ approximiert werden, deren Frequenz in der Zeit variiert (sagen wir, auf einem kurzen
Intervall eine besonders hohe Frequenz aufweist), so wird jenes Wavelet mit dem (dieser Frequenz) entspre-
chenden Level und dem (dem Intervall) entsprechenden Shift stérker gewichtet als die anderen Komponenten
desselben Levels. Auf diese Weise bietet die Theorie der Wavelets also die Moglichkeit, ” Frequenz-Komponenten
in Abhéngigkeit von der Zeit” zu betrachten.

2.2 Die Konstruktion von Wavelets
2.2.1 Multiresolution Analysis
Das Ziel der Konstruktion von Wavelets ist die Konstruktion einer Orthonormalbasis (ONB) des L? = L?(R)

der Form {1; 5 := 27/2 - 4)(27t — k), j,k € Z} mit einer Funktion ¢/ : R — K (K = R oder K = C). Dabei stellt
man an die Funktion 1 die Bedingung

/oo P(t)dt = 0. (2.1)

Das Konstruktionsprinzip soll zunéichst anhand der Haar-Wavelets veranschaulicht werden. Dazu sei ¢(t) =
1{0 <t < 1} wie in Abschnitt 2.1. Es ist leicht nachzupriifen, dass ¢ die folgenden Eigenschaften besitzt:

(i) Die Menge {¢(t — k), k € Z} ist eine Orthogonalfolge in L?*(R),

(i7) Fir t € R gilt ¢(t) = #(2t) + ¢(2¢ — 1) ("Scaling Identity”).
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Wir konstruieren nun einen linearen Untervektorraum (UVR) V, des L? so, dass die Menge {¢(t — k), k € Z}
eine Orthogonalbasis des V; bildet:

o0

Vo := {cp € L?:p(t) = Z apd(t — k), wobei (ar) C R mit Z az < oo}

k=—o00 k=—o0

ist der abgeschlossene lineare Unterraum stiickweise konstanter Funktionen aus L? mit Spriingen an den Stellen
k€ Z.

Es sei nun V; der abgeschlossene lineare UVR stiickweise konstanter Funktionen aus L? mit Spriingen an den
Stellen £, k € Z, d.h. V; sei so konstruiert, dass die Menge {v/2- ¢(2t — k), k € Z} eine ONB des V; bildet.
Fiir eine beliebige Funktion ¢ € L? gilt

t
o(t) ey <:><p<§> e V.

Aus der ”Scaling Identity”
ot — k) = (2t —2k)+ (2t —2k — 1), k € Z, ¢(t) =1{0 <t < 1},

folgt, dass jede der Funktionen ¢(t — k), die die Basis fiir Vj bilden, als Linearkombination von Funktionen
@(2t — k) darstellbar und somit im UVR V; enthalten ist. Somit gilt Vo C V.

Allgemein bezeichne V;, j € Z, den abgeschlossenen linearen UVR stiickweise konstanter Funktionen aus L2

mit Spriingen an den Stellen 2% (k€ Z), dh., V; wird so konstruiert, dass die Menge

{¢j,k = 29/2. p(20t — k), k€ Z}

eine ONB des V; bildet. Fiir ¢ € L? ist

t
w@ﬂﬂ6¢$¢<§)ewhjez

AuBerdem gilt

SV CVCVICVC e (2.2)

2.2.1 Definition: Eine aufsteigende Folge --- C V_; C Vy C V3 C Vo C --- abgeschlossener Untervek-
torrdume V; des L? heilt Multiresolution Analysis mit Scaling Function ¢, falls die V; die folgenden Eigenschaften
besitzen:

(1) {p(t — k), k € Z} ist eine Orthonormalbasis fiir Vj,
(1) @(t) € Vi & ¢ (57) € Vo (j € Z),
(iii) N;—_.. V; = {0} (der Nullraum des L? entspricht der konstanten Nullfunktion),

j=—00

(iv) UjZ o V5 = L?, wobei [J;Z_ Vj den Abschluss der Menge (JZ _ Vj bezeichnet. (Man sagt auch,

i j=—o0
USe . V; liege dicht in L?, d.h. jede Funktion ¢ € L? lasst sich als L?-Grenzwert einer konvergenten

j=—00
> . Vj darstellen.)

Folge von Funktionen aus (J;Z

2.2.2 Bemerkung: Aus (i) und (ii) folgt, dass die Menge {27/2 - $(2t — k), k € Z} eine Orthonormalbasis
des V; ist, j € Z (s. BACHMAN ET AL. (2000)).

2.2.3 Bemerkung: Eine Multiresolution Analysis ist durch ihre Scaling Function eindeutig bestimmt. Eine
umgekehrte Aussage gilt nicht, die Scaling Function ist nicht eindeutig durch die Multiresolution Analysis
bestimmt (s. BACHMAN ET AL. (2000)).

2.2.4 Bemerkung: Die Folge (V;) aus (2.2) bildet eine Multiresolution Analysis (vgl. BACHMAN ET AL.
(2000)).
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Nun zuriick zum  Spezialfall ¢(t) = 1{0 < ¢t < 1}. Wére die Vereinigung von Basen
]__OO {23/2 (27t — k), k € Z} selbst eine Orthonormalbasis des L2, so hitten wir bereits unser Ziel er-

reicht. Doch die {2j/2 - ¢(2/t — k), k € Z} sind zueinander nicht orthogonal (j € Z). Das niéchste Ziel ist also,
fiir Vj11 (j € Z) eine ONB zu bilden, die die ONB von V; enthélt. Wir beginnen mit j = 0.

2.2.5 Lemma: Die Menge Oy := {¢(t — k), k € Z} U{(t — k), k € Z} mit
P(t) == ¢(2t) — B2t — 1)
bildet eine ONB von V;.

Beweis: Die Funktionen 9 (t — k), k € Z, sind in V] enthalten (denn ¢(t — k) = ¢(2t — 2k) — ¢p(2t — 2k — 1))
und sind orthogonal zu {¢(t — k), k € Z}:

/wt— (t—k)dt = /¢2t—2k (t—k dt—/q& 2t — 2k — 1)p(t — k)dt

= /l[k ke 1) () L ji 1) (2 )dt_/1[k+%,k+1)(t)1[k,k+l)(t)dt

- /l[k k1) (1 /1[k+%,k+1)(t)dt
1
= =0.

2

5
AufBlerdem gilt

/w—k) Bt —7) =0 (k4 ).

die Menge Oy ist also ein Orthogonalsystem in Vj. Ist ¢ € Vi, so existiert eine Darstellung

oo

Z ar(2t — k)

k=—o0

o(t)

— i L (@2t = 20) + 6(2t = 2k — 1) + 9(2t — 2k) — 9(2t — 2k — 1))

k=—o0

+ i % (¢(2t Z k) + A(2 — 2 — 1) — B2t — 2k) + H(24 — 2k — 1))

k=—o0

= (B (bt -0+ 0 - 1) + L (- ) — vl — D) ).

k=—o0

O, ist also ein FErzeugendensystem von Vi, d.h., jede Funktion ¢ € V; lésst sich als gewichtete Summe von
Elementen aus O; schreiben. Aus der Orthogonalitit der Elemente von O; folgt deren lineare Unabhéngigkeit,
das Erzeugendensystem ist also minimal und somit eine Basis von V;. Die Behauptung folgt nun aus

ot —k)||* = /¢2(2t — 2k)dt +/¢2(2t =2k —1)dt = ||p(t — k)| = 1. O
Wir bezeichnen den von den Funktionen (¢ — k), k € Z, erzeugten linearen Unterraum mit Wy. Dann folgt
aus Lemma 2.2.5, dass jede Funktion ¢ € V) darstellbar ist in der Form

© =@y + ew mit oy € Vo und oy € Wy.
Man schreibt

Vi=Voe Wy

und sagt, V4 ist die direkte Summe von Vi und Wy. Da V) und Wy zusétzlich zueinander orthogonal sind, nennt
man Wy das orthogonale Komplement von V in Vi, d.h. Wy = VOL NnVi.
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Nun bildet man eine ONB fiir V4, die die ONB von V; enthélt. Hierzu sei Wi das orthogonale Komplement von
V1 in Vs, also

WilViund Vo = Vi Wi, =V Wy e Wi

Eine geeignete ONB fiir W7 ist {v/2-1(2t—k), k € Z}, so dass durch die Menge {¢(t—k), k € Z}U{w(t—k), k €
ZYU{V2-9¢(2t — k), k € Z} eine ONB fiir Va gegeben ist.

Eine Weiterfithrung dieses Verfahrens ergibt fiir j € Z Basen {27/2 - (27t — k), k € Z} fiir das orthogonale
Komplement W; von V; in V; 1 und es gilt

W; LV; sowie Vi1 = Vo @ Wo @ --- & Wj. (2.3)

Man beachte, dass

VOJ—ij (.] € N)
und WiJ_Wj, (Z 75 ])

Auflerdem sind die W; als orthogonale Komplemente abgeschlossen (s. BACHMAN ET AL. (2000)).

2.2.6 Definition: Fiir eine Folge (M, ),cn paarweise orthogonaler, abgeschlossener Unterrdume eines Hilber-
traumes ist

S (U
n=0 n=0
wobei ( - ) die lineare Hiille und ( - ) den Abschluss bezeichnet.

Man betrachte nun die Menge Vj & @?io W;. Angenommen, es existiert ein ¢ € L?, das orthogonal zu Vj &
@j=, W ist, also insbesondere ¢ LVy und ¢ LW; (j > 0). Dann ist ¢ nach (2.3) auch orthogonal zu allen

Vi (4 > 0), also cpJ_U;iO V; = L?. Die einzige Funktion, die diese Eigenschaft besitzt, ist das Nullelement in L?.
Also gilt

L

Vo ® é w; | ={o}. (2.4)
§=0

2.2.7 Lemma: Ist M eine Teilmenge des Hilbertraumes H, so gilt

M+ = {0} <= M dicht in H.

Beweis: BACHMAN ET AL. (2000).

Nach (2.4) und Lemma 2.2.7 ist Vo @@~ W; dicht in L*. Da Vo ©@;-, W nach Definition 2.2.6 abgeschlossen
ist, folgt

Vo @ éwj = L*(R). (2.5)

=0

Somit ist {¢or = ¢(t — k), k € ZY U{¢Yj, j,k € Z, j > 0} eine ONB fiir L2,

Fiir j € N bezeichne nun W_; das orthogonale Komplement von V_; in V_; 1. Es gilt
Vo=V_1ieW 1 =VoWoagW 1=V W _,&---dW_4 (HGN).

2.2.8 Lemma: FEs gilt

Vo=Epw.;.
j=1
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Beweis: Es sei ¢ € V) orthogonal zu EB;); W_j;. Insbesondere gilt dann ¢ L W_; Vj € N. Damit ist aber auch

ceNva= N v o).

i=1 j=—o0
Nach Lemma 2.2.7 ist @;’;1 W_; dicht in V5. Da @;’;1 W_; abgeschlossen ist, folgt die Behauptung. 0O
Somit gilt
P w; =L*®).
Jj=—00

Mit dieser Konstruktion erhiilt man also eine andere ONB {1, = 27/2 - (27t — k), j,k € Z} aus Wavelets
¥ x fiir den linearen Vektorraum L2

Das bis jetzt fiir den Spezialfall der Haar-Wavelets beschriebene Prinzip funktioniert fiir jede beliebige Multi-
resolution Analysis. Im Folgenden beschrinken wir uns jedoch auf reellwertige Scaling Functions und Mother
Wavelets.

2.2.2 Multiresolution Analysis ergibt Wavelet-Basis

Es sei (V})52_ . eine Multiresolution Analysis mit Scaling Function ¢ (aus technischen Griinden wird meist
J ¢(t)dt # 0 gefordert). Wegen Vo C Vi existiert eine Darstellung

o(t) = Z hy - V2¢(2t — k) (allgemeine Form der Scaling Identity), (2.6)

k=—o0

mit den Koeffizienten (vgl. Satz A.1.25)
hi, = <¢(t), V26(2t — k)> = \/5/ o(t)p(2t — k)dt, k € Z.
2.2.9 Bemerkung: Die Folge (hy) besitzt die Eigenschaften (vgl. VIDAKOVIC (1999))

1) 3222 hy = V2 (Normiertheit),
2.) > hi—onhi—o1 = L h=1, fiir h,l € Z (Orthogonalitit)
. fe=—o0 1T - 0, sonst, ’ :

Auch hier ist anzumerken, dass die Bezeichnungen in der Literatur nicht eindeutig sind. VIDAKOVIC (1999)
sowie PERCIVAL / WALDEN (2000) bezeichnen die Folge (hi)3 .. als Wavelet Filter und die Funktion

) - o
mo(w) := 7 Z hje="7
j=—oc

als Transfer-Funktion. BACHMAN ET AL. (2000) nennen die Funktion mg Wavelet Filter.

Neben der allgemeinen Form (2.6) der Scaling Identity existiert eine Funktion ¥ € Wy, so dass

{(t) = 2072927t — k), j,k € L}

eine Orthonormalbasis des L?(R) ist. Die Funktion ¢ wird Mother Wavelet genannt, die Funktionen 1, j heiflen
Wavelets. Wegen Wy C Vi lésst sich ¥ schreiben als

Y(t)= Y gk V20(2t k).
k=—oc0

Fiir die Wahl der Koeffizienten gy gibt es mehrere geeignete Moglichkeiten (entsprechend erhélt man unter-
schiedliche Mother Wavelets). Der folgende Satz besagt, dass g := (—1)*h;_}, eine mogliche Wahl ist.
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2.2.10 Satz: FEs sei (V;)52_, eine Multiresolution Analysis mit Scaling Function ¢ und die Funktion 1) sei
gegeben durch

o0

Y(t)= Y (—=1)FhxV20(2t — k)

k=—o00
mit (hy) wie in (2.6). Dann ist
{Win(t) = 272027t — k), 5.k € 2}

eine Orthonormalbasis des L*(R).

Beweis: VIDAKOVIC (1999).

2.2.11 Bemerkung: In der Regel stellt man an die Folge (gx) die Bedingung

i gr = 0. (2.7)

k=—o0

2.2.3 Konstruktion einer Multiresolution Analysis

Nach Satz 2.2.10 und Bemerkung 2.2.3 gilt es also, eine Scaling Function ¢ zu finden, die eine Multiresolution
Analysis erzeugt. Ein besonderes Interesse gilt dabei der Konstruktion von Scaling Functions mit kompak-
tem Triager. Zu diesem Zweck werden zunéchst die wichtigsten Eigenschaften einer solchen Scaling Function
betrachtet:

2.2.12 Satz: Es sei ¢ eine Scaling Function mit kompaktem Triger, (hy),k € Z, die Koeffizientenfolge aus
(2.6) und ® die Fourier-Transformierte von ¢ mit ®(0) # 0. Dann ist ® stetig und

1 S —iw]
mo(w) = E Z hje J
j=—00

ist ein trigonometrisches Polynom mit den Eigenschaften

(a) myg ist stetig und 2w-periodisch,
() |mo(w)|? + |mo(w + )|? = 1 fiir alle w € R,

(¢) mo(0) =1.

Weiter existiert ein n € N, so dass

1 O »
mo(w) = — hie "7,
0( ) ﬁJ;n J
Beweis: BACHMAN ET AL. (2000).
Hat man umgekehrt ein trigonometrisches Polynom gefunden, das die Bedingungen (a) - (¢) erfiillt, wie findet

man dann eine Funktion ¢, die die Scaling Identity erfiillt? Eine Idee liefern die folgenden Lemmata:

2.2.13 Lemma: Die Scaling Identity

S = S he VIS R) (2.8)

k=—o0

ist dquivalent zu

w

®(w) = mo (E) ) (5) . (2.9)
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Beweis: Man bilde die Fourier-Transformierte von ¢ :

D(w)

ﬁk; hk~%Lm P(2t — k)™t

w

J— , 1 [ o
= — hpe 2k . — 2t — ke TR g2t — k
x/ik:z_:oo o 27T/_oo¢( o —

= m(3)e(3) =

Eine wiederholte Anwendung von (2.9) ergibt die alternative Darstellung der Scaling Identity

o) = ([Lmo ()] #(2). nen .10
j=1

2.2.14 Lemma: Sind ¢, ® und mo wie in Satz 2.2.12, so konvergiert das Produkt in (2.10) fiir n — oo
gleichméfig auf jeder beschrinkten Teilmenge von R. Gilt auflerdem ®(0) = 1, so ist

B(w) = ﬁmo (;”—J) (2.11)

Beweis: BACHMAN ET AL. (2000).

Gegeben sei nun ein trigonometrisches Polynom mg mit (a) - (¢). Man setze, motiviert durch (2.11),

B(w) = ﬁmo (%) . (2.12)

Unter den Voraussetzungen (a) - (¢) konvergiert das Produkt (2.12), und die so definierte Funktion ® ist aus
L?(R) und stetig (s. BACHMAN ET AL. (2000)). Die inverse Fourier-Transformierte ¢ von ® ist ebenfalls ein
Element aus L?(R) und erfiillt die Scaling Identity

o0

$(t) = Y heV20(2t — k) (2.13)

k=—o0

(vgl. BACHMAN ET AL. (2000)). Hat man nun auf die beschriebene Weise eine Funktion ¢ € L? gefunden,
die die Scaling Indentity (2.13) erfiillt, so ist das System {¢(t — k), k € Z} jedoch nicht notwendigerweise
orthonormal, mit anderen Worten, die Bedingungen (a) - (¢) an die Funktion mg sind zwar notwendig, aber
nicht hinreichend fiir die Orthonormalitéit von {¢(t — k), k € Z}. Die folgenden Sétze 2.2.15 und 2.2.17 besagen,
dass die zusétzliche Bedingung

(d) mo(w) # 0 fir w € [-F, 7]

die Orthonormalitidt von {¢(t — k), k € Z} gewihrleistet, dass wir also mit der Funktion ¢ eine Scaling Funktion
gefunden haben, die eine Multiresolution Analysis erzeugt.

2.2.15 Satz: Eine Familie {p(w — k), k € Z} C L?*(R) ist genau dann orthonormal, wenn fiir die Fourier-
Transformierte f von ¢ gilt

Z |f(w+279)|* =1 fiir fast allew € R (vgl. Bem 2.2.16).

j=—00
Beweis: BACHMAN ET AL. (2000).

2.2.16 Bemerkung: In Satz 2.2.15 ist

"N |f(w + 2m))|? =1 fiir fast allew € R 7

j=—o00

gleichbedeutend damit, dass die durch g(w) := Y72 [f(w+27j)[*, w € R, definierte Funktion auf L*(R) mit
der konstanten Funktion h(w) = 1 iibereinstimmt, dass also gilt [, [g(w) — 1|*dw = 0 (Lebesgue-Integral).
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2.2.17 Satz: Es sei mq ein trigonometrisches Polynom, das die Bedingungen (a) - (d) erfiillt. Dann gilt fiir
die geméfB (2.12) definierte Funktion ®

Z |®(w + 275)|? = 1 fiir fast alle w € R.

j=—o00
Beweis: BACHMAN ET AL. (2000).

2.2.18 Bemerkung: Es sei {¢(w — k), k € Z} eine Basis von V) und @ die Fourier-Transformierte von ¢.
Weiter gelte

A< Y |@w+2m)? < B (2.14)
Jj=—00
fiir Konstanten A, B € R. Man setze
~ P
D(w) = )
VIR o 18w — 2mj) 2

und es bezeichne gz~5 die inverse Fourier-Transformierte von ®. Dann ist
{ow—k), keZ}
eine ONB fiir V4.

Ein Erzeugendensystem {¢p(w—k), k € Z} von Vy mit der Eigenschaft (2.14) heifit Frame. In der Praxis verzichtet
man manchmal auf die Orthogonalitétseigenschaft und/oder auf die Minimalitéit des Erzeugendensystems {¢(w—
k), k € Z}. Man sucht eine Funktion ¢, die die Scaling Identity (2.10), die Eigenschaft (d) sowie (2.14) erfiillt
und erhilt so anstelle einer ONB einen Frame (vgl. DAUBECHIES (1988)).

2.2.4 Daubechies’ Ansatz

Daubechies’ Zielsetzung war die Konstruktion eines Mother Wavelets mit kompaktem Tréger, wobei die
Trégerweite moglichst gering sein sollte. Dies bedeutet notwendigerweise eine endliche, moéglichst kleine An-
zahl von Koeffizienten h,, mit h, # 0. Daubechies hat gezeigt (vgl. DAUBECHIES (1988)), dass, abgesehen
von der Haar-Wavelet-Basis, keine symmetrische oder antisymmetrische Wavelet-Basis mit kompaktem Tréger
existiert. Entsprechend besitzt das von Daubechies entwickelte Wavelet eine eher irreguldre Form.
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0.29

=0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.2 04 06\ 08 t1 4 14 16 18 2
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Abbildung 2.3: Daubechies’ Mother Wauvelet 1
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Bei der Entwicklung ihrer Wavelet-Basis lief sich Daubechies u. A. von einem Prinzip inspirieren, das urspriing-
lich zur Bilddaten-Kompression verwendet wurde (Laplace’sches Pyramiden-Schema, P. Burt, E. Adelson). Im

Laplace’schen Pyramiden-Schema ist (Hy) =: (H lgo)) eine Folge von Daten (Bildpixel-Werte), die in mehrere
Folgen (H ,gl)), (H 22)), ... aufgespalten wird, welche jeweils zu unterschiedlichen Auflésungen korrespondieren.
Die Folge (H ,gm)) wird dabei bestimmt durch

H™ = Y w(j—2k)H"Y, (2.15)

j=—o0

mit geeigneten, reellen Koeffizienten W (j). Daubechies’ Idee war nun die Konstruktion eines Funktionals F mit
N
(Fo)(t):=>_ hiV29(2t — k), g: R >R,
k=0

welches, mit g = 1o 1), nach iterierter Anwendung eine Scaling Funktion ¢ ergibt. D.h.

¢(t) = lim (F"g)(1),

wobei
N
(F2)(t) = > hV2(Fg)(2t — k),
k=0
N
md (F'g)(t) = > hV2(F"'g)(2t—k), neN.
k=0

Um sicher zu stellen, dass man auf diese Weise eine Scaling Function erhélt, die eine Multiresolution Analysis
erzeugt, stellt Daubechies an die Koeffizienten hj unter Anderem die folgenden Anforderungen:

1') ZZO:—OO hk = \/57

0o 1, h=1l, .
2.) Dt oo k—2nhi—21 = { 0. sonst fiir h,l € Z,
3.) Es existiert ein o > 0, so dass Y oo |he|[k]* < oo,

sowie weitere Bedingungen, die die Konvergenz des Produktes (2.12), die Stetigkeit der Scaling Function und
(2.7) gewihrleisten. Diese simtlichen Bedingungen werden z. B. von den folgenden Koeffizienten erfiillt:

1++3

42

3+3

42

hy = 73_\/5, (2.16)
42

1-3

42

h, = 0, k¢{0,1,2,3}.

ho =

hy =

hy =

Die Abbildung 2.4 veranschaulicht die iterierte Anwendung des Funktionals F auf die Funktion g = 1 1) mit
den Koeffizienten aus (2.16).

Als Scaling Funktion (also fiir n — oo) erhilt man Daubechies’ Building Block (s. Abbildung 2.5).
SchlieBlich erhilt man mit g = (—1)¥h1_j das Daubechies’ Mother Wavelet, also

P(t) = hs(2t +2) — had(2t + 1) + ha1§(2t) — hod(2t — 1),
welches in Abbildung 2.3 zu schen ist.
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Kapitel 3. Stochastische Prozesse

In diesem Kapitel werden wichtige Begriffe aus der Theorie stochastischer Prozesse eingefiihrt und ein Uberblick
iiber die Methoden der klassischen Zeitreihenanalyse gegeben. Das Ziel ist jedoch keine ausfiihrliche Abhandlung
zu diesem Themenbereich, vielmehr wird fiir ein vertieftes Studium auf die beiden Biicher von BROCKWELL
UND Davis (1991 bzw. 1996) verwiesen. Ersteres ist eher theoretisch aufgebaut, das Zweite anwendungsbezogen.
In BROCKWELL / DAvIs (1991) findet man auch sémtliche in den Abschnitten 3.2 bis 3.4 nicht ausgefithrten
Beweise.

3.0.1 Definition: Ein stochastischer Prozess (Xi)ier, ist eine Familie von Zufallsvariablen X;, ¢ € T, mit
Zeitparameter-Menge T' C R. Eine Realisierung von (X;) wird Pfad des Prozesses genannt. Ist T diskret, so
spricht man von einer Zeitreihe.

Im Folgenden sei T = Z. Eine Zeitreihe (X;) wird iblicherweise geméif
Xe=mi+s+Y;

in eine rein deterministische Komponente, bestehend aus einem Trend (m;) und gegebenenfalls einem Zyklus (s)
und eine rein zufiillige Komponente (Y;) aufgespalten. In der Regel eliminiert man zunéchst die deterministischen
Anteile in der Hoffnung, im Anschluss mit einem stationdren Prozess (s. Abschnitt 3.2) arbeiten zu kénnen.

3.0.2 Bemerkung: Bei der Eliminierung des Trends m; ist zu beachten, dass die vom geschétzten Trend m
bereinigte Zeitreihe (X; — 72;) in der Regel korreliert ist selbst im Falle einer unkorrelierten Zeitreihe (X7).

3.1 Schitzung bzw. Eliminierung des Trends

3.1.1 Filtern der Zeitreihe mittels eines Moving Average

Liegt keine zyklische Komponente vor, so kann ein evtl. vorhandener Trend der Zeitreihe (X;) durch einen
Moving Average

. 1
mt:=2q+1‘z Xitj, t=q+1,....,n—gq, (3.1)

J=—q

mit geeignetem ¢ € N geschétzt werden. Der Moving Average bildet zu jedem Zeitpunkt ¢ das Mittel iiber die
2q + 1 umliegenden Zeitpunkte und schétzt somit den Trend. Die Differenz X; — m; sollte daher annéhernd von
einem Trend befreit sein.

3.1.1 Bemerkung: Der Moving Average (3.1) ist ein linearer Filter (siche Definition 3.6.4), der die hochfre-
quenten Anteile der Zeitreihe (X;) herausfiltert und somit die Zeitreihe gléttet. Dieser gléttende Effekt ldsst sich
auch mit anderen linearen Filtern, z.B. einem gewichteten Moving Average 1 = Z;).i_oo aj X1, mit geeigneten
Gewichten a;, j € Z, erzielen (s. BROCKWELL / DAvIS (1991)). ‘

3.1.2 Bemerkung: Bei Vorliegen einer zyklischen Komponente (z.B. bei jahreszeitabhéngigen Daten) muss
zunéchst diese eliminiert werden, bevor der Trend mittels eines Moving Average geschitzt werden kann. Siehe
hierzu BROCKWELL / DAvis (1991).

3.1.2 Kleinste-Quadrate-Schitzung

In der Regel wird ein stationiirer Prozess (X;)ter nur an endlich vielen Stellen ¢4, ...,t¢, beobachtet. Daher
kann man

Xt :mt—"YVta t:tlu"'7tn7
auch als lineares Modell betrachten (siehe Abschnitt 5.1). Man setzt die funktionale Form des Trends

my = ﬂlfl(t) +o+ ﬂmfm(t)
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mit unbekannten Parametern f(i,..., 3, an. Nun kann mit den in Abschnitt 5.1 beschriebenen Methoden
der Kleinste-Quadrate-Schiitzer des Parametervektors 3 = (31,...,3m)" bestimmt werden. Dieser Schiitzer
minimiert

zn: [(X: — (b1 fr(t) + -+ b fr ()]

t=t1

beziiglich b = (by,...,b,)" € R™. Es empfiehlt sich, f; = 1 zu setzen.

3.1.3 Differenzenbildung
Gegeben sei eine Zeitreihe
Xt :mt—l—Yt, teld. (32)

Man definiert nun den Backward Shift Operator B durch

BX; = Xi,
B*X; = X oo,
allgemein
B*X, = X, 1, k€N, (3.3)

sowie den Differenzenoperator V durch

VX, = (1-B)X;=X;- X, 1,
ViX, = (1-B)*X;=X;—2X; 1+ X;_o,
allgemein
VEX, = (1-B)*X,, keN. (3.4)

Besitzt die Zeitreihe (3.2) einen linearen Trend m; = at + b, so besitzt VX; = Vm; + VY; den konstanten Trend
Vmy = b. Ein linearer Trend l&sst sich also durch Differenzenbildung eliminieren (bis auf eine Konstante).

Kann man den Trend durch einen quadratischen Term beschreiben, gilt also m; = at? + bt + ¢, so ist
Vme = (2a)t + (b —a)

linear in ¢ und
Vim = 2a

konstant. Eine quadratische Erwartungswertfunktion kann also durch eine zweimalige Anwendung des Differen-
zenoperators V eliminiert werden.

Ist allgemein der Trend m; modellierbar durch ein Polynom k-ten Grades, so besitzt
VEX, = (1 - B)kX;

einen konstanten Trend.

3.1.3 Bemerkung: Betrachtet man die Zeitreihe (3.2) als lineares Modell (s. Abschnitt 5.1), so entspricht die
Anwendung des Differenzenoperators V der Bildung von Pseudo-Residuen, siche Abschnitt 5.2.4.
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Abbildung 3.1: Die GPS-Zeitreithe H1JO081005

3.1.4 Trendschitzung mit Wavelets

Eine Multiresolution Analysis (s. Abschnitt 2.2.1) eines stochastischen Prozesses (X;) spaltet den Prozess in
verschiedene hoch- und niederfrequente Anteile auf. Dies ermoglicht sowohl ein Entfernen der hochfrequenten
Anteile und somit ein Ausschalten des “Rauschens”, als auch die Schiatzung und Eliminierung des Trends. Dieses
Vorgehen soll nun anhand der GPS-Zeitreihe aus Abbildung 3.1 und der Haar-Wavelet-Basis veranschaulicht
werden.

Die Abbildungen 3.2 und 3.3 zeigen eine Multiresolutionanalysis der Zeitreihe aus Abbildung 3.1. Addiert man
die zu niedrigen Frequenzen korrespondierenden Anteile auf, erhiilt man den geschétzten Trend (Abb. 3.4 oben).
Die Summe der “hochfrequenten” Komponenten ergibt die vom Trend bereinigte Zeitreihe (Abb. 3.4 unten).
Dabei muss ein geeignetes Kriterium gefunden werden, bei welchem Level die Grenze zwischen nieder- und
hochfrequenten Anteilen gezogen wird.

3.2 Stationire Prozesse

3.2.1 Definition: Ein stochastischer Prozess heifit (schwach) stationdr, falls
(i) B(X?) < oo fiir alle t € Z,
(i) E(X;) = p fiir alle t € Z, (d.h. die Erwartungswertfunktion ist konstant),

(7i1) Cov(Xiqn, X¢) = Cov(Xy, Xo) fur alle ¢, h € Z. Das bedeutet, dass die Kovarianz zwischen zwei Zeitpunk-
ten nur von deren Abstand, nicht aber von ¢t abhéngt.

3.2.2 Bemerkung: Wurde der Trend der Zeitreihe mit Methoden aus den Abschnitten 3.1.1, 3.1.2 oder 3.1.4
geschiitzt und eliminiert, ist der Erwartungswert der vom Trend bereinigten Zeitreihe gleich 0. In (ii) kann
daher ohne Einschriankung ;1 = 0 angenommen werden.

3.2.3 Bemerkung: Aus (iii) folgt insbesondere (setze h = 0), dass die Varianzfunktion o?(t) := Var(X;)
einer stationiren Zeitreihe konstant gleich 02 := Var(X)) ist.

Von besonderer Bedeutung in der Theorie stationérer Zeitreihen ist der White Noise Prozess.
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Abbildung 3.2: MRA der GPS-Zeitreithe H1JO081005 (1)

3.2.4 Definition: Ein stochastischer Prozess (Z;) heifit White Noise Prozess, falls E(Z;) = 0 fiir alle t € Z
und

Cov(Zy, Zs) = { 0’2 z i ?

o,

Man schreibt Z; ~ WN(0,0?). Sind die Z;, t € Z, sogar unabhingig und identisch verteilt, so schreibt man
Zy ~ IID(0, 02).

3.2.1 ARMA-Prozesse

Eine wichtige Klasse stationédrer Zeitreihen sind die ARMA-Prozesse. Eine stationdre Zeitreihe (X,), ¢ € Z,
heifit ARMA(p, q)-Prozess, falls (X;) darstellbar ist in der Form

Xe =01 Xo1— =0 Xep =24 + 0 Zs 1+ + 0,7 (3.5)

Dabei sind die ¢; und 6; reelle Parameter (i = 1,...,p, j=1,...,¢; p,¢ € NUO) und (Z;) ist ein White Noise
Prozess. Spezialfille von ARMA-Prozessen sind Moving Average (MA) Prozesse

Xe=Zi+0Zy 1+ + 0,21 (MA(q))
und Autoregressive (AR) Prozesse
Xt — ¢1Xt_1 — s — (prt—p = Zt (AR(p)) (36)

Auch ein White Noise Prozess ist ein spezieller ARMA-Prozess. Die Abbildungen 3.5, 3.6 und 3.7 zeigen Reali-
sierungen eines White Noise Prozesses, eines Moving Average Prozesses bzw. eines autoregressiven Prozesses.
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Abbildung 3.3: MRA der GPS-Zeitreihe H1JO081005 (2)

3.2.5 Definition: Fiir einen stationéiren Prozess (X,), t € Z, wird durch

~v(h) := Cov(Xp, Xo), h € Z, und p(h) := Corr(Xp, Xo) = %

die Autokovarianz- bzw. die Autokorrelationsfunktion (ACF) von (X;) definiert.
3.2.6 Beispiel: Die Autokorrelationsfunktion eines White Noise Prozesses ist (unabhiingig von o?)

s ={ 5 h 0

3.2.7 Beispiel: Fiir die Autokorrelationsfunktion eines M A(q)-Prozesses

Xe=Zi+ 002 1+ + 0,7y, (Z;) ~WN(0,0%),

gilt stets p(h) # 0 fiir h < g und p(h) =0 fiir h > ¢+ 1. Ein M A(1)-Prozess z.B. besitzt die Autokorrelations-
funktion

1, h =0,
0
p(h) = 1+19%7 |h| =1,
0, |h| > 2.
Ein autoregressiver Prozess Xy — ¢1X¢—1 — -+ — ¢pX¢—p = Z; hingegen besitzt eine betragsméiBig schwécher

abnehmende Autokorrelationsfunktion. Dabei nimmt die ACF betragsméfiig umso schwécher ab, je grofer p ist.
Die ACF eines AR(1)-Prozesses z.B. ist gegeben durch

p(h) = ¢}, h e NU{0}.
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Abbildung 3.4: Trend und die vom Trend bereinigte Zeitreihe zu H1JO081005

Sind n Beobachtungen einer stationédren Zeitreihe (X;) gegeben, so schiitzt man E(X;) durch das empirische
Mittel X := % > i, X;. Die Autokovarianz- und die Autokorrelationsfunktion kénnen geschitzt werden durch
die empirische Autokovarianzfunktion

1 n—|h|

An(h) =~ > Kipp - X)X = X), —n<h<n, (3.7)
t=1

bzw. die empirische Autokorrelationsfunktion (sample ACF)
R n(h
pn(h) == = ( )
n(0)
Die Abbildungen 3.8, 3.9 und 3.10 zeigen die empirischen Autokorrelationsfunktionen der Zeitreihen aus den
Abbildungen 3.5, 3.6 bzw. 3.7.

(3.8)

3.2.2 Der lineare Prozess in seiner allgemeinen Form

Im Folgenden soll eine Zeitreihe (X;) als allgemeiner linearer Prozess bezeichnet werden, falls eine Folge (1;) C R
existiert mit

> 1l < o, (3.9)
Jj=—00

so dass fiir alle ¢t € T gilt

Xe= Y WiZi_j, Zi~WN(0,0%). (3.10)

j=—o0

Zur Konvergenz der Reihe in (3.10) s. BROCKWELL / Davis (1991).



40

Kapitel 3. Stochastische Prozesse

T
50 100

[}

Index

200

Abbildung 3.5: Ein White Noise Prozess mit o> = 1

T T
50 100

o

Index
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3.2.8 Bemerkung: Aufgrund der Stationaritit des White Noise Prozesses ist der allgemeine lineare Prozess

ebenfalls stationér mit (Beweis: BROCKWELL / DAvis (1991))

E(X)) = > t-pz=0 (uz:=E(%)),
Jj=—00
Var(X;) = Y 4703 (03 = Var(Z)),
Jj=—00
Cov(Xepn, Xp) = Y. > vithj Cov(Zin—i, Zij)
1=—00 j=—00

= > bithiin Cov(Zisn—i, Zeyn—i)

i=—00
o0
= Z Vithi—p 0%.
1=—00

3.2.9 Beispiel: Ist (X;) ein ARMA(p, q)-Prozess

Xe—1Xe1 = —pXep=Ze + 01 Ze 1+ -+ 0,7t g, (Z1) ~ WN(0,07)

P(2) =1 — 12 — 2% — - — ¢pp2P # 0 fiir alle z € C mit |2] = 1,
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Abbildung 3.7: Ein AR(1) Prozess mit ¢1 = 5 und 0® = 1

dann existieren eindeutig bestimmte Koeffizienten ¢;, j € Z, mit X; = Z;’;_OO VjZi—j, dh. (X;) ist ein
allgemeiner linearer Prozess .

(Beweis: BROCKWELL / Davis (1991).)

3.2.10 Satz: Erfiillt der allgemeine lineare Prozess

Xe= Y 0;jZij, (Z) ~IID(0,0°)

Jj=—00
die Bedingungen
(i) 5= oo Ithj] < 00 und
(i1) E(Z}) < oo,
so gilt fiir die empirische Autokorrelationsfunktion p(-) von (Xt)

p(1) p(1)
vn : 2N , W), heN. (3.11)
p(h) p(h)

Dabei bedeutet "2 Verteilungskonvergenz (s. Anhang B) und W bezeichnet die Kovarianzmatrix, deren
Eintréige an den Stellen (i,7), i,5 =1, ..., h, gegeben sind durch

wij = > Ap(k+1i) + plk = i) = 2p(0)p(k)} - {p(k + j) + p(k = 5) = 20(j)p(k)}.
k=1

Im Falle (X;) ~ IID(0,0?) ist W die Einheitsmatrix.
Der Beweis ist in BROCKWELL / DAvIS (1991) zu finden.

3.2.11 Definition: In Bezug auf (3.11) sagt man auch, der Zufallsvektor p := (5(1),...,p(h))" ist asympto-
tisch normalverteilt mit Erwartungswert-Vektor p := (p(1),...,p(h))" und Kovarianz-Matrix 2W, in Zeichen

. 1
p~ AN(p, —W).
n
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Abbildung 3.9: Empirische Autokorrelationsfunktion eines MA(1)-Prozesses

Die Kenntnis der asymptotischen Verteilungen der p(h) erlaubt es, Konfidenzbereiche fiir p(h) zu berechnen. Die
meisten Statistikpakete geben zu einer Autokorrelationsfunktion stets die 95%-Konfidenzschranken +1.96n~1/2
eines Gauf’schen White Noise Prozesses mit aus. Das entspricht einer oberen und unteren Grenze, die unter
Vorliegen eines White Noise Prozesses in ca. 95% aller “Time Lags” h von der empirischen Korrelation p(h)
nicht iiberschritten werden darf.

Abbildung 3.8 zeigt die empirische Autokorrelationsfunktion des White Noise Prozesses aus Abbildung 3.5 mit
dem entsprechenden 95%-Konfidenzbereich (horizontale Linien).

In Abbildung 3.9 ist die empirische Autokorrelationsfunktion des MA(1)- Prozesses aus Abbildung 3.6 zu sehen.
Wie aufgrund der theoretischen ACF zu erwarten ist, iiberschreitet p(h) fiir h = 0 und h = 1 die Grenzen des
95%-Konfidenzbereichs eines White-Noise-Prozesses. Fiir h > 2 bleibt p(h) in 95% aller Time Lags innerhalb
dieser Grenzen. Abbildung 3.10 zeigt die empirische ACF des AR(1)-Prozesses aus Abbildung 3.7.

3.2.12 Definition: Ein ARMA(p, q)-Prozess
Xe—1Xe1— - —pXe p=Ze + 01 Z 1+ -+ 047t g, (Z1) ~WN(0,07),

heiit zukunftsunabhdngig oder nicht vorgreifend (engl. causal ), falls eine reelle Folge (¢;) existiert mit
Z;io |1 < oo und

Xe=Y jZj, t €L (3.12)
j=0
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Ein nicht vorgreifender Prozess ist also ein allgemeiner linearer Prozess mit ; = 0 fiir j < 0. Der nicht
vorgreifende Prozess ist somit unabhéngig von der “Zukunft” des White Noise Prozesses (Z;). Man nennt (3.12)
auch einen MA(oo)-Prozess.

3.2.13 Lemma: Der MA(oco)-Prozess (3.12) besitzt die Erwartungswertfunktion =0 und die Kovarianz-
funktion

Y(h) =0y i -
§=0

Series AR

ACF
04 0.6
1 1

0.2

0.0

Abbildung 3.10: Empirische Autokorrelationsfunktion eines AR(1)-Prozesses

3.2.14 Satz: Es sei (X;) ein ARMA(p, q)-Prozess, fiir den die Polynome

() = 1—drz—-o =g,
0(z) 140124+ 60,27

keine gemeinsamen Nullstellen besitzen. Dann ist (X;) genau dann nicht vorgreifend, wenn
¢(z) # 0 fiir alle z € C mit |z| <1,

d.h., wenn ¢(-) keine Nullstelle auf der abgeschlossenen Einheitskreisscheibe besitzt.

Die Koeffizienten 1; (j = 1,2,...) in der Darstellung (3.12) sind gegeben durch

=)
b(z) =Y = T2 e < 1. (3.13)
2% = 50

Beweis: BROCKWELL / Davis (1991).

Mit 6y :=1, 6, := 0 fir j > ¢ und ¢; := 0 fiir j > p lassen sich die Koeffizienten v;, 7 =0,1,2,... aus (3.13)
konkret berechnen geméf (Koeffizientenvergleich, s. BROCKWELL / DAvis (1991))

Yo = bo=1, (3.14)
Y1 = Oy +opr =01 + Py
Yo = O+ 1poda + Y191 = O + ¢2 + 0161 + 7

J
b= 0+ bt

i=1
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3.2.15 Beispiel: Es sei (X;) ein AR(1)-Prozess
Xy — 01 Xeo1 = Zy, (Zy) ~WN(0,0%),

mit ¢ € (—1,1). Dann ist 1 — ¢12 # O fiir alle z € C mit 2] < 1. Somit ist (X;) nicht vorgreifend. Die
Koeffizienten gem#fl der Darstellung (3.12) sind gegeben durch ¢; = ¢7, j € NU{0}.

3.2.16 Definition: Ein ARMA(p, q)-Prozess
Xe—1 X1 — - —0pXep=Z1+ 0 Zi 1+ +0,Z_q, (Z1) ~WN(0,0%),

heiflt invertierbar, falls eine reelle Folge (7;) existiert mit Y 7 |7;| < oo und
Zy=> mX, j tel (3.15)
j=0
3.2.17 Satz: Es sei (X;) ein ARMA(p, q)-Prozess, fiir den die Polynome ¢(z) und 6(z) keine gemeinsamen
Nullstellen besitzen. Dann ist (X;) genau dann invertierbar, wenn

0(z) # 0 fiir alle z € C mit |z] < 1.

Die Koeffizienten 7; (j = 1,2,...) in der Darstellung (3.15) sind gegeben durch
o _ 9(2)
m(z) == jgowjzj = 90 |z] <1

Den Beweis dieser zu Satz 3.2.14 symmetrischen Aussage findet man in BROCKWELL / Davis (1991).

Fiir die Modellierung von ARMA-Prozessen ist der néichste Satz von Bedeutung:

3.2.18 Satz: Es sei (X;) der ARMA(p, q)-Prozess
Xi =1 Xer = = Xip=Zy + 01 Ze1 + -+ 0,Z1—g, (Z1) ~ WN(0,07%),

mit ¢(z) # 0 und 0(z) # 0 fiir alle z € C mit |z| = 1. Dann existiert ein Polynom ¢(z) vom Grad p und ein
Polynom 6(z) vom Grad q ohne Nullstellen auf der abgeschlossenen Einheitskreisscheibe {z € C : |z| < 1} und
ein White Noise Prozess (Z;), so dass

Xt - 951th1 - QBPXt*P = Zt* + élZ:—l +oeee Tt éqZ:—qa (Zt*) ~ WN(Oa &2)7 (316)

nicht vorgreifend und invertierbar ist. Man spricht in Bezug auf (3.16) von der nicht vorgreifenden und inver-
tierbaren Darstellung von (X;).

Beweis: BROCKWELL / DAvis (1991).
3.2.19 Bemerkung: Ist

Xe—Xe1— =0 Xe p=Z1+0Z 1+ + 0,7y, (Zi) ~WN(0,0%), (3.17)
ein ARMA(p, q)-Prozess und bezeichnen ¢(-) und ¢ (-) die Polynome

P(z) = 1—grz—- —pz’
bzw. 9(2) = 1+912+...+9qzq,

so schreibt man an Stelle von (3.17) auch
¢(B) Xy = 0(B)Z:,

wobei B der Backward Shift Operator (3.3) ist.
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3.2.3 Long Memory Prozesse

Fiir j € N sei (Xt(j))teT ein stationirer Prozess mit ”Short Memory”, d.h. fiir "kleine” h € Z sind Xt(j) und

@

+1n (positiv) korreliert. Man betrachte nun den kumulierten Prozess (X¢)ier mit

Xe=> x7.
=1

Hier iiberlagern sich Abhingigkeiten der individuellen Prozesse (Xt(j )), so dass (X;) sehr bizarre Eigenschaften
besitzen kann, zum Beispiel:

a) Eine zeitweise (Tage / Wochen ...) nahezu konstante Mean Funktion, die sich jedoch im Laufe der Zeit
verandert,

b) Betrachtet man relativ kurze Zeitabschnitte (einige Monate / Jahre), so scheint ein zyklisches Verhalten
vorzuliegen. Der Prozess als Ganzes zeigt jedoch keinen kontinuierlichen Zyklus. Vielmehr scheinen (fast)
alle "Frequenzen” in zufélliger Folge vorzukommen.

Zeitreihen, die ein solches Verhalten zeigen, sind zum Beispiel

1.) Jéhrliche Wasserstands-Minima des Nils. Historisch von Bedeutung sind die Daten aus den Jahren 622-
1281 u.Z., gemessen in der Nihe von Kairo. Anhand dieser Daten wurden u.A. die oben beschriebenen
Effekte untersucht sowie statistische Modelle fiir Prozesse mit diesen Eigenschaften eingefiihrt.

2.) Temperaturdaten, z.B. die monatliche Temperatur in Norwich, England, von 1854-1989,

3.) Viele skonomische Zeitreihen.

Allen diesen Beispielen gemeinsam ist die offensichtliche Uberlagerung veschiedener quasi-zyklischer Einfliisse.
Die Beispiele machen aber auch deutlich, dass es unmdoglich ist, alle individuellen Einfliisse zu modellieren, einige
dieser Einfliisse konnen sogar vollstdndig unbekannt sein. Sucht man fiir einen solchen Prozess ein Modell, so
bleibt im Allgemeinen nichts anderes iibrig, als die bekannten Einfliisse zu modellieren und die entsprechenden
Residuen wiederum als stochastischen Prozess zu betrachten und weiter zu untersuchen.

3.2.20 Definition: Es sei (X;) ein stationéirer Prozess mit Autokorrelationsfunktion p. Weiter existiere eine
reelle Zahl § € (0,1) und ein ¢, > 0 mit

p(h) h—oo

s G

Dann heifit (X;) ein stationédrer Prozess mit Long Memory oder Long Range Korrelationen.

Man beachte, dass die Definition von Long-Memory-Prozessen lediglich eine Aussage iiber die Korrelationen
zweier Beobachtungen macht, deren zeitlicher Abstand gegen unendlich geht. Es wird dabei kein absoluter Wert
angegeben, verlangt wird nur ein langsames Nachlassen der Korrelationen. Korrelationen zwischen Beobach-
tungen mit endlichem Abstand diirfen dabei beliebig klein sein. Somit kann selbst in einem Fall, in dem die
empirischen Autokorrelationen wegen ihrer Geringfiigigkeit einen Schluss auf Unkorreliertheit zulassen, ein Long
Memory Prozess mit langsam abnehmenden Korrelationen vorliegen.

Literatur: z.B. BERAN (1994).

3.3 Vorhersage stationirer Prozesse

Héufig besteht der Wunsch, das Verhalten eines stochastischen Prozesses in der Zukunft zu prognostizieren,
d.h., aufgrund von vergangenen Beobachtungen Xy, ..., X,, zukiinftige Werte X, 15, h € N, vorherzusagen. In
diesem Rahmen soll kurz auf die lineare Vorhersage Xn+1 von X,,4+1 eingegangen werden. Fiir eine ausfiihrliche
Behandlung dieses Themas, auch fiir A > 2, wird auf BROCKWELL / DAvIs (1991) verwiesen.
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Es sei (X;) ein stationdrer Prozess mit EX; = 0 und Autokovarianzfunktion ~(-). Gesucht ist eine lineare
Vorhersage fiir X,,+1, also eine Vorhersage der Form

> bniXnsii, n>1, i €R (i=1,...,n).

i=1

Wegen der Existenz der Kovarianzfunktion + sind sémtliche Zufallsvariablen X, ¢ € T, Elemente aus L?(P) (vgl.
Anhang B.3). Bezeichnet H; ,, := sp{X1,..., X,,} den (abgeschlossenen) Untervektorraum des L?(P), der von
den Zufallsvariablen X7, ..., X,, aufgespannt wird (also die Menge aller Linearkombinationen von X,..., X,),
so ist offensichtlich Xn+1 ein Element aus Hy .

Wie kann man nun die Koeffizienten ¢y,1, ..., ¢n, in (3.18) so wilhlen, dass man eine moglichst gute Prognose
bekommt? Was ist iberhaupt eine “gute” Prognose?

Auf dem vollstéindigen normierten Raum L?(P) ist durch || X —Y|| (s. Anhang B.3) der Abstand zweier Elemente
X und Y gegeben. Unter der “besten” linearen Vorhersage X,, 1 versteht man nun jenes Element aus Hi 5, das
in L?(P) den geringsten Abstand zu X,, ;1 besitzt, fiir das also gilt

1Xnir = Kusall = min [ Xosa =Y.

Nach dem Projektionssatz (s. Anhang B.3) ist Xn+1 eindeutig bestimmt durch die Orthogonalprojektion von
Xy41 auf Hyp und X — Xn+1 ist orthogonal zu Hj ,,. Somit ist X, 11 — Xn+1 orthogonal zu X, 11_;, j =
1,...,n, d.h.

(Xpi1— Xpi1, Xnp1-5) =0, j=1,...n. (3.19)

Dabei ist (-,-) das Innenprodunkt in L?(P), d.h. (X;, X;) = Cov(X;, X;). (Man beachte EX; = 0.) Somit ist
die Orthogonalitét in (3.19) gleichbedeutend mit Unkorreliertheit.

Die Aussage in (3.19) wiederum ist gleichbedeutend zu
O bni Xns1—is Xng1—3) = (Xng1, Xnga—5), §=1,...,n. (3.20)
i=1

Wegen der Linearitéit des Innenproduktes kann (3.20) geschrieben werden als

Z¢m Xnt1—is Xn41—j) = (Xn+1, Xng1—j), 7=1,...,n,

— Z¢nl Z—] 7(])7]:177’”7

— Pn¢n = Yn (3.21)

’7(1) (bnl
mit Ty, = (V(i — J))i'j=1 s Tn = und ¢, = . (3.22)
(n) Pun

Die Gleichungen (3.21) heiflen Yule- Walker-Gleichungen. Das folgende Lemma gewiihrleistet schon unter sehr
schwachen Bedingungen die Invertierbarkeit der Kovarianzmatrix I';, und damit die Existenz einer eindeutigen
Losung des linearen Gleichungssystems (3.21).

3.3.1 Lemma: Gilt v(0) > 0 und y(h) — 0 (h — o), dann ist die Kovarianzmatrix I',, von (X1,...,X,)"
regulér fiir jedes n € N.

Beweis: BROCKWELL / DaAvis (1991).

Damit ergibt sich sofort:
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3.3.2 Satz: Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.3.1 ist die beste lineare Vorhersage Xn+1 von X, 41
aufgrund Xy, ..., X, gegeben durch

n+1 Z¢nz ntl—i, n=1,2,.

=1
mit ¢ = (dp1,s .-y bnn) ' = y,, Ty und 7y, wie in (3.22). Weiter gilt

Un i= E(XnJrl — Xnt1)? =7(0) - Trn Tn- (3.23)
Beweis: Es bleibt nur (3.23) zu zeigen:

E(XnJrl - Xn+1)2 - <Xn+1 - XnJrl; XnJrl - Xn+1>
- <Xn+1 - XnJrl; Xn+1> _<Xn+1 - Xn+17 Xn+1>

=0, da Xn+1€7'l1 n

- <Xn+1; n+1 Z¢nz n+1 ) n+1>

7(0) = &y n (3.24)
= (0) =7 T} .

O

Fiir groBe n empfiehlt sich zur Berechnung von ¢,, = (¢n1,...,dnn) ' ein rekursiver Algorithmus, der Durbin-
Levinson-Algorithmus.

3.3.3 Satz: (Durbin-Levinson-Algorithmus) Es sei (X;) ein stationédrer Prozess mit EX; = 0 und Ko-
varianzfunktion v so, dass v(0) > 0 und y(h) — 0 fiir h — oo. Dann lassen sich die mittlere quadratische
Abweichung v,, und die Koeffizienten ¢,,; aus Satz 3.3.2 rekursiv berechnen geméf

(bll = Wa Vo = 7(0)7
n—1

Gnn = ULy <’Y(”) - Z Pn—1, Y(n — Z)) ’
i=1

Dn1 Dn—1,1 On—1,n-1
(bn,nfl anfl,nfl (bnfl.,l
sowie
Vp = vn_1(1 = ¢2,).

Beweis: BROCKWELL / Davis (1991).

Ersetzt man die Basis {X1,...,X,} von H;, durch die Orthogonalbasis {X; — X1, X0 — X,} (X1 :=0),
so wird deutlich, dass eine Darstellung der besten linearen Vorhersage in der Form

n+1 Z onl n+17i - XnJrlfi) (n Z 1) (325)

existiert mit Koeffizienten 6,1, ...,0,, € R, n € N. Die Zufallsvariablen X, 11_; — Xn+1_i, 1=1,...,n, heiflen
Innovationen. Auch zur Berechnung der Koeffizienten 6,,; existiert ein rekursiver Algorithmus, der Innovations-
algorithmus.
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3.3.4 Satz: (Innovations-Algorithmus) Es sei (X;) ein stochastischer Prozess mit EX; = 0 und Autoko-
varianzfunktion r(i,j) = EX;X;. Die Matrix (x(i,j));' ;=1 sei regulér fiir alle n € N. Dann lassen sich die

Koeffizienten 0,,; in der Darstellung (3.25) und die mittlere quadratische Abweichung v, = E(X, 11 — X;41)?
rekursiv berechnen, wobei

vo = k(1,1),
k—1
Onn—t = ’Uk_l | rn+1,k+1)— Zﬁk,k_ﬂn,n_j v; |, k=0,1,...,n—1,
§=0
und
n—1
v, = k(n+l,n+1)-— Zﬁfmﬁ- vj.
§=0

Beweis: BROCKWELL / Davis (1991).

Der Innovationsalgorithmus bietet gegeniiber dem Durbin-Levinson-Algorithmus die Vorteile, dass er in seiner
allgemeinen Form (Satz 3.3.4) auf Stationaritit verzichtet und sich im Falle eines A RMA-Prozesses rechentech-
nisch erheblich vereinfacht. Fiir einen ARMA-Prozess gilt ndmlich (Beweis s. BROCKWELL / Davis (1991))

> " enX'n, 7'_An —3)» :17"'7 _17
Xn+1 _ Z]:l J( +1—j +1 J)q ~ n m (326)
¢1Xn+"'+¢an+1—p+Zj:1 enj(Xn-i—l—j - n+1—j)7 n 2 m

mit m := max{p, ¢}.

Die Parameter 6,,;, j = 1,...,n, erhélt man, indem man den Innovationsalgorithmus auf die Zeitreihe (W;) mit
W _ 0_1Xt7 t=1,...m,
! oM Xy =1 Xy — = pXyp), t>m,
gemif Satz 3.3.4 anwendet. Dabei ist
UﬁQFYX(i_j)v 1§Za]§m7
o) o (i— ) = X by (r — i — j1)). mini, ) < m < max(i, j) < 2m,
H(Z,]) - q 9 9 L . ..
Zrzo rYr4|i—jl» mln(l,j) >m,
0, sonst.

Man beachte, dass in diesem Zusammenhang der Innovationsalgorithmus nicht v, = E(X,,+1 — Xn+1)2, sondern
die mittlere quadratische Abweichung
Un

Wy, = E(Wyyq — Wny1)? = 3 (3.27)

berechnet.

3.4 Parameterschitzung in ARMA-Modellen

3.4.1 Die partielle Autokorrelationsfunktion

Soll in der Praxis ein ARMA-Modell an eine beobachtete Zeitreihe angepasst werden, so gilt es, die Parameter
p und ¢ sowie die Koeffizientenvektoren ¢ = (¢1,...,¢,)", 8 = (61,...,0,)" und die White Noise Varianz o2
zu schitzen. Kann man speziell von einem MA(q)-Prozess ausgehen, so bietet die empirische Autokorrelations-
funktion einen Anhaltspunkt fiir die Schitzung von ¢ (Beispiel 3.2.7 sowie Abbildung 3.9). Zur Bestimmung
von p bei Anpassung eines AR(p)-Prozesses ist die empirische Autokorrelationsfunktion hingegen nicht sehr
hilfreich. Denn wie bereits im Anschluss an Beispiel 3.2.7 angesprochen wurde, verschwindet die Autokorrelati-
onsfunktion eines autoregressiven Prozesses nicht fiir h — co. Wir veranschaulichen dieses Phéanomen an einem
AR(1)-Prozess (X):

Fiir ein beliebiges t € Z ist Xy = ¢1 X1 + Z; korreliert mit X;y_1. Wegen X; 1 = ¢1 Xy + Z;—1 gilt wiederum
Xi = ¢1(1 Xi—2+ Zi—1) + Z;. Somit ergeben sich “indirekte” Korrelationen zwischen X; und X;_o, u.s.w., die
sich in der Autokorrelationsfunktion wiederspiegeln. Man greift daher zur Bestimmung des Parameters p eines
autoregressiven Prozesses auf die partielle Autokorrelationsfunktion (partial ACF) zuriick, die so konstruiert
ist, dass sie “indirekte” Korrelationen nicht aufzeigt.
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3.4.1 Definition: Fiir einen stationédren Prozess (X;) mit EX; = 0 wird durch

Corr(X2, X1) = p(1),
a(h) = Corr(Xp41 — Py, , Xn+1, X1 — erz,h,Xl)’ h>1,

a(l)

die partielle Autokorrelationsfunktion a(-) definiert. Dabei ist Haj, := Sp{Xa,..., X} der (abgeschlossene)
Unterraum des L2?(P) (vgl. Anhang B.3), der von den Zufallsvariablen Xo, ..., X} aufgespannt wird, also die
Menge aller Linearkombinationen as Xo+- - -+ap Xy, ao,...,an € R. Pl , bezeichnet die Orthogonalprojektion
auf den Unterraum Hs , (OGP vgl. Anhang B.3).

3.4.2 Bemerkung: Im Falle eines linearen Regressionsmodells Y,, = X,,5 + ¢, (vgl. Abschnitt 5.1) ist die
Orthogonalprojektion von Y, auf den Bildraum der Designmatrix X,, der beste lineare erwartungstreue Schétzer
fir X,,0. Durch die Orthogonalprojektion von Y,, auf das orthogonale Komplement des Bildraumes von X,
erhilt man den Vektor der Residuen, s. Abschnitt 5.1.

In Definition 3.4.1 ist die Orthogonalprojektion eines X € L?(P) auf den Raum Hs ;, die beste lineare Vorhersa-
ge von X bei gegebenen Xo, ..., X};. Die Orthogonalprojektion von X auf das orthogonale Komplement von
Ho,p ist X —pry N , X . Bei der besten linearen Vorhersage von X spielt also X — erz,hX die Rolle des Residuen-
vektors bei linearen Modellen. Die partielle ACF an der Stelle h entspricht somit dem Korrelationskoeffizienten
zwischen dem “Residuum” von X; und dem “Residuum” von Xj, 1.

Durch diesen Ubergang von den Zufallsvariablen auf die “Residuen” werden die ”indirekten” Korrelationen eines
AR(p)-Prozesses bei der Berechnung des Korrelationskoeffizienten auler acht gelassen. Bei einem AR(p)-Prozess
verschwindet daher die partielle ACF fiir h > p : Es sei (X;) der nicht vorgreifende AR(p)-Prozess

Xe =1 Xem1 = = $pXemp = Zy, (Z4) ~ WN(0,07),
mit EX,; =0, also
X1 =01 Xn+ -+ OpXny1-p+ Zny1 - (3.28)

Da (X}) nicht vorgreifend ist, ist die beste lineare Vorhersage von Xy in Abhingigkeit von Xo, ..., X}, fiir
h > p gegeben durch

Pry, , X1 = 1 Xn+ -+ opXnr1-p
p
= > 6 Xni1y -
j=1

Damit ist fiir o > p

P
Ot(h) = COI‘I‘(Xthl — Z(ijthlfj,Xl - Per,th)
7j=1
= Corr(Zp41, X1 — Psz,th)
0.

Fiir h < p gilt der folgende Satz:

3.4.3 Satz: Es sei (X;) ein stationérer Prozess mit E(X;) = 0 und Kovarianzfunktion v so, dass y(h) — 0
fiir h — oo. Weiter sei Hi, := Sp{Xi,...,Xn} der (abgeschlossene) Unterraum des L*(P), der von den
Zufallsvariablen X1, ..., X}, aufgespannt wird. Dann gilt fiir die partielle Autokorrelationsfunktion «(-)

a(h) = épn, h>1,

wobei ¢np eindeutig bestimmt ist durch die folgende Darstellung der Orthogonalprojektion von X1 auf den
abgeschlossenen Unterraum Hy j:

pPry,  Xn+1 = OnmXp+-o+ o Xa

h
= ZﬁbhiXthlfi .

=1
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Beweis: BROCKWELL / Davis (1991).

Nach Satz 3.4.3 entspricht die partielle Autokorrelation a(h) also dem Koeffizienten ¢ von X; in der Dar-

stellung der besten linearen Vorhersage von Xpy; durch Xi,..., X}. Da diese beste lineare Vorhersage die
Orthogonalprojektion von Xj,41 auf Hyj ist, ist X1 — Py, Xnt1 orthogonal zu jedem Vektor, der H;
aufspannt, also zu X;, j = 1,...,h. So ergeben sich aus

<Xh+l_er11h,Xh+1;Xj> :Ov .]: 17"'5h7
— 2?21 ¢hi<Xh+1—i7Xj> = <Xh+17Xj>7 .7: 17"'ah7

mit
EX.=

<X1',Xj> = EXZX C V(X“X ) (Z —j)

die Yule-Walker-Gleichungen T'p ¢, = 7, (vgl. (3.21)). Nach Division durch v(0) erhilt man das lineare Glei-
chungssystem

p(0) p(1) p(2) ... p(h=1) b1 p(1)

p(1) p(0) p(1) ... p(h=2) Pna p(2)

: : : : : = : . (329)
ph=1) ph=2) p(h=3) ... p(0) - o(h)

Schétzt man in (3.29) die Autokorrelationen empirisch, so erhélt man durch Losen des entsprechenden Glei-
chungssystems die geschétzten Koeffizienten ¢p1, ..., ¢pn. (Zur Losbarkeit des LGS s. Lemma 3.4.6.) Die Funk-
tion &(+) mit &(h) := ¢pn, h = 1,...,n, heilit die empirische partielle Autokorrelationsfunktion der Zeitreihe

(X¢). Abbildung 3.11 zeigt die empirische partielle Autokorrelationsfunktion des autoregressiven Prozesses aus
Abbildung 3.7.

Series AR
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Partial ACF
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Abbildung 3.11: Empirische partielle ACF eines AR(1)-Prozesses

3.4.4 Bemerkung: Liegt kein AR(p)-Prozesses vor, so verschwindet die partielle ACF fiir grofle Time-Lags
i.A. nicht, wie das folgende Beispiel zeigt:

Es sei (X;) der MA(1)-Prozess
Xy =Zi+ 60171, 61| <1, (Z) ~ WN(0,0?).
Dann gilt (vgl. BROCKWELL / DAvis (1991))

01
o(l) = p(1)= T2
Oé(h) _ _(_el)h(l — 9%)7 h> 9.

2(h+1 -
1 g2
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Abbildung 3.12 zeigt die empirische partielle Autokorrelationsfunktion des MA(1)-Prozesses aus Abbildung 3.6.

Series MA

Partial ACF
1

Abbildung 3.12: Empirische partielle ACF eines M A(1)-Prozesses

3.4.2 Schitzer fiir die Parameter p und ¢ in ARMA-Modellen

Wie bereits in Abschnitt 3.2 erwiihnt wurde, 14sst sich im Falle eines MA(q)-Prozesses ein Schétzer fiir den
Parameter ¢ aus der empirischen Autokorrelationsfunktion ablesen. Man vergleiche hierzu Beispiel 3.2.7 und
Abbildung 3.9. Im Falle eines AR(p)-Prozesses kann p mit Hilfe der empirischen partiellen ACF bestimmt
werden.

Bei Modellannahme eines ARMA(p, q)-Prozesses hingegen ist die Bestimmung der Parameter p und ¢ aufwéndi-
ger als bei Annahme eines Moving Average oder eines autoregressiven Prozesses. Zunéchst kann man anhand der
empirischen Autokorrelationsfunktion und der empirischen partiellen ACF p und ¢ grob schétzen (s. Abschnitt
3.4.1). Anschliefilend geht man so vor, dass fiir mehrere in Frage kommende Werte von p und ¢ ein ARMA(p, q)-
Prozess angepasst wird, d.h. die Parametervektoren ¢ = (¢1,...,¢,)", 0 = (61,...,0,)" und die White Noise
Varianz o2 geschitzt werden. SchlieBlich werden die angepassten Modelle auf die Giite der Anpassung hin
iiberpriift.

Es ist zu beachten, dass ein Modell mit hoheren Werten fiir p und ¢ den Anschein haben kann, die gegebenen
Daten besser zu modellieren als ein Modell mit kleinerem p bzw. ¢q. Doch wie bei der Anpassung eines linearen
Modells (vgl. Abschnitt 5.1) an einen gegebenen Datensatz muss man sich auch hier vorsehen, das Modell
nicht zu tiberparametrisieren (Ouverfitting). Ein Beispiel aus der Theorie linearer Modelle soll das Problem des
Overfittings veranschaulichen:

3.4.5 Beispiel: Gegeben seien 100 Beobachtungen des linearen Modells YV; = a + bt + e, (e;) w N(0,1).
Wird an diese 100 Beobachtungen ein Polynom vom Grade 99 angepasst, so wird das geschitzte Modell mit
den Beobachtungen identisch sein, der Fit scheint somit perfekt. Doch das angepasste Modell enthélt zuviele
zufiillige Einfliisse, eine andere Realisierung wird vollstédndig andere Ergebnisse liefern.

Um einerseits eine Uberparametrisierung zu verhindern und andererseits eine gute Anpassung des Modells
zu ermoglichen, wurden auf dem Gebiet der Zeitreihenanalyse Kriterien entwickelt, mittels derer angepasste
ARMA-Modelle auf ihre Eignung hin verglichen werden kénnen. Zu erwéhnen sind in diesem Zusammenhang
beispielhaft die Kriterien AIC und AICC von Akaike. Die Akaike-Kriterien ordnen jedem ARMA-Modell eine
reelle Zahl AIC bzw. AICC zu, die einerseits umso kleiner wird, je besser die Anpassung des Modells ist und
andererseits umso grofer, je mehr Parameter eingefiihrt werden. Die optimale Wahl von p, ¢, (b ((bl, ey (b,,)
und 6 = (91, e ,Gq) ist somit jene, die den Wert des Kriteriums minimiert. Das Akaike-Kriterium AICC z.B.
ist gegben durch

AICC(¢,0) :== —2In L(¢,0, S, (4,0)) + %'

Dabei ist L(¢,0,S,(¢,0)) die Likelihood-Funktion aus Abschnitt 3.4.3. Man beachte, dass bei vorgegebenem p
und ¢ die Minimierung des Akaike-Kriteriums einer Maximierung der Likelihood-Funktion entspricht.
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3.4.3 Maximum Likelihood Schiitzer fiir ¢, § und o?

Sind p und g fest vorgegeben, so lassen sich optimale Schiitzer fiir die Parametervektoren ¢ = (¢1,...,¢,) ", 0 =
(61,...,0,)" und die White Noise Varianz o2 mit der Maximum Likelihood (ML) Methode (s. Anhang B)

bestimmen.

Ist (X:) ein nicht vorgreifender ARMA(p, q)-Prozess, so ist unter Normalverteilungsannahme die Likelihood-
Funktion des Beobachtungsvektors = (z1,...,2,) in Abhingigkeit von den Parametern ¢, 6 und o gegeben
durch (s. BROCKWELL / Davis (1991))

1 & (x —
2\ 2\—n/2 —1/2
6.0,0%) = Cn) g a) e {5 S

Dabei ist X i = X j(¢,0) die Vorhersage fiir X; aus dem Innovationsalgorithmus bei gegebenen Beobachtungen
T1,..,z-1 (J=2,...,n, X, = 0) und w;_1 wie in (3.27) definiert, j =1,...,n

Es gilt also, L(¢,0,0?%) oder (gleichbedeutend)

R 1«
InL(6,0,0%) = —5— Z - g1n(27m?) -3 2w (3.30)
= =~

in ¢, 6 und 02 zu maximieren. Wir fithren dies in zwei Schritten durch und leiten In L zunsichst nach o2 ab:

2

Oo? 202

dlnL(¢,0,0%) z”:

Dieser Ausdruck verschwindet fiir

Z =: S,(¢,0). (3.31)

j=1

3|}—‘

Da die zweite Ableitung an der Stelle S, (¢, 6) negativ ist, ist .S, (QAS ML, 00 1) der Maximum Likelihood Schétzer
fiir o2. Dabei bezeichnet ng 1, und /7 die ML-Schiitzer fiir ¢ bzw. 0, welche den Ausdruck (ersetze in (3.30)
o? durch S, (¢,0))

1($,0) :=1n S,( Zlnwj 1(,0) (3.32)

in ¢ und 6 minimieren. Diese Minimierung erfolgt i.d.R. iiber einen nichtlinearen Optimierungsalgorithmus, fiir
den X; = X;(¢,0) und w;_1 = wj_1(¢,0) mittels des Innovationsalgorithmus berechnet werden. Hierzu werden
initiale Schitzer fiir ¢, # und o2 benétigt. Zur Bestimmung von Initialschiitzern, die den optimalen Werten
schon relativ nahe sind, wird auf die Abschnitte 3.4.5 bis 3.4.7 verwiesen.

3.4.4 Least Squares Schiitzer fiir ¢, § und o>

Nach Anpassung eines ARMA(p, q)-Modells an eine stationiire Zeitreihe werden (mit den Bezeichnungen aus
Abschnitt 3.4.3) durch

R %= Xi(0,0)
! wj—l((bv 6)

Residuen nach Anpassung des Modells definiert. Es kénnen also auch diejenigen Schétzer fiir ¢ und 6 in einem
gewissen Sinne als optimal betrachtet werden, die die Summe der quadrierten Residuen

(3.33)

_ zn: (25 = X;)
Wj—1

J=1
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in ¢ und # minimieren. Die so erhaltenen Schétzer gZ;LS und g fiir ¢ bzw. 0 heilen Kleinste-Quadrate-Schdtzer
(Least Squares (LS) Estimator) fiir ¢ bzw. §. Der LS-Schitzer fiir o ist dann gegeben durch (siche BROCKWELL
/ Davis (1991))

— n

02ps = ———Su(drs,0rs).
n—p—q

Man beachte, dass auch fiir dieses Optimierungsverfahren initiale Schiitzer fiir ¢, # und o2 benétigt werden,
um die Vorhersagen (3.26) und die mittlere quadratische Abweichnung (3.27) berechnen zu kénnen.

3.4.5 Initiale Parameterschitzung in AR(p)-Modellen

Es sei p fest vorgegeben und (X;) der nicht vorgreifende AR(p)-Prozess
Xi— 1 Xeo1 — - — Xy = Zt, (Z4) ~ WN(0,0%), (3.34)

mit EX; = 0 und unbekannten Koeffizienten ¢1, ..., ¢,, sowie White Noise Varianz o2,

Da (X;) nicht vorgreifend ist, existiert eine Darstellung
Xi=Y iZi,
i=0
bzw. fir j =0,1,...,p,
Xij=> $iZji=> i iZii. (3.35)
=0 i=j

Bildet man fiir j = 0,1,...,p in (3.34) das Skalarprodukt mit X,_;, so erhélt man unter Beriicksichtigung von
(3.35)

(X, Xe—j) = d1(Xp—1, Xo—j) — - = p(Ximp, Xo—j) = (Z4, Xi—j)
= N Wi (2, Zis). (3.36)
i=j

Mit

o2, i=0,

(21, Z1i) = { 0, sonst,

ergibt sich aus (3.36) mit (3.14)
Y(0) = p1y(1) = = dpy(p) = hoo” =0,
G-+ -+ —p) = (), j=1....p.

Das entspricht den Yule-Walker-Gleichungen

Do)y = s
a? = (0) = P - (3.37)

Dabei ist 'y und 7, wie in (3.22) definiert (setze n = p) und ¢,y = (¢1,. .., #p)". Durch den Ubergang zu der

empirischen ACF 4(-) erhidlt man Schétzer épl, e qup fiir ¢1,...,¢, durch Losen des linearen Gleichungssy-
stems

f‘pqu = (fp = (3 — j))f,j:l und 4, = (5(1), ... »'AY(p))T) (3.38)
und mit diesen einen Schéitzer ;5 fiir 02 mittels
o2 =4(0) — ¢} 4y -

Die Schétzer épl, .. .ﬁw und o2 heiBen Yule- Walker-Schitzer fiir $1,...,¢p bzw. o2, Das folgende Lemma
gewiihrleistet die Losbarkeit des linearen Gleichungssystems (3.38).
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3.4.6 Lemma: Es sei (X;) ein stationirer Prozess mit EX; = 0 und 4(-) die empirische Autokorrelationsfunk-
tion von (X;). Ist 4(0) > 0, dann ist 'y, regulér fiir alle k € N.

Beweis: BROCKWELL / Davis (1991).

Die Analogie von (3.38) zu (3.21) legt es nahe, die Yule-Walker-Schétzer gZ;pl, cee g?)pp und o2 mit Hilfe des
Durbin-Levinson-Algorithmus zu berechnen. (Man ersetze hierzu y(-) durch 4(-) und v; durch ¢;, 7 =1,...,p.)
Es gilt dann (vgl. (3.37) mit (3.24)) 02 = 0.

SchlieBlich gilt es noch zu iiberpriifen, ob qul, .. .,gi;pp und o2 “sinnvolle” Schiitzer fiir G1,s...,¢p bzw. o2

sind. FEine Minimalanforderung an einen “sinnvollen” Schétzer Bn fiir B ist, neben der Erwartungstreue, die
stochastische Konvergenz gegen den zu schétzenden Parameter 3, also

B - 8. (3.39)
Ein Schiitzer (3, der (3.39) erfiillt, heiBt konsistent fiir # (vgl. Anhang B).

3.4.7 Lemma: Die Yule-Walker-Schétzer qul, ceey (;Aﬁpp und o2 sind konsistente Schiitzer fiir D1y, Pp bzw.
o2, d.h.

~ P . 5 P
bpj — 05, (J=1,....p) und 02 — 2.

Beweis: BROCKWELL / Davis (1991).

3.4.8 Bemerkung: Im Prinzip kann die empirische partielle Autokorrelation &(m) = qgmm als Nebenprodukt
bei der Anpassung eines AR(m)-Prozesses, m € N, betrachtet werden, wobei m sukzessive erhoht wird. Auch
mit diesem Ansatz liegt es nahe, p durch jenen Wert p zu schiitzen, fir den &(m) = (;Aﬁmym “klein” ist fiir alle
m > p, d.h. innerhalb geeigneter Konfidenzschranken liegt. Diese Konfidenzschranken werden von den géngigen
Statistikpaketen bei der Schitzung der partiellen ACF mit ausgegeben. Fiir die theoretischen Grundlagen zur
Berechnung der Konfidenzschranken wird auf BROCKWELL / DAvIs (1991) verwiesen.

3.4.6 Initiale Parameterschiitzung in MA(q)-Modellen

Ist der Parameter ¢ fest vorgegeben, so gilt es noch, die Koeffizienten 6,,...,6, und die White Noise Varianz

o2 zu schitzen. Setzt man

EX, =0 (3.40)

voraus, so leistet der Innovationsalgorithmus aus Abschnitt 3.3 auch hier gute Dienste. Denn wie die Zufallsva-

riablen Z;, t € Z, des White Noise Prozesses, so besitzen auch die Innovationen X, 11 — X,,41, n =0,1,...,
die Eigenschaft, in L?(P) zueinander orthogonal zu sein. Ist (X;) der invertierbare MA(q)-Prozess

Xo =2+ 021+ +0yZ—q, (Z;) ~ WN(0,07), (3.41)

so lisst sich sogar zeigen (vgl. BROCKWELL / DAVIs (1991)), dass der L?(P)-Abstand von Z,, zu der Innovation
X, — X, fiir n — oo verschwindet, also

(X0 = Xn) = Znl| =3 0. (3.42)
Es liegt also nahe, in der Darstellung (3.41) Z;_; durch X, ; — X;_; zu ersetzen (j = 0, ..., q). Auf diese Weise
erhélt man die Darstellung

q
Xy = Z9i (Xi—i = Xi—i), 00 =1,
i=0
in welcher die Parameter 0;,...,0, mit Hilfe des Innovationsalgorithmus rekursiv berechnet werden koénnen.

Zum Zwecke der Parameterschiitzung wiihle man zuniichst eine Folge m(n), n € N, in Abhiingigkeit des Stich-
probenumfangs n so, dass

m =m(n) €N, m(n) <n, m(n) — oo (n — oo) und m(n) = o(n'/?) (n — o). (3.43)
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Dabei bedeutet die Schreibweise m(n) = o(n'/3) (n — o0), dass

m(n) n—oo

7 0.

Anschliefilend ersetze man in Satz 3.3.4 (Innovationsalgorithmus) die Kovarianzfunktion (i, j) = E(X;X;) durch
die empirische Autokovarianzfunktion 4(i — j), die mittlere quadratische Abweichung v,, durch ©,, und die

Vorhersagekoeffizienten 6,,; durch Schatzer émj, j =1,...,m. Einen Schitzer fiir 02 erhilt man durch 02, := 0,,.

Das Iterationsverfahren wird so lange fortgesetzt, bis sich die Schétzfolgen (6,,;)m stabilisieren, d.h. sich im
o \1)2

Verhiltnis zu (% Zf;ll 9,2,“) nur noch geringfiigig veréindern (j = 1,...,q). Die Wahl der Folge m(n), n € N,

gemif (3.43) sichert dabei die Konsistenz der Schitzer émj, j=1,...,p, und o2,

3.4.7 Initiale Parameterschitzung in ARMA(p,q)-Modellen

Sind p und ¢ fest vorgegeben, so wird ein ARMA(p, q)-Modell wie folgt angepasst:
Gegeben sei das nicht vorgreifende ARMA(p, q)-Modell

Xo— X1 — = 0pXip=Z1+ 0241+ +0,Z—g, (Zt) ~ WN(0,57).

Da (X;) nicht vorgreifend ist, existiert eine Darstellung
Xe=> $iZ; (3.44)
j=0
mit (vgl. 3.14)

1/10 = 17
J

i=1

(o

Dabei ist 6; := 0 fiir j > ¢ und ¢; := 0 fir j > p. Die Ausfithrungen in Abschnitt 3.4.6 beziiglich der
Orthogonalitéit der Innovationen, insbesondere (3.42), legen auch hier eine Schétzung der Koeffizienten ¢, in

(3.44) mittels des Innovationsalgorithmus nahe. Sind t,,,; die so erhaltenen Schétzer fiir ¢;, j =1,2,..., und ist
U, die mittlere quadratische Abweichung aus dem Innovationsalgorithmus (wie in Abschnitt 3.4.6 beschrieben),
so gilt der folgende Satz:

3.4.9 Satz: FEs sei (X;) der nicht vorgreifende und invertierbare ARMA(p, q)-Prozess
Xe =1 X = = Xip = Zy+ 01 Zis + -+ 0,Z1—g, (Z1) ~ 11D(0,0?),

mit BE(Z}) < co und (z) wie in (3.13), wobei 19 = 1. Dann gilt fiir jedes k € N und jede beliebige Folge
(Mmp)n>1, my € N wie in (3.43),

Vi Gm1 = 1y ke — )T o N0, A).
Dabei ist A = (a;;)f;_, mit
min(4,5)
aij = Y i,
r=1
Weiter gilt

~ P 2
Uy — O°.
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Beweis: BROCKWELL UND Davis (1988).

Mit Lemma B.4.9 folgt aus Satz 3.4.9, dass fiir jede Folge (m,,) wie in (3.43)

5 p .
D.h., (ﬂm‘j)mn ist eine konsistente Schétzfolge fiir v; , 7 =1,2....

Aus den Schéitzern 1,,; fiir ¢; lassen sich wie folgt Schiitzer fiir ¢y, ...,¢, und 6y, ...,6, berechnen:

Man ersetze in (3.45) 9; durch 1/Ajmj firj=q+1,...,¢+p (¢; =0, j>p,und 6; =0, j > g) und lose die so
erhaltenen Gleichungen

q+1

YVmgr1 = Z DiVm,g+1—i
=1

q+2

Umagtz = > Githmgra—i

i=1

q+p

Vmgtp = Z(biz/’m,q-kp—i

i=1

nach ¢1,...,¢,. Mit den so erhaltenen Schétzern (;Aﬁml, .. .,qgmp erhilt man anschlielend émj , 7 =1,...,q,
durch

min(j,p)

émj = "/A]mj - Z émi"/}m,j—i
i=1

(vgl. (3.45) fiir j =1,...,q) und schliellich
02 = Dy

Mit (m,,) wie in (3.43) sind die Schétzer ot qgmp, Oty émq und o2 konsistent fiir D1y p, O1,...,0,

bzw. o2.

3.4.8 Uberpriifen der Modellanpassung

Nach Schiitzung von p, ¢, ¢, 6 und o2 kénnen die Vorhersagen X ; (j =2,...,n) und die mittleren quadratischen
Abweichungen w1 (j = 1,...,n) mit Hilfe des Innovationsalgorithmus berechnet werden (s. (3.26) bzw. (3.27)).
AnschlieBend sollte das angepasste ARMA(p,q)-Modell auf seine Eignung hin gepriift und ggf. modifiziert
werden. Ublicherweise werden zum Uberpriifen der Modellanpassung die Residuen

R; = zj — X;(¢,0) (3.46)

W51 ((bv 6)

einem Test fiir WN- bzw. I1D-Prozesse unterzogen. Verwirft der Test die Hypothese iid-verteilter Residuen
nicht, so kann man davon ausgehen, dass der angepasste Prozess die beobachtete Zeitreihe hinreichend gut
modelliert. Diverse solche Tests sind in Abschnitt 6.2 zu finden. Fiir weitere Methoden des “Model Checking”
wird auf die Biicher von BROCKWELL UND DAVIS (1991 und 1996) verwiesen.

3.4.10 Beispiel: Eine geoditische GPS-Messreihe kann durch ein lineares Regressionsmodell (vgl. Abschnitt
5.1) beschrieben werden. Modelliert das gewiihlte Regressionsmodell die Daten hinreichend gut, so sollten die
Residuen des Modells (s. Abschnitt 5.2.1) annéhernd einen White Noise Prozess beschreiben. Abbildung 3.13
zeigt die Least Squares Residuen doppeltdifferenzierter (DD) Daten einer GPS-Messreihe aus der antarktischen
Halbinsel. Der Fit des fiir die gemessenen Daten gewihlten Modells kann nun durch die Betrachtung von
empirischer ACF und empirischer partieller ACF der Residuen-Zeitreihe tiberpriift werden.
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Abbildung 3.13: Least Squares Residuen einer antarktischen GPS-Messreihe
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Abbildung 3.14: Empirische ACF der Residuenzeitreihe aus Abb. 3.13

Die Abbildungen 3.14 bzw. 3.15 zeigen die empirische Autokorrelationsfunktion und die empirische partielle
Autokorrelationsfunktion der Zeitreihe aus Abbildung 3.13, jeweils mit dem 95%-Konfidenzbereich eines White
Noise Prozesses.

Wie man in Abbildung 3.14 sieht, iiberschreiten die ersten 16 Time Lags den 95%-Konfidenzbereich und weisen
somit klar auf zeitliche Korrelationen hin. Der 95%-Konfidenzbereich wird auch von der empirischen partiellen
ACF fiiberschritten, vgl. Abbildung 3.15.

Eine Minimierung des Akaike-Wertes ergibt die optimalen Parameterschiitzer p = ¢ = 3 und
d1=—0.079 6, = 0578

$s = —0.076 6y = 0.637 (3.47)
b3 = 0.882 605 =—0.379.

Nun kénnen geméf 3.46 Residuen nach Anpassung der Zeitreihe aus Abb. 3.13 an das ARMA(3,3)-Modell mit
den Parametern (3.47) berechnet werden, sie sind in Abbildung 3.16 zu sehen. Die Abbildungen 3.17 und 3.18
zeigen die empirische ACF bzw. empirische partielle ACF der Residuen aus Abbildung 3.16. Alle Time Lags
variieren innerhalb des 95%-Konfidenzbereiches eines White Noise Prozesses, was auf eine hinreichend gute
Modellierung der Daten durch das ARMA(3,3)-Modell mit den Parametetern (3.47) schliefen lésst.

In Abschnitt 6.2 werden die Residuen-Zeitreihen aus den Abbildungen 3.13 und 3.16 statistischen Tests zur
Uberpriifung der White Noise Annahme unterzogen.

Hinweis: Die anwendungsbezogene Fassung BROCKWELL / DAVIS (1996) enthilt eine CD-Rom, auf der Soft-
ware w.a. zur Parameterschitzung in ARMA-Modellen zu finden ist.
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Partial ACF

00

Abbildung 3.15: Empirische parteille ACF der Residuenzeitreihe aus Abb. 3.13
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Abbildung 3.16: Gemdifl 8.46 berechnete Residuen der Zeitreihe aus Abb. 3.13

3.5 Nichtstationidre Prozesse

3.5.1 Ein Beispiel aus der Geodisie

Die Theorie in den Abschnitten 3.2 bis 3.4 ist auf der Annahme eines stationéiren Prozesses aufgebaut. In der
Praxis jedoch enthalten viele Zeitreihen einen Trend oder einen Zyklus, oder sie sind aus anderen Griinden
offensichtlich nicht stationér, z.B. indem sie eine schwankende Varianz aufweisen, wie Abbildung 3.19 anhand
einer Residuen-Zeitreihe geodiitischer GPS-Messdaten zeigt. (Es handelt sich um DD Beobachtungen aus der
Gegend um Karlsruhe mit einer Basislinienlinge von ca. 15 km.)

In diesem Fall sollte zunéichst versucht werden, wenigstens anndhernd Stationaritéit zu erzeugen, z.B. durch
Eliminierung von Trend bzw. Zyklus, vgl. Abschnitt 3.1. Die GPS-Zeitreihe aus Abbildung 3.19 wurde mit einer
geeigneten Funktion gewichtet, um Homoskedastizitéit (Konstanz der Varianzfunktion) zu erzeugen. Das Thema
Gewichtung wird in Abschnitt 7.2 ausfiihrlich behandelt.

Abbildung 3.20 zeigt die gewichtete Zeitreihe aus Abbildung 3.19.

3.5.1 Bemerkung: Auch bei der GPS-Residuen-Zeitreihe aus Abbildung 3.13 handelt es sich um eine gewich-
tete Residuen-Zeitreihe.
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ACF

Abbildung 3.17: Empirische ACF der Residuen aus Abb. 3.16
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Abbildung 3.18: Empirische partielle ACF der Residuen aus Abb. 3.16

3.5.2 ARIMA-Modelle

3.5.2 Definition: Ist B der Backward Shift Operator aus (3.3) und d > 0, so heiit (X;) ein ARIMA(p,d, q)-
Prozess, falls

Y; := (1 - B)'X, = VX, (3.48)
ein zukunftsunabhéngiger ARMA(p, q)-Prozess ist. Dabei bezeichnet V den Differenzenoperator aus (3.4).

3.5.3 Bemerkung: Ist in (3.48) d > 1, so ist der ARIMA(p, d, q)-Prozess (X;) nicht stationér. Der differen-
zierte Prozess (Y;) ist jedoch definitionsgemif ein stationérer ARMA-Prozess, dessen Autokovarianzfunktion und
Parameter mittels der in den vorhergehenden Abschnitten beschriebenen Methoden geschéitzt werden kénnen.

3.5.4 Bemerkung: Es sei (X;) ein ARIMA(p,1, q)-Prozess. Wegen V; = (1 — B)X; = X; — X;_1 ldsst sich
der ARIMA(p, 1, q)-Prozess darstellen gemif
¢ t
X=X+ Z(X7 — Xj_l) =X+ ZY}
j=2

Jj=2

Damit ergibt sich fiir die Kovarianzen des ARIMA(p, 1, q)-Prozesses (ohne Einschrinkung sei s < ¢ und ~
bezeichne die Kovarianzfunktion von (Y3))



60 Kapitel 3. Stochastische Prozesse

-0.02 0.00 0.02
1 1

-0.04

-0.06

T T T T T
o 100 200 300 400

Index

Abbildung 3.19: Die ungewichtete GPS-Zeitreihe H1J0O022610
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Abbildung 3.20: Die gewichtete GPS-Zeitreihe H1J0O022610

s t s t
Cov(X,, X;) = Var(Xy)+ Cov(Xy, » V;)+ Cov(X1,» V;)+ Cov(> ¥, Y Y))
j=2 j=2 =2 j=2

)

t
= Var(Xy) +2ZCOV X1,Y;) Z Cov(X1,Y;) + Z”y l7 —1i]).

j=2 Jj=s+1 1=2 j=2

3.5.5 Bemerkung: Wie bereits in Abschnitt 3.1.3 angesprochen, wird ein durch ein Polynom d-ten Gra-
des modellierbarer Trend durch die Differenzenbildung in (3.48) eliminiert. ARIMA-Modelle bieten daher eine
Moglichkeit, Daten mit trendartigem Verhalten zu beschreiben.

3.5.6 Beispiel: Essei ¢ € (—1,1) und
(1-¢1B)(1 — B)Xy = Zy, (Z) ~ WN(0,07).

Dann ist ¥; = (1 — B)X; ein nicht vorgreifender AR(1)-Prozess mit V; = 7%, &) Z;_;, vgl. Beispiel 3.2.15.
Also ist (X;) ein ARIMA(1,1,0)-Prozess.

Die Abbildungen 3.21 und 3.22 zeigen einen Pfad des ARIMA(1,1,0)-Prozesses (X;) aus Beispiel 3.5.6 mit
¢ = —% und 02 = 1 bzw. den entsprechenden differenzierten Prozess (Y;).

Obwohl die Autokorrelationsfunktion nur fiir stationdre Prozesse definiert ist, lédsst sich die empirische ACF
geméB (3.8) fiir jede beliebige Zeitreihe berechnen. Die empirische ACF des Prozesses aus Abbildung 3.21
ist in Abbildung 3.23 zu sehen. Das langsame Abfallen der empirischen ACF ist fiir einen ARIMA-Prozess
typisch. Abbildung 3.24 zeigt die empirische partielle Autokorrelationsfunktion von (X;). Nach Differenzierung
erhélt man eine fiir einen AR(1)-Prozess mit ¢; € (—1,0) typische empirische Autokorrelationsfunktion bzw.
empirische partielle Autokorrelationsfunktion, vgl. Abb. 3.25 und Abb. 3.26.
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Abbildung 3.21: Pfad des ARIMA(1,1,0)-Prozesses (X¢)
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Abbildung 3.22: Der differenzierte Prozess (Yt)

3.5.3 Die Brown’sche Bewegung

Ein wichtiger nichtstationérer Prozess mit stetigem Zeitparameter ist die Brown’sche Bewegung. Die Brown’sche
Bewegung gehort zur Klasse der Gauf-Prozesse.

3.5.7 Definition: Es sei (X;) ein stochastischer Prozess auf einem Intervall [a, b]. Ist fiir endlich viele a < ¢; <
oo < t, < bder Vektor (Xy,,...,X;,)" stets n-dimensional normalverteilt, so heifit (X;) ein Gaufi-Prozess.
Gilt zudem E(X;) = 0 fir alle ¢ € [a,b], so wird (X;) zentrierter GauB-Prozess genannt.

Ein GauB-Prozess (X;) ist durch seine Erwartungswertfunktion u(t) := E(X;) und seine Kovarianzfunktion
g(s,t) := Cov(Xs, X;) eindeutig bestimmt. Ein spezieller GauB-Prozess, der kiinftig von Bedeutung sein wird,
ist die Brown’sche Bewegung im R!.

3.5.8 Definition: Es sei B := (B.).¢[p,1] ein reellwertiger stochastischer Prozess mit

(1) Fir 0 < zp < 21 <--- < 2z < 1sind die Zufallsvariablen B(z1) — B(20), ..., B(zr) — B(zx—1) stochastisch
unabhiingig (s. Anhang B.1),

(#7) fiir 7 < j ist die Zufallsvariable B(z;) — B(z;) normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz (z; — z;),

dann heifit B eine (reelle) Brown’sche Bewegung. Gilt auBerdem B(0) = 0 P-f.s. (P-fast sicher, vgl. Anhang
B.1), so heifit die Brown’sche Bewegung normal.
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Abbildung 3.23: Die empirische ACF des Prozesses aus Abb. 3.21
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Abbildung 3.24: Die empirische partielle ACF des Prozesses aus Abb. 3.21

Die Abbildung 3.27 zeigt einen Pfad einer reellen, normalen Brown’schen Bewegung.

3.5.9 Lemma: FEine reelle, normale Brown’sche Bewegung ist ein zentrierter Gauf-Prozess mit Kovarianz-
funktion

g(z1,22) := Cov(B(z1), B(22)) = min{zy, z2}.

Beweis: Es seien k € N, (21,...,2;) € [0,1]* und (a1,...,ax) € R* beliebig. Setze b, := Zf:j a;, 7=1,...,k.
Somit ergibt sich by, = aj, und b; = bj11 + a5, j=1,...,k—1, und es gilt

k k—1
Z CLZB(Zl) = (bl — bi+1)B(2i) + ka(Zk)
i=1 i=1
k
= bB(z1)+ Y bi(B(zi) — Blzi-1))
=2

Da die B(z1), B(z2) — B(21), ..., B(zr) — B(zk—1) unabhéngig und jeweils normalverteilt sind, ist Zle a; B(z;)
ebenfalls normalverteilt. Da die a;, i = 1,...,k, beliebig gewiihlt waren, besitzt der Vektor (B(z1),. .., B(zk))
eine k-dimensionale Normalverteilung. Somit ergibt sich, da auch k und die z; beliebig sind, dass B ein Gauf}-
Prozess ist.
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Abbildung 8.25: Die empirische ACF des Prozesses aus Abb. 3.22
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Abbildung 3.26: Die empirische partielle ACF des Prozesses aus Abb. 3.22

Nach Definition der normalen Brown’schen Bewegung ist
0 =E(B(z) — B(0)) = E(B(2)) — E(B(0)) = E(B(2)), z € [0,1],

also (B(2)).¢[0,1] ist ein zentrierter GauB-Prozess. Weiter gilt (ohne Einschrénkung sei z; < z2)

Cov(B(z1), B(22)) = E[B(21)B(22)]
= E[(B(22) — B(21))B(z1)] + E[B(21)?]
= Var(B(z1)) = z1 = min{zy, 22 }. (3.49)

Aus Lemma 3.5.9 ergibt sich insbesondere
E(B(z)) =0 und Var(B(z)) = z fiir alle z € [0,1].

3.5.10 Bemerkung: Betrachtet man den Pfad der Brown’schen Bewegung aus Abbildung 3.27, so liele sich
- wire die Verteilung nicht bekannt - ein Trend in den Beobachtungen vermuten. Tatséichlich aber besitzt
die Brown’sche Bewegung eine konstante Erwartungswertfunktion E(B(z)) = 0, z € [0, 1]. Das trendéhnliche
Verhalten wird also durch Korrelationen erzeugt. Dieses Beispiel macht klar, dass bei unbekannter Verteilung
eines stochastischen Prozesses der Einfluss von Korrelationen nicht von einem echten Trend zu unterscheiden
ist.
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Abbildung 3.27: Ein Pfad einer reellen Brown’schen Bewegung

Um sich die Bedeutung der Brown’schen Bewegung im R' zu veranschaulichen, betrachte man den folgenden
Random Walk:

Ein Teilchen mache zu jedem Zeitpunkt %, 1=1,...,n, einen Schritt auf der reellen Zahlengerade. Die Schritt-
weite werde durch eine Zufallsvariable %& bestimmt, wobei die Zufallsvariablen &, ..., &, unabhingig und

identisch N(0, 1)-verteilt sind. Bezeichnet [z] die grofite ganze Zahl kleiner oder gleich z € R, so beschreibt die
Zufallsvariable

Xo(2) = % > & (3.50)
i=1

den Zustand des Teilchens zur Zeit z € [0, 1]. Ein Pfad des Prozesses (X,(2)).¢[0,1] ist keine stetige Funktion.
Dennoch kann man sich fiir sehr groBe n (X,,(2)).¢0,1] als Nédherung fiir die reelle, normale Brown’sche Bewegung
vorstellen.

Préziser und allgemeiner wird dies im folgenden Satz formuliert. Dazu wird (X, (z)) zunéichst leicht modifiziert,
so dass die Pfade stetig werden.

3.5.11 Satz: (Satz von Donsker) Die Zufallsvariablen &;, i € N, seien unabhéngig und identisch verteilt mit
Erwartungswert 0 und Varianz o > 0. Weiter sei [z] das grofite Ganze von z, d.h. [z] = max{k €Z:k <z}

Dann gilt fiir den stochastischen Prozess (X, (z)) mit X, (z) := a\/— Z[m] + (nz — [nz])a\/—S [n2]

(X, (2)) = B in C[0,1]. (3.51)

Dabei ist B die reelle, normale Brown’sche Bewegung.

Die Konvergenz in (3.51) bezieht sich auf die Konvergenz im Raum C0, 1] aller auf dem Intervall [0, 1] stetigen
Funktionen (beziiglich der Maximumsnorm (A.2), siche Anhang A.1).

3.5.12 Bemerkung: Der Prozess (X,,(z)) aus Satz 3.5.11 stimmt in den Punkten [iz], ¢ = 1,...,n, mit
dem Prozess (3.50) iiberein. Die zweite additive Komponente von X,,(z) aus Satz 3.5.11 verbindet die Punkte

Xn([iz]), i =1,...n, linear. Damit ist (X,,(z)) stetig.

Man kann auf die in Bemerkung 3.5.12 hingewiesene, den Prozess (X, (z)) stetig machende Komponente ver-
zichten, wenn man sich eines geeigneten Funktionenraumes bedient, der auch nichtstetige Funktionen enthélt:

3.5.13 Definition: Es bezeichnet D[0, 1] den Raum aller Funktionen ¢ : [0,1] — R mit

(1) limg)s @(s) = p(t), t €[0,1), d.h. ¢ ist rechtsseitig stetig,
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(17) limgpe p(s) existiert fiir alle ¢ € (0, 1].

Der Raum DJ0, 1] wird mit der Skorohod Topologie (s. BILLINGSLEY (1968)) versehen. Damit konvergiert eine
Funktionenfolge (¢,) € D[0,1] genau dann gegen ein ¢ € D[0, 1], wenn eine Funktionenfolge (A,,) aus

A = {A\:]0,1] —[0,1] : X ist streng monoton wachsend, stetig und bijektiv}
(N.B.: Es gilt A\(0) =0 sowie A(1) = 1)

existiert mit

Sup;co1) [on(An(t)) — ()] =0
und SUP;e(0,1] [An(t) — ¢t 0.

Wir kénnen jetzt den Satz von Donsker in einer einfacheren Form formulieren, so dass er direkt auf den stocha-
stischen Prozess (X, (z)) mit X, (z) wie in (3.50) angewendet werden kann:

3.5.14 Satz: (Satz von Donsker) Die Zufallsvariablen &;, i € N, seien unabhéngig und identisch verteilt

mit Erwartungswert 0 und Varianz o? > 0. Dann gilt fiir den stochastischen Prozess (X,(z)) mit X, (z) =
1 [nz] ]
o\/n i=1 5°

(X,(2)) = B in D0, 1].

Dabei ist B die reelle, normale Brown’sche Bewegung.

Beweis: BILLINGSLEY (1968).

3.5.15 Bemerkung: Der in Definition 3.5.8 definierte Prozess ist nicht eindeutig bestimmt. Ist z.B. (B;) eine
Brown’sche Bewegung und (X;) ein stochastischer Prozess mit

P(X; = B;) =1 fiir alle t € [0, 1], (3.52)

so ist (X:) ebenfalls eine Brown’sche Bewegung, deren Pfade jedoch u.U. andere Eigenschaften besitzen. Man
spricht daher in Bezug auf (3.52) von verschiedenen Versionen der Brown’schen Bewegung.

3.5.16 Bemerkung: a) Es existiert eine Version der Brown’schen Bewegung, deren Pfade P-fast sicher
stetig sind.

b) Die Pfade einer Brown’schen Bewegung sind P-fast sicher in keinem Punkt des Intervalles [0, 1] differen-
zierbar.

c¢) Die Pfade einer Brown’schen Bewegung sind P-fast sicher von unbeschrénkter Variation auf jedem end-
lichen Intervall [a,b] C [0,1].

d) Eine Brown’sche Bewegung ist ein selbstihnlicher Prozess (Definition s. unten).

Die Bemerkungen 3.5.16 a) bis ¢) werden z. B. in ASH / GARDNER (1994) bewiesen. Zu d) siche BERAN (1994).

3.5.17 Definition: Ein stochastischer Prozess (X¢)c(o,1) heifit selbstdhnlich mit Selbstihnlichkeitsparameter
H | falls fiir alle ¢ > 0 gilt

L X(et)~ x(0), teo, ). (3.53)

cH c

Fiir H = 1 bedeuted dies, dass die VergroSerung eines (beliebig kleinen) Ausschnittes dieselbe Verteilung besitzt,
wie der Prozess iiber den gesamten Zeitbereich.

3.5.18 Definition: Ist (B,) eine reelle, normale Brown’sche Bewegung auf [0, 1], so heifit der Prozess (By(z))
mit

By(z) := B(z) — 2B(1)

eine Brown’sche Briicke.
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Fiir eine Brown’sche Briicke gilt stets By(1) = 0 P-f.s. Man kann eine Brown’sche Briicke daher als eine im
Punkt z = 1 an der Zeitachse "festgebundene” Brown’sche Bewegung betrachten. Abbildung 3.28 zeigt die
Brown’sche Bewegung aus Abbildung 3.27 als Brown’sche Briicke. Man beachte die unterschiedliche Skalierung.
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0.29

i
V

Abbildung 3.28: Ein Pfad einer Brown’schen Briicke

3.5.19 Lemma: FEine Brown’sche Briicke auf [0, 1] ist ein zentrierter Gauf-Prozess mit Kovarianzfunktion

g(z1, 22) := Cov(By(z1), Bo(22)) = min{z1, 22} — 21 29.

Die Behauptung ergibt sich sofort aus Lemma 3.5.9.

3.6 Filter

3.6.1 Lineare Filter

3.6.1 Definition: Man sagt, der Prozess (X;) sei der Output eines linearen Filters, angewandt auf einen
stochastischen Prozess (Uy), falls eine Funktion k auf R? existiert, so dass

Xy :/ k(t, u)Uydu . (3.54)

Ublicherweise stellt man einen Filter als ”Blackbox” dar, die ein eingehendes Signal, z.B. einen stochastischen
Prozess (U;) (Input), in ein anderes Signal (X;) (Output) umwandelt (s. Abbildung 3.29).

Uy Filter X,

Abbildung 3.29: Linearer Filter
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Der Filter heifit zeitinvariant, falls die Funktion (¢, ¢ — w) konstant in ¢ ist. In diesem Falle setzt man k(u) :=
k(t,t —u), und (3.54) nimmt die Form

= (k*xU)(®) (3.56)

an. Dabei bezeichnet k x U die Faltung von k und U (vgl. Anhang A.2).

Man nennt die Funktion & Impulse Response Funktion. Sie beschreibt den Output, falls das Eingangssignal der
Dirac-Impuls ist (s. Anhang A.2). Im zeitinvarianten Fall ergibt sich also

X = /OO kE(u)d(t — u)du = k(t).

Die Fourier-Transformierte von k

INw) = /OO E(u)e”““du

— 00

heif3t Transfer-Funktion des Filters. Sie existiert, falls & stetig und von beschrénkter Variation ist. Ein Filter ist
sowohl durch seine Impulse Response Funktion als auch durch seine Transfer-Funktion eindeutig spezifiziert.

3.6.2 Beispiel: Besitzt das in den Filter eingehende Signal die Form
Ug=A-e“" = A (cos(wt) + isin(wt)),

so erhélt man bei einem zeitinvarianten Filter das ausgehende Signal
X: = / E(u)-A-e®tWdy = A-D(w) - e,

Die Transfer-Funktion beschreibt also die Art und Weise, wie der Filter auf das eingehende Signal einwirkt.
Der Filter verstéirkt Signale aus einem Frequenzbereich, auf dem I' betragsméfig grof} ist und dampft jene, auf
denen |T'| kleine Werte annimmt.

3.6.3 Bemerkung: Die Spektraldichte fx(w) des gefilterten Prozesses (X;) ist gegeben durch (vgl. Priestley
(19811))

fx(w) = fu(w) - D),
wobei fy die Spektraldichte des Eingangssignals (U;) bezeichnet.

3.6.4 Definition: Im Falle 7' = Z nennt man X, den Output eines linearen Filters, falls Konstanten ¢, ; (t,j €
7) existieren mit

Xe= Y tu;U; (t€D). (3.57)
Jj=—00

Der Filter heifit zeitinvariant, falls die Gewichte 1), ;—; unabhéngig vom Zeitpunkt ¢ sind. in diesem Falle besitzt
(3.57) mit v; := 1 —; die Form

Xe= Y Ui (3.58)
j=—o00
3.6.5 Beispiel: Der allgemeine lineare Prozess
X = Z VjZe—;
j=—00

ist ein gefilterter White Noise Prozess.
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Im zeitinvarianten Fall mit T = Z ist die Impulse Response Funktion gegeben durch die Folge (¢;) und die
Transfer-Funktion durch

Nw) = Z e I,

j=—o00

3.6.6 Satz: Ist der Prozess (U;) stationér und gilt Z;’;_OO || < oo, so ist der Output (X;) des linearen
Filters X; = Z;ifoo 1;Us—; ebenfalls stationdr mit
E(X) = | > o | E(Uy)
Jj=—00
und
X (h’) = COV(Xt; thh) = Z Z 1/)11/)J COV(Utf»L', Utfjfh)
1=—00 J=—00
= > Y w45 —i).
1=—00 j=—00

Beweis: BROCKWELL / Davis (1991).

3.6.2 Kalman-Filter

Da die GPS-Auswertesoftware GIPSY/OASIS zur Auswertung der Daten einen Kalman-Filter verwendet, soll
hier das Prinzip des Kalman-Filters mit diskretem Zeitparameter erlautert werden. Fiir weiterfithrende Infor-
mationen wird auf KALMAN (1960), PRIESTLEY (19812) oder BROCKWELL / DAVIS (1991) verwiesen.

Die Anwendung eines Kalman-Filters erfordert eine bestimmete Darstellung, die State Space Darstellung der
Zeitreihe. Zur Einfiihrung soll ein autoregressiver Prozess auf seine State Space Darstellung gebracht werden.

3.6.7 Beispiel: Es sei (X;) der AR(2)-Prozess

X — 01 Xe1 — ¢aXi o0 = Zt, Zi ~ WN(0,0°). (3.59)
Setze nun
O ax 3.60
¢ = X, (3.60)
x® = Xx,.

Damit ist (3.59) in Verbindung mit (3.60) #quivalent zu

XY 0 ¢ xM 0
< X(Q) = 1 6 Xt(2) + 1 Zy . (3.61)
— s T ——

=:X¢ = =Xi-1 =4

Der Vektor X; heifit Zustandsvektor (State Vector), die Darstellung (3.61) State Space Darstellung der Zeitreihe
(X:). Die State Space Darstellung einer Zeitreihe besitzt die Eigenschaft, dass jeder Zustand X; des Prozesses
(X;) lediglich vom vorangehenden Zustand X;_; abhéngt, nicht jedoch von der ” Vergangenheit” X;_o, X;_3, ...
Diese Eigenschaft nennt man Markov-Figenschaft, ein entsprechender Prozess heif3t Markov-Prozess. Man
beachte, dass X; aus X; erhalten werden kann durch

(1)
X
X, =(0,1)- < Xi@) ) :
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Entsprechend lisst sich auch ein beliebiger ARMA(p, q)-Prozess
Xe =1 Xoo1— = 0pXep=Ze + 01 Zi—1+ - +0gZi—g, (Zi) ~WN(0,0?),

in der Form eines (hoherdimensionalen) Markov-Prozesses, also in der State Space Form
Xy =AXi 1 +7

mit geeigneten Zufallsvektoren X; und Z, sowie einer Matrix A; schreiben. N#heres hierzu s. BROCKWELL /
Davis (1991).

3.6.8 Definition: Ein n-dimensionales lineares dynamisches Modell einer Zeitreihe (X;) besteht aus

(1) einer Differenzengleichung (Systemgleichung) in State Space Form
Xy =A4X1+7Zy, te€Z, (3.62)

wobei Xy, t € Z, ein n-dimensionaler Zufallsvektor und A; eine bekannte n x n-Matrix ist, die vom
Zeitparameter ¢ abhéngen kann. Z, ist ein n-dimensionaler WN(0,Z;) Fehlervektor (¢t € Z), genannt
Prozessrauschen.

(79) einer Messgleichung
Yt = HtXt + €t, te . (363)

Dabei ist Y; ein m-dimensionaler Vektor (m < n), der Messungen des Prozesses (X;) enthélt, H; eine
bekannte m x n-Matrix und e; ein m-dimensionaler WN (0, 3;) Fehlervektor, genannt Messrauschen, der
weder mit (X;) noch mit (Z;) korreliert ist.

Das lineare dynamische Modell beschreibt also eine Situation, in der der Prozess (X;) u.U. nur indirekt beob-
achtet werden kann. Insbesondere unterliegen die Beobachtungen einem Messrauschen, das nicht zum Prozess
gehdrt und weder mit (X;) noch mit (Z;) korreliert ist. Im Folgenden wird die Existenz von E[X;X; '] und
E[Y:Y: | vorausgesetzt.

Die Problemstellung ist nun, aufgrund der Messungen (y:) von (Y:) die Werte (x;) der Zeitreihe (X;) (und damit
(X)) "herauszufiltern” (Filtering Problem). Konkret besteht die Aufgabe darin, aus den Realisierungen y;, t =
to,...,t;, der Zeitreihe (Y;) den Wert x4, 1, (k € NU{0}), zu schitzen. Man beachte, dass die Aufgabenstellung
sowohl fiir & = 0 (Filterungs-Problem), als auch fiir k¥ > 0 (Vorhersage-Problem) Sinn macht. Der Kalman-Filter
ist eine rekursive Methode zur Berechnung des optimalen (optimal i.S.v. Kleinste-Quadrate) linearen Schéitzers
th+k fiir X4, 1%, also jenes linearen Schétzers mit

E(x -X 2): in E(|x=Xy.xl?).
Xt 4+, t+kll xeyI(Itl:T.l..,tl) (||X tl+k||)
Dabei ist
t
V(to, ..., t1) := {Zajyt Doy ERm}.
t=to

Geometrisch betrachtet entspricht der Schitzer thJrk der Orthogonalprojektion von Xy, 11 auf V(to, ..., ).

Im Folgenden bezeichne X(t + k[t) (t > to, k € N U {0}) den optimalen linearen Schitzer fiir X, bei
gegebenen yz,,...,y+—1,y: und entsprechend Y(t+k|t) den optimalen linearen Schitzer fiir Y;4, bei gegebenen
Yios---»Yi—1,¥¢. Bs soll nun der Kalman-Filter fiir k = 0 (gesucht ist X(¢[t), ¢ > to) beschrieben werden. Fiir
den Beweis sowie den Kalman Vorhersage-Algorithmus (gesucht sind YH;C und XH;C fir £ > 0) wird auf

BROCKWELL / DAVIS (1991) verwiesen.

3.6.9 Bemerkung: Der Kalman-Filter benotigt einen initialen Schétzer X(t0|0) fiir X;,. Hierzu sei Yy ein
m- dimensionaler Zufallsvektor mit

E[YO . Zt] = E[YO . 6,5] = 0 fiir alle .
Dann ist X(£0|0) gegeben durch
X(to0) = E[Xy,Yq] {E[YoY( ]} Yo,

wobei A~ eine verallgemeinerte Inverse (s. Def. 5.1.7) der Matrix A bezeichnet. Haufig kann Yy = 1,, =
(1,...,1)" gewiihlt werden (nitheres s. BROCKWELL / Davis (1991)). In diesem Falle ist

X (t0]0) = E(X4,).



70 Kapitel 3. Stochastische Prozesse

Der Kalman-Filter

Fiir ¢ = to sei X (|t — 1) der initiale Schiitzer aus Bemerkung 3.6.9 und Y (¢t — 1) = H, - X(t|t — 1). Fiir t > to
bezeichne X(t — 1|t — 1) den optimalen linearen Schétzer von X;_; aufgrund der Daten yio,...,yt—2,y¢—1-
In diesem Falle sind die optimalen linearen Schétzer von X; und Y, aufgrund der Daten y¢,,...,¥t—2,¥i—1
gegeben durch

X(tt—1) = A -X(@t—1]t—1)
Y (it —1) Hy - X(tlt—1)=H;- Ay - X(t — 1]t — 1)

mit A; und Hy wie in (3.62) bzw. (3.63).

Liegt nun eine weitere Beobachtung y; vor (¢t > ¢g), so wird der Vorhersagefehler
yi = Y(t[t — 1) =y, — HX(t[t — 1)
berechnet und der Schiitzer fiir X; angepasst (”Updating”) geméf3

X(tt) = X(t)t — 1) + K - (yt — H, - X(t]t - 1)), (3.64)

Vorhersagefehler von Y

wobeil die Matrix

K= [ xn ) (xxie ) ]

=:Qy=Cov—Matrix des Vorhersage—Fehlers von X;

H - E{(Yt—Y(ﬂt—l)) (Yt_s?(m_n)T] )

=:Ay=Cov—Matriz des Vorhersage—Fehlers von Y

den Vorhersagefehler gewichtet und Kalman Gain Matriz genannt wird. Dabei bezeichne, wie in Bem 3.6.9, A~
eine verallgemeinerte Inverse der Matrix A. Die Kovarianz-Matrix A; des Vorhersagefehlers fiir Yy ist gegeben
durch

Ay

E [(Yt Yt 1)) (Yt Yt - 1))1

B [{Ht (X = X(tt =) + e} (X=X =) 1] +¢] }]

= HYH + %,

mit X3 = Cov(e;). Die Kovarianzmatrix ; des Vorhersagefehlers fiir Xy erhilt man durch die initialen Bedin-
gungen

I, := B[X¢, Xy, '], Uy = E[X(t0]0)X (£6]0) "], Q¢ := Iy, — Uy,

und die Rekursionen

O = AdLA] + 5, B = Cov(Zy),
U1 = AWA + (AQH)A (AQHT)T,
Qi1 = Ty — ey

Mit (3.64) kann nach Beobachtung von y;y; das Vorgehen wiederholt werden, um den Kleinste-Quadrate-
Schétzer fiir X; 1 zu erhalten ...



3.6.10 Bemerkung: Es sei ((X;), (Y5)) ein lineares dynamisches Modell wie in Definition 3.6.8 beschrieben,
s < sg. Weiter bezeichne

Y(s|s —1) = HX(s|s — 1) = H,AX(s — 1]s — 1)

den linearen Schétzer von Y, aufgrund der Daten ..., ys 2,ys—1 und
U, =y, — Y(s|s — 1)

den Vorhersagefehler von Y (One-Step Prediction Error). Dann ist

X(s|s) = X(s|s—1)+ KU,
= AX(s—1|s—2)+ AK, U, ; + K, U,

= -+ AA 1K 2Ug o+ A K 1U; 1 + K Us.
Es existieren also Konstanten g, ¥1,1%9,... € R™™™ mit

X(s]s) = 1hoUs + 11 Us 1 + 2Uq o+ ...

Somit ist der Kalman-Filter ein linearer Filter mit dem One-Step Prediction Error als eingehendes Signal.

3.6.11 Bemerkung: Der Kalman-Filter fiir Prozesse mit stetigem Zeit-Parameter ist auf der umfangreichen
Theorie stochastischer Differentialgleichungen aufgebaut. Der interessierte Leser wird hierfiir auf NEUBURGER
(1972) verwiesen.
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Kapitel 4. Fourier-Theorie stationirer Prozesse

4.1 Die Spektraldichte eines stationiren Prozesses

Die Spektralanalyse stellt ein schlagkriftiges Instrument zur Analyse stationédrer Prozesse dar. Sie kann z.B.
bei der Klassifizierung von Zeitreihen behilflich sein oder auch deren zyklische Komponenten ermitteln.

4.1.1 Spektraldichte und Spektral-Verteilungsfunktion

Fiir einen stationdren Prozess (X;):cr mit identisch verschwindender Erwartungswertfunktion p; := E(X;) und
Autokovarianzfunktion ~ mit

| ht <. (@)

— 00

wird die (nicht-normierte) Spektraldichte von (X;) definiert durch

g(w) : ! /00 y(t)e “tdt. (4.2)

:% .

Das bedeutet, die (nicht-normierte) Spektraldichte eines stochastischen Prozesses ist die Fourier-Transformierte
seiner Autokovarianzfunktion.

Umgekehrt kann die Autokovarianzfunktion geméfl (1.17) dargestellt werden durch

~(t) = /OO g(w)e™tdw. (4.3)

— 00

Aus (4.3) ergibt sich sofort fiir die Varianz 0% = Var(Xy):

Ist (4.1) erfiillt und (0) = Var(Xy) # 0, so wird die normierte Spektraldichte von (X;) definiert durch

o= [ = 9 _ )

L. v(0) ~ 0%

Ist (X;) ein reellwertiger, stationérer Prozess, so sind Autokovarianzfunktion und Autokorrelationsfunktion
gerade, denn

~v(—=t) = Cov(X_¢, Xo) = Cov(Xo, X)) = y(¢).

Somit ist die Spektraldichte reellwertig (vgl. Bem. 1.2.1) und die normierte Spektraldichte besitzt die folgenden
grundlegenden Eigenschaften:

(i) f ist gerade, d.h. f(—w) = f(w), w € R,
(i) f(w) =0,
(ii1) [7° flw)dw = 1.

Damit ist f eine Lebesgue-Wahrscheinlichkeitsdichte.

Falls (4.1) erfiillt ist und (0) # 0, kann auch die Autokorrelationsfunktion mittels der normierten Spektraldichte
dargestellt werden (Spektraldarstellung der Autokorrelationsfunktion):

o) = [ s)ea

Somit ist p die inverse Fourier-Transformierte von f.
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4.1.1 Definition: Ist (X;) ein reellwertiger stationérer Prozess mit (4.1), so heifit die Funktion
F(w) = / FN)AA, weR,
Spektral- Verteilungsfunktion oder integriertes (normiertes) Spektrum.

Die Spektral-Verteilungsfunktion besitzt die Eigenschaften

(i) 0 < F(w) <1 fiir alle w € R,
(11) F(—o00) =0 und F(4o00) =1,

(#4¢) F ist monoton nicht-fallend und stetig.
F ist also eine Wahrscheinlichkeits-Verteilungsfunktion.

4.1.2 Bemerkung: Die Definitionen von Fourier-Transformierte, inverser FT und Spektral-
Verteilungsfunktion machen deutlich, dass die Autokovarianz- bzw. die Autokorrelationsfunktion einerseits
und die Fourier-Transformierte, inverse FT sowie Spektral-Verteilungsfunktion andererseits exakt dieselben
Informationen iiber den Prozess (X;) beinhalten. Genauer gesagt besitzen zwei stationédre Zeitreihen mit
verschwindender Erwartungswertfunktion genau dann dieselbe Fourier-Transformierte, wenn sie dieselbe
Autokovarianzfunktion besitzen (vgl. BROCKWELL / DAvis (1991)).

4.1.3 Bemerkung: Die charakteristische Funktion ¢ einer Zufallsvariablen mit Lebesgue-Dichte f ist laut
Definition

o= [ O; 17 £ ()

die inverse Fourier-Transformierte der Dichte f. Die inverse Fourier-Transformierte der Spektraldichte eines
stochastischen Prozesses ist dessen Autokorrelationsfunktion.

Ebenso, wie in der Klasse der der Wahrscheinlichkeits-Verteilungsfunktionen nicht jede Verteilung eine Dichte
besitzt, gibt es auch stochastische Prozesse, die keine Spektraldichte besitzen. Wie bei diskreten Verteilungen,
die an hochstens abzéhlbar vielen Stellen Masse besitzen, gibt es auch Prozesse, die dem Einfluss hochstens
abziihlbar vieler Frequenzkomponenten ausgesetzt sind (harmonische Prozesse, vgl. Priestley (1981')). Man
spricht dann von einem diskreten Spektrum. Schliefllich gibt es analog zu Verteilungen, die man aus einer
diskreten Verteilung und einer Verteilung mit Dichte zusammensetzen kann, auch hier Prozesse mit gemischtem
Spektrum. Die Definition 4.1.1 muss daher verallgemeinert werden. Wir tun dies indirekt durch das unten
folgende, wichtige Wiener-Khintchine Theorem. Bevor dieser Satz formuliert wird, sollen jedoch die Begriffe
stochastische Stetigkeit und Riemann-Stieltjes-Integral definiert werden:

4.1.4 Definition: Ein stochastischer Prozess (X;) heifit stochastisch stetig (im quadratischen Mittel) an der
Stelle tp, genau wenn

lim E [(X; — X;,)%] =0,

t—>t0

also im Falle
X, = Lim.y_y, X;in L?(P) (vgl. Anhang B).

Ist (X;) stochastisch stetig an jeder Stelle ¢t € T, so sagt man, (X;) sei stochastisch stetig.

4.1.5 Lemma: Ein stationédrer Prozess mit Varianz y(0) ist genau dann stochastisch stetig, wenn seine Auto-
korrelationsfunktion p stetig ist an der Stelle t = 0, d.h. wenn lim;_,o p(t) = 1.

Beweis: Aufgrund der Stationaritéit von (X;) geniigt es, die Behauptung fiir ein ¢y € T’ zu zeigen. Der Prozess
(X¢) sei also stationdr und stochastisch stetig an der Stelle ty. Wegen

E [(X; — X;,)%] = Var(X;) + Var(X,,) — 2Cov(Xs, X4,)
= 27(0) - (1 = p(t — to))

ist (X;) genau dann stochastisch stetig an der Stelle ¢o, wenn lim;_.;, p(t — to) = lims_o p(s) = 1. =
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4.1.6 Definition: Es seien f und g zwei reellwertige Funktionen auf [a,b] und Z,, := {xo,x1,...,2,} eine
Zerlegung von [a, b] mit zugehdrigem Zwischenvektor £ := (¢1,...,&,). Dann heift
S(Zn, €M) Zf = g(xx-1)] (4.4)
k=1

eine Riemann-Stieltjes-Summe fiir f beziiglich g. Ist (Z,,) eine Zerlegungsnullfolge mit max;—1, ., |z;—xi—1| — 0,
so heift (S(Z,,£(™)) eine Riemann-Stieltjes-Folge. Strebt jede Riemann-Stieltjes-Folge (also unabhiingig von
der Zerlegung und dem Zwischenvektor) gegen denselben Grenzwert, so sagt man, f sei auf [a, b] beziiglich g
Riemann-Stieltjes-integrierbar. Den Grenzwert nennt man Riemann-Stieltjes-Integral (RS-Integral) und schreibt

/a " f)dg()

4.1.7 Beispiel: Im Fall g(z) = x Vz ist das Riemann-Stieltjes-Integral identisch mit dem herkémmlichen
Riemann-Integral. Ist ¢ eine Treppenfunktion auf [a,b] mit Spriingen der GroBe gi,...,¢m, an den Stellen

T1,...,Tm, dann ist fiir jede stetige Funktion f das Integral fab f(x)dg(x) = >0, f(xw) - gn
4.1.8 Lemma: FEine hinreichende Bedingung fiir die Existenz des RS-Integrals f; f(z)dg(x) ist
o f ist stetig auf [a,b] und
e g ist von beschrinkter Variation auf [a,b].

Existiert f; f(x)dg(z), so existiert auch f:g(x)df(x) und es ist
b b
[ s@ir@) = 10)9(6) - @@ - [ Fle)dg(o)

Beweis: Heuser (1986').

Fiir Riemann-Stieltjes-Integrale gelten analoge Rechenregeln wie fiir herkommliche Riemann-Integrale, néheres
hierzu s. Heuser (1986'). Insbesondere gilt

4.1.9 Lemma: Ist f auf [a,c] Riemann-Stieltjes-integrierbar beziiglich g, so ist f fiir jeden Punkt b € |[a, c|
RS-integrierbar auf [a,b] und [b, ¢] und es ist

/f \dg (i /f \dg(z /f \dg(z

Beweis: Heuser (19861).
AuBerdem gilt

4.1.10 Lemma: (a) Ist f RS—integrierbar bzg] g1 + go, so ist f RS-integrierbar bzgl. g1 und g und es ist
b
[, f(@)d(g1 + g2)( ff )dg (x +ff )dga ().

(b) Ist g differenzierbar und f - ¢’ Riemann-integrierbar, so gilt f; f(z)dg(x) = f; f(x)g' (z)dx

Teil (a) wird sofort klar bei Betrachtung der Riemann-Stieltjes-Summe (4.4). Den Beweis von (b) findet man
in Heuser (19861).

Nun der bereits angekiindigte Satz.

4.1.11 Satz: (Wiener-Khintchine Theorem) Die Funktion p(t), t € R, ist genau dann die Autokorrelati-
onsfunktion eines stationédren, stochastisch stetigen Prozesses (X), wenn eine rechtsseitig stetige, nicht fallende
Funktion F auf R existiert, so dass

F(—o0) = 0und F(co) =1, sowie
p(t) = / e“tdF (w) fiir alle t € R. (4.5)
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In Verallgemeinerung von Definition 4.1.1 nennt man F' Spektral- Verteilungsfunktion von (X;). Fiir den Beweis
des Satzes wird der Leser auf Priestley (1981') verwiesen.

Bisher wurden ausschliefllich Prozesse mit stetigem Zeitparameter betrachtet. Nun folgen die entsprechenden
Definitionen und Aussagen fiir Zeitreihen mit 7' = Z.

4.1.12 Definition: Gegeben sei eine stationédre Zeitreihe (X;) mit E(X;) =0V ¢t € Z und Kovarianzfunktion
v so, dass gilt

o0

> bl < . (46)

h=—o0

Dann definiert man die nicht-normierte Spektraldichte durch

oo

g@) =g D (e (4.7)
h=—o00

Im Falle (4.6) und v(0) # 0 ist die normierte Spektraldichte einer stationéren Zeitreihe definiert als die Fourier-
Transformierte ihrer Autokorrelationsfunktion p. Somit ist f gegeben durch

F@) =g Y plmett = 2 (4.9

h=—00

Der nun folgende Satz von Wold (Satz von Herglotz) ist ein Analogon fiir Zeitreihen zum Wiener-Khintchine-
Theorem.

4.1.13 Satz: (Wold’s Theorem / Herglotz’s Theorem) Die Folge p(h), h € Z, ist genau dann die Auto-
korrelationsfunktion einer stationéren Zeitreihe (Xt), t € Z, falls eine rechtsseitig stetige, nicht fallende Funktion
F auf R existiert, so dass

=
|

2
I

0 und F(m) =1, sowie

/ e“hdF (w) fiir alle h € Z. (4.9)

—T

=
>

~—
I

Beweis: BROCKWELL / Davis (1991).

4.1.14 Bemerkung: Ist (X;) so beschaffen, dass F iiberall differenzierbar ist, so existiert die normierte Spek-
traldichte f und es gilt

_ dF(w)

fw) ==

sowie

o) = [ f@)ehd.

—T

In diesem Falle ist auch

MORY| " gy,

—T

Samtliche oben genannten Eigenschaften der Spektraldichte eines Prozesses mit stetigem Zeit-Parameter gelten
entsprechend auch fiir die Spektraldichte einer Zeitreihe. Wird iiber den Frequenzbereich integriert, so verlaufen
die Integrationsgrenzen fiir w jedoch von —7 bis 7, bei Integration iiber den Zeitparameter-Bereich ist das
Integral stets durch eine Summe zu ersetzen.
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4.1.2 Der Aliasing-Effekt

Naturgeméf kommen bei Zeitreihen sehr hohe Frequenzen nicht vor. Die Definition der Spektraldichte einer
Zeitreihe ist also fiir Frequenzen auflerhalb eines beschrinkten Intervalles nicht sinnvoll. Wegen

2™ — 7™ — 1 fiir alle h € Z (4.10)

gilt fiir die Spektraldichte g einer Zeitreihe mit 7' = 7Z

glotam) = oo 3 ) (o) = glu),
h=—o00

d.h. g ist 27-periodisch. Eine Zeitreihe mit T' = Z enthélt also sdmtliche spektralen Informationen im Inter-
vall [—m, 7r]. Man definiert daher, ohne Informationsverlust, die Spektraldichte einer solchen Zeitreihe auf dem
Intervall [—m, 7].

Fiir die Spektraldichte eines Prozesses in stetiger Zeit gilt die o.g. Aussage nicht, denn Gleichung (4.10) gilt nur
fiir h € Z. Wie verhilt es sich nun, wenn ein stochastischer Prozess (X¢)ier in stetiger Zeit lediglich an diskreten
Zeitpunkten beobachtet wird? Was geschieht mit den hochfrequenten Anteilen des stochastischen Prozesses,
wenn die Spektraldichte des diskreten Beobachtungsprozesses auflerhalb eines beschriankten Intervalles nicht
definiert ist? Zur Hlustration betrachte man eine hochfrequente Welle, die zu dquidistanten Zeitpunkten ¢g, tg +
A tg 4+ 2A, ... beobachtet wird. Dabei bezeichne A den Abstand der dquidistanten Beobachtungspunkte. In
Abbildung 4.1 ist tp = 0 und A = 7, die hochfrequente Welle ist als durchgezogene Linie eingezeichnet. In diesem
synthetischen Beispiel werden zu den Zeitpunkten 0, 7, 27, ..., 77 die Werte 1,0, —1,0,1,0, —1, 0 beobachtet.

Abbildung 4.1: Der Aliasing-Effekt

Diese beobachteten Werte konnen jedoch auch durch eine niederfrequentere Welle erzeugt werden, die in Ab-
bildung 4.1 gestrichelt eingezeichnet ist. Wird aufgrund der Beobachtungen zu den Zeitpunkten tg, o + A, to +
2A, ... eine Spektralanalyse durchgefiihrt, so wird die niederfrequente, nicht jedoch die tatséchliche Frequenz-
komponente aufgespiirt. Dieser Effekt wird Aliasing-Effekt genannt.

4.1.15 Bemerkung: Ist (X;), t € R, ein stochastischer Prozess mit stetigem Zeitparameter, der zu diskreten
Zeitpunkten k- A, k € Z, A € R, beobachtet wird, so enthilt der diskrete Beobachtungsprozess (Xx.a), k € Z,
siimtliche spektralen Informationen im Intervall [- %, X], s. Priestley (19811).

4.1.16 Bemerkung: Die Bezeichnung ” Aliasing-Effekt” rithrt daher, dass jede Frequenzkomponente w ¢
[—%&, %] bei einer Spektralanalyse als Frequenz in [—Z%, X] interpretiert wird. Sie hat also einen ”Alias” im

Intervall [- %, X

Es sei nun (Y;) der durch Y; := Xy.A , t € Z, definierte diskrete, also der beobachtete Prozess. Wie sieht nun
die Spektraldichte von (Y;) aus? Wie Abbildung 4.2 zeigt, wird die Spektraldichte von (X;) an den Réndern
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Abbildung 4.2: Durch den Aliasing-Effekt wird die Spektraldichte ”gefaltet”

des Intervalles [—%, X "gefaltet”. Dabei iiberlagern sich die auBerhalb gelegenen Frequenzkomponenten mit

jenen des Intervallinneren additiv. Die Spektraldichte des diskreten Prozesses (Y;) ergibt sich, wenn man die
sich {iberlagernden Komponenten addiert und durch den Abstand der Beobachtungs-Zeitpunkte dividiert.

Wegen der Symmetrie (man beachte, dass auch die nicht-normierte Spektraldichte die Eigenschaft (i) der nor-
mierten Spektraldichte besitzt) liegt somit die ganze Information iiber das Spektrum des Prozesses im Intervall
[0, X]. Die Frequenz w = 2% heiflt Faltungs-Frequenz.

Hat man also die Spektraldichte eines in diskreter Zeit beobachteten, stetigen Prozesses geschitzt (vergleiche
Kapitel 4.2) und hat die geschiitzte Spektraldichte einen Peak bei einer Frequenz wy € [0, %], so bedeutet dies,
dass eine oder mehrere der Frequenzen wg 2k %, —wo &2k % (k € Z) zum Spektrum des Prozesses beitragen.
Welche dieser Frequenzen einen Beitrag liefern, ist anhand der Spektraldichte nicht erkennbar. Diese Frage
muss mit anderen stochastischen Methoden gelost werden.

Zur Abschwéchung des Aliasing-Effekts kann der Zeitabstand A moglichst klein gewahlt werden, so dass das

Intervall [— %, %] moglichst grof§ wird.

Génzlich vermeiden kann man diesen Effekt, wenn man die Beobachtungs-Zeitpunkte, falls moglich, zufallig
gemif eines Poisson-Prozesses (N;) wihlt. Salopp gesagt, beschreibt ein Poisson-Prozess (IV;) das wiederholte,
voneinander unabhingige Eintreten eines bestimmten Ereignisses im zeitlichen Verlauf. Zu den Ereignissen,
deren Eintreten durch einen Poisson-Prozess beschrieben werden konnen, gehoren z.B. die (voneinander un-
abhéngige) Ankunft von Fahrzeugen an einer Kreuzung, die (voneinander unabhéngige) Ankunft von Personen
an einem Schalter sowie die Emission von «a-Teilchen von einer radioaktiven Substanz. Dabei ist N; die Anzahl
der Ereignisse im Intervall [0,¢], also bis zur Zeit ¢. Treten im Durchschnitt A Ereignisse im Intervall [0, 1] ein,
so besitzt N fiir festes t eine Poisson-Verteilung mit Parameter At (in Zeichen Po(At)), d.h.

k
P(Nt:k):e*”(/\];) L k=0,1,...

(NVy) heiit dann ein Poisson-Prozess mit Parameter A. Die Umgehung des Aliasing-Effektes durch zufiillige Wahl
der Beobachtungs-Zeitpunkte wird einsichtig, wenn man sich vergegenwiirtigt, dass der Ubergang zu einer dis-
kreten, dquidistanten Zeitparameter-Menge in der Regel einen systematischen Informationsverlust bedeutet.
Waéhlt man die Beobachtungs-Zeitpunkte zufillig, so ist der Informationsverlust unsystematisch. Zum Beispiel
wéahlt der Poisson-Prozess gelegentlich auch nahe beieinander liegende Beobachtungs-Zeitpunkte, wodurch der
Beobachter direkte Informationen iiber hohe Frequenzen erhilt (anstatt der indirekten Aliase).

4.1.3 Spektraldichten spezieller stochastischer Prozesse

Am Ende dieses Abschnitts sollen die Spektraldichten einiger spezieller stochastischer Prozesse beschrieben
werden.
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BN

Abbildung 4.3: Spektraldichte eines diskreten AR(1)-Prozesses (¢p1 = %, o?=1)

4.1.17 Bemerkung: Ein White Noise Prozess (W), t € Z, zeichnet sich gerade durch seine ”absolute Zuféllig-
keit” aus. Er besitzt die Autokorrelationsfunktion

1 ,h=0,
p(h):{ 0 , hez\{o},

und somit eine normierte Spektraldichte, welche auf [—m, 7] konstant den Wert 5~ und sonst 0 annimmt.
Das bedeutet, dass jede Frequenz-Komponente aus [—, 7] gleich viel zu (W;) beitrigt. Dies ist vergleichbar mit
”weiflem” Licht, zu dem jede Farb-Komponente (also Frequenz-Komponente) des sichtbaren Lichtes den gleichen
Anteil beitriigt. Auf der Zeitachse fithrt dies zu einer additiven Uberlagerung von Wellen der unterschiedlichen
Wellenléngen, im Frequenzbereich zu einem konstanten Spektrum. Diese Parallele zwischen Lichtspektrum und
Spektraldichte von Zeitreihen gab dem ”White” Noise Prozess seinen Namen.

0.34

0.2+

0.1

-4 -3 -2 -1 1

BN

Abbildung 4.4: Spektraldichte eines diskreten MA(1)-Prozesses (61 = %, 0° =1)

Uber die Spektraldichte eines ARMA(p, q)-Prozesses gibt der folgende Satz Auskunft:

4.1.18 Satz: FEs sei (X;) ein ARMA(p, q)-Prozess mit

Xe =1 Xeo1— = 0pXep=Zt + 01241+ + 0,Z_q, Zy ~ WN(0,0°).
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Besitzen die Polynome

p(2) = 1=z —-— PpzP
undH(z) = 1+6‘12+...+9qu

keine gemeinsamen Nullstellen und hat ¢(z) keine Nullstellen im Einheitskreis, so besitzt (X;) die Spektraldichte

o2 (0(e—iw)[2
f(w)—%-ﬁ, w € [—m, 7).

Beweis: BROCKWELL / Davis (1991).

Die Abbildungen 4.3 bis 4.5 zeigen die Spektraldichten eines AR(1)- sowie eines MA(1)-Prozesses in diskreter
Zeit beziehungsweise eines AR(2)-Prozesses mit stetigem Zeitparameter.
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Abbildung 4.5: Spektraldichte eines AR(2)-Prozesses

Ist (X;) ein Lomg Memory Prozess, so existiert ein 8 € (0,1) und eine Konstante ¢, > 0, so dass fiir die
nicht-normierte Spektraldichte g des Prozesses gilt

9(w) w20
w|=8 o

d.h., nahe w = 0 verhélt sich die nicht-normierte Spektraldichte &hnlich einer Funktion mit einem Pol der Form

Cg

o

|l

4.2 Schéitzer fiir die nicht-normierte Spektraldichte

4.2.1 Das Periodogramm

Aufgrund der Darstellung (4.7) fiir die nicht-normierte Spektraldichte liegt es nahe, g mit Hilfe der empirischen
Autokovarianzfunktion 4 (vgl. (3.7)) zu schitzen. Man nennt

1 N—-1 )
Iy(w) =5 > Alh)en (4.11)
h=—(N—-1)
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das (modifizierte) Periodogramm. (Als Periodogramm bezeichnet man die Summe in (4.11) ohne den Vorfaktor
=) Wegen e = cos(f) + i sin(6) ist

N-1
1
I (w) = Py A(h) (cos(—wh) + isin(—wh))
Th="v-1)
. 1 Nl
T gZade py. 4(h) cos(wh)
h=—(N—-1)
1 | Nl
= S50+ 1Y 5 costeon)
h=1
Ist (X:) der lineare Prozess
Xo= Y 0;jZij, (Zi) ~ 1ID(0,0%), (4.12)

j=—o0

und ~ die Autokovarianzfunktion von (X3;) mit

o0

> ()] < 0, (4.13)

h=—o00
so ist das Periodogramm (als natiirlicher Schétzer fiir g) asymptotisch erwartungstreu, d.h.

Bl )] 5 o= 3 e = glw),
h=—o00

s. BROCKWELL / Davis (1991). Ein grofier Nachteil des modifizierten Periodogramms ist jedoch, dass die

Korrelation zwischen % (wq) und I} (w2) fiir nahe beieinander gelegene Frequenzen w; und we nachlésst, falls
N erhoht wird:

4.2.1 Satz: Es sei (X;) der lineare Prozess (4.12) mit (4.13).

a) Ist g(w) > 0 fiir alle w € [—m, @] und 0 <w;y <--- <wy <, dann konvergiert der Zufallsvektor
(I (w1), ..., I%(wi)) T nach Verteilung gegen einen Vektor unabhéngiger Zufallsvariablen Y;, i = 1,...  k,
mit E(Y;) = g(w;).

b) Ist 3272 19;]]4]7 < oo sowie E(Z{) < oo, so gilt fiir w; = 2 € (0, 7)

wi) + O(—k), wi=uwj,
Conlri(en). Tutey) = { 65 7O 22
Die Schreibweise a,, = O(1) bedeutet, anschaulich gesprochen, dass das Wachstumsverhalten der Folge (an)nen
asymptotisch mit jenem der Folge (%)nEN vergleichbar ist. Formal
an, =O0(%) (n — o0) <= Es existiert eine Konstante ¢ mit a,, - n — ¢ (n — 0).
Ist ¢ = 0, so schreibt man a,, = o(%).

Beweis Satz 4.2.1: BROCKWELL / Davis (1991).

4.2.2 Konsistente Schitzer fiir die Spektraldichte

Neben der (zumindest asymptotischen) Erwartungstreue ist die Konsistenz (s. Anhang B.1) eine Minimalanfor-
derung an einen Schéitzer. Wie steht es diesbeziiglich mit dem Periodogramm? Ist das modifizierte Periodogramm
ein konsistenter Schétzer fiir die nicht-normierte Spektraldichte?

Nach Satz 4.2.1 besitzt das Periodogramm die Eigenschaft, dass die Korrelationen zwischen zwei verschiedenen
Frequenzkomponenten gegen null gehen (N — oo), withrend die Varianz nicht verschwinden kann. Dies hat zur
Folge, dass das Periodogramm, auch fiir sehr grofle IV, stark um die tatséchlichen Werte von g schwankt, wie
Abbildung 4.6 veranschaulicht.
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0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3

Abbildung 4.6: Das stark schwankende Verhalten des Periodogramms

Damit kann man mit Sicherheit ein € > 0 finden, so dass

P(IN(w) —gw)| =€) > 0 (N — o0).

I (w) ist also kein konsistenter Schétzer fiir g(w).

Um einen konsistenten Schétzer zu erhalten ist es daher notwendig, I3 auf eine sinnvolle Weise zu glétten.
Man erreicht dies durch Einfithrung einer Gewichtsfunktion A auf dem Zeitparameter-Bereich (A wird auch
Lag- Window genannt) und setzt

N—-1

Iw)i=5= D> AR

h=—(N-1)

Die gliattende Eigenschaft der Gewichtsfunktion A wird deutlich, wenn man § als gewichtetes Integral iiber Iy,
betrachtet. Hierzu beachte man, dass analog zu (4.3) fiir die empirische Autokovarianzfunktion gilt

4(h) = / ! Iy (0)e"dp.

—T

Damit ist
1 N-1 -
~ _ * i(0—w)h
i) = 3= X Am [ o)
h=—(N-1)
- 1 N-1
_ * il —i(w—0)h
= /_ FIN(Q) o > Mhe de. (4.14)
h=—(N—1)
=:W(w—0)
Man nennt W mit
1 N-1
_ —i6h
W) =5 > Ahe
h=—(N—1)

das zu A\ korrespondierende Frequenz- Window. Das Frequenz-Window entspricht einer Gewichtsfunktion auf
dem Frequenzbereich. In Gleichung (4.14) werden die Werte des Periodogramms entsprechend dieser Gewichts-
funktion gemittelt, d.h. g ist ein (gemif dieser Gewichtsfunktion) geglittetes Periodogramm. Die Abbildungen
4.7 bis 4.9 zeigen einige Lag-Windows (links) mit den dazugehorigen Frequenz-Windows (rechts).
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Das einfachste Lag-Window, das truncated Periodogramm (A1) verkiirzt lediglich den relevanten Zeitparame-
terbereich auf ein Intervall [—M, M], ohne eine weitere Gewichtung durchzufithren. Dabei ist M € N geeignet
zu withlen (man vergleiche hierzu die Ausfithrungen in PRIESTLEY (1981)). Das zum truncated Periodogramm
korrespondierende Frequenz-Window (W1) wird Dirichlet-Kern genannt.

1.20T7 Truncated Periodogramm Dirichlet-Kern

100
.80T
60T
40T
20T

—4. 2. 9 2. 4. -3/ 2\ -1 i 2. 8.

-.20T -.20

-.40T -.40

1.20 Bartlett Window Fejer Kern

Abbildung 4.7: Truncated Periodogramm und Bartlett Window

Das Truncated Periodogramm bzw. der Dirichlet-Kern sind gegeben durch

_ 1, |p[ <M,
M) = { 0, |h| > M,
;M _ ;M ;M
wi(0) = o Z e~ i0m — Py Z (cos(m@) + isin(mb)) = o Z cos(md).
m=—M m=—M m=—M

Das Bartlett Window (\2) gewichtet die zum Time Lag h niher gelegenen Zeitpunkte des Intervalls [—M, M|
stirker als die weiter entfernt gelegenen in einer linearen Weise. Das entsprechende Frequenz-Window (W2)
heifit Fejer Kern. Es ist

— W h <M

Aao(h) = A

A { 0, |h| > M,
wae) — = 5 (1= o Z LS (121 gy
2 2w iy M 27 iy M ’

Weitere wichtige Lag-Fenster sind das Tukey-Hanning- Window (\3)

3 (1 +cos(4%)), |n| <M,
Malh) = {o, k] > M,
1 1 1
Wa0) = Wa(0— ) +3Wa(0)+ W2 (0+12).
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Tukey-Hanning

—4.

Parzen Window

—4.

Abbildung 4.8: Tukey-Hanning und Parzen- Window

und das Parzen Window (A\4)

1.20T7

1.20TPaniell Frequenz Window
1.00T
.807

60T

.aoT
h

20T

-.20T

-.a0T

Von den

Abbildung 4.9: Daniell Frequenz Window

oben aufgefithrten Windows unterscheidet sich das Daniell Frequenz Window (W5, vgl. Abb. 4.9)
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dahingehend, dass es direkt den Frequenz-Bereich einschriankt. Es ist

M |9|<L
_ s S
ws(0) = {0, 0] > %,
Slnﬂ
As(h) = ,(r;f\/[)
M

In den Abbildungen 4.7 bis 4.9 ist durchgehend M = 3. Man beachte, dass Abbildung 4.9 einen gréfleren
Zeitparameter-Bereich zeigt, als die Abbildungen 4.7 und 4.8.

Problematisch bei der Glattung des Periodogramms mittels Fenstern ist, dass der so erhaltene Schétzer fiir g
stark von der Wahl des Windows und von M abhiéngt. Jeder dieser Schiitzer ist jedoch konsistent (s. Priestley
(19811)).

4.2.3 Die finite Fourier-Transformierte

Eine Berechnung des Periodogramms mittels der empirischen Autokorrelationsfunktion nach (4.11) ist rechen-
technisch sehr aufwéindig. Die meisten Software-Programme verwenden daher die finite Fourier-Transformierte

\/ 27N

die eine direkte Berechnung des Periodogramms erlaubt und eine zuvorige Berechnung der Autokovarianzfunk-
tion unndotig macht.

1 N
C Z Xt _lwtu S [_7-‘—777-]7
t=1

4.2.2 Lemma: Es bezeichne ((w) die zu ((w) konjugiert komplexe Zahl und X das arithmetische Mittel von
(X)N_,. Mit diesen Bezeichnungen gilt fiir die reellwertige Zeitreihe (X;)

N
E 71wt

2

, we -7, 7.

I (@) = C)) = 5o

Beweis:

t=1 t=1
LN
- —iw(t—s)
~ 9xN Z Z )(Xs X)
t=1 s=1
;N N
= W Z Xt+h — X)e_“"h.
=1 hff(tfl
Eine Anderung der Summationsreihenfolge (das Gitter {(t,s) : t,s = 1,..., N} wird nicht mehr zeilenweise,

sondern in diagonaler Richtung aufaddiert) ergibt

2 (S ) ()

t= t=1
1 N—-1  N—|h|
= % (Xepin — X)(Xy — X)e h
h=—(N—1) t=1
-1
1
= o A(h)e=™"
2
h=—(N-1)
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4.2.4 Ein Schitzer fiir das integrierte Spektrum

So wie bei Wahrscheinlichkeitsverteilungen die Schitzung der Verteilungsfunktion sehr viel weniger Schwierig-
keiten bereitet als die Schéitzung der Verteilungsdichte, so ist auch die Schitzung des integrierten Spektrums
G(w) = [¥_g(6)df, w € [—m, 7], sehr viel weniger problematisch als die Schétzung der Spektraldichte. Ist (X;)
ein allgemeiner linearer Prozess der Form (3.10) mit

(i) E(Z{) < oo,

(17) es existiert ein k > 2 so, dass ¢; = O(#) (j — o0),

So ist

Glw) = /w 13(0)d0

—T

ein konsistenter Schétzer fiir G(w) (vgl. Priestley (19811)).
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Kapitel 5. Lineare Modelle

5.1 Lineare Modelle

5.1.1 Lineare Modelle mit Kovarianzmatrix 021,

Es sei (Y;)ier ein stochastischer Prozess, der zu verschiedenen Zeitpunkten ¢,,1, . . ., tnn, n € N, beobachtet wird.
Diese Zeitpunkte sollen in einem Intervall [a, b], genannt Versuchsbereich, liegen. Ein Tupel (t,1, .. ., tan) € [a,b]”
heift Design fiir n Versuche. Aufgrund der Beobachtungen Y, ,,...,Y%,, soll nun ein den Daten zugrundelie-
gender funktionaler Zusammenhang gefunden werden. Gesucht ist also eine Aussage der Form

Yni = thm = ﬁlfl(tni) +F Bmfm(tnz) + E(tni)a 1= 17 A NS Nu (51)

fiir geeignet gewiihlte Funktionen f1,..., fn, (m < n) und zufiillige Fehler €(t,;) =: €,;. Fiir den Fehlervektor
€n = (€n1s-- - €nn) | gelte E(e,) =0 und

Cov(e,) = °1,. (5.2)
Die Funktionen f1,... f,, heien Regressionsfunktionen, die n x m-Matrix X,, mit

filtnr) oo fin(tn)
X, = : :

wird Designmatriz genannt.

Mit 3 := (B1,...,Bm)" und Y, := (Yp1,...,Y,,) " lisst sich (5.1) schreiben in der Form
Y, =X.0+¢n, E(,) =0, neN. (5.3)

Man nennt (5.3) ein lineares (Regressions-) Modell. Wohlgemerkt, (5.3) ist linear in dem unbekannten Parame-
tervektor 3, der ja gerade von Interesse ist. Es gilt E(Y;,) = X,,0.

5.1.1 Beispiel: (Geraden-Regression) Gegeben seien die Regressionsfunktionen f; =1, fo(t) = ¢, t € R, und
essei Y = (Yo, o, Yon) ', €0 = (€n1,-- - €nn) | mit E(e,) = 0 sowie Cov(e,) = 0%I,. Das lineare Modell der
Form

Yni :ﬁl +62tni+€ni7 1= 17"'7”7
heifit Geraden-Regression, wobei 3 gegeben ist durch g = (/1 ﬁg)T € R2.

5.1.2 Beispiel: Es seien Y;,1,...,Y},, unabhingige Zufallsvariablen mit gleicher Varianz Var(Y,;) = 2. Soll
an Yp1,..., Y, ein Polynom zweiten Grades angepasst werden, so wihlt man f1 = 1, fo(t) = ¢, t € R, und
f3(t) = t?, t € R. Das lineare Modell besitzt dann die Form

Yoi = B+ Batni + Batng + €niy i =1,...,m,

mit E(e,) = 0, Cov(e,) = 021, und B = (B, B2, 83) T € R3.

Ublicherweise schiitzt man den Erwartungswert E(Y,) = X,,3 durch den Kleinste-Quadrate-Schitzer (Least
Squares Estimator) X, [ :

5.1.3 Definition und Bemerkung: Der Schétzer XnﬂA fir X,,0, der die Bedingung
(Yo — XoB) T (Yo — X,53) = min(Y, - X,8)" (Y — X ) (5.4)
erfiillt, heit Kleinste-Quadrate-Schitzer (Least Squares Estimator) fir X,,/3.

Nach dem Projektionssatz (s. Anhang B.3) wird (5.4) minimiert durch die Orthogonalprojektion von Y, auf
den Bildraum C(X,,) von X,.
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5.1.4 Satz: Besitzt die Matrix X,, € R"*™ m < n, den Rang Rg(X,,) = m, so ist X,| X,, invertierbar und
M, := X,(X,) X,)"' X, ist die Abbildungsmatrix der Orthogonalprojektion von Y;, auf den Bildraum C(X,)
von X,,.

Beweis: Es ist (i) und (ii) aus Definition B.3.7 zu zeigen:

(i) Esseiy € C(X,,), d.h. y = X,y fiir ein § € R™. Dann ist
Myy = Xo(X,) Xn) ' X, X7 = Xo§ = y.
(ii) EsseiylC(X,),d.h. (y, X,,y) = 0 fiir alle gy € R™. Dann ist auch (M, y, X,,3) = (y, M X, 9) = (y, Xp9) =

0 fiir alle § € R", also M,,y LC(X,,). Andererseits ist M,y = X,,(X,] X,,)71 X,y ein Element aus C(X,,)
und somit orthogonal zu sich selbst. Das einzige Element, das diese Eigenschaft besitzt, ist der Nullvektor.

O

5.1.5 Bemerkung: Als Abbildungsmatrix einer Orthogonalprojektion ist M,, symmetrisch und idempotent
(s.Anhang B.3).

5.1.6 Bemerkung: Ist X,| X,, singulir, verwendet man anstelle von (X, X,,)~! eine verallgemeinerte Inverse
(X, X))~ von X,] X,,, z.B. die Pseudoinverse.

5.1.7 Definition: Die Pseudoinverse einer Matrix A ist eine Matrix A~ fiir die gilt

AATA=A

ATAAT = A"

AA” und A™ A sind symmetrisch.
5.1.8 Satz: Fiir jede Matrix A € R™*" existiert eine eindeutig bestimmte Pseudoinverse A~ € R"*"™,
Ist A € R™*™ mit Rg(A) = m, so ist AAT regulir und A~ = AT(AAT)~ 1.

Ist A € R™*"™ mit Rg(A) = n, so ist A" A regulir und A~ = (ATA)71AT.
Ist A € R™ " regulir, so ist A~ = A7L,

Beweis: GRAYBILL (1976).

Die Berechnung der Pseudoinversen ist z.B. in GRAYBILL (1976) ausfiihrlich beschrieben. In Mathematik- oder
Statistik-Softwareprogrammen ist sie in der Regel fertig implementiert.

Im Folgenden bezeichnet A~' die Inverse von A, falls A invertierbar ist und ansonsten die Pseudoinverse. Mit
dieser Bezeichnung ist der Kleinste-Quadrate-Schétzer fiir X, gegeben durch

X, 3=M,Y, = X,(X]X,)"'X,]Y,. (5.5)
5.1.9 Bemerkung: Der Least Squares (LS) Estimator ist erwartungstreu (“unbiased”), d.h.

E(X0f) = E(Xa(X,] Xn) 7' X, (Xaf + €0)) = Xuf5,
und wegen Xnﬁ = M,Y,, linear.

5.1.10 Satz und Definition: Der Least Squares Estimator besitzt in der Klasse der linearen erwartungstreu-
en Schiitzer die kleinste Varianz und ist in diesem Sinne optimal (“best”). Einen solchen Schétzer nennt man
Best Linear Unbiased Estimator (BLUE).

Beweis: CHRISTENSEN (1987).
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5.1.2 Lineare Modelle mit positiv definiter Kovarianzmatrix

5.1.11 Definition und Bemerkung: Fine Matrix A € R™*" heifit nichtnegativ definit, falls A symmetrisch
ist und fiir alle y € R™ mit y # 0 gilt y" Ay > 0. Gilt sogar y" Ay > 0 Yy # 0, so heiBt A positiv definit. Eine
positiv definite Matrix ist invertierbar und ihre Inverse ist ebenfalls positiv definit.

5.1.12 Beispiel: Fiir eine beliebige Matrix M sind M "M und MM T nichtnegativ definit.

5.1.13 Satz und Definition: Ist A positiv definit, so existieren eine positiv definite Matrix B und eine
regulére obere Dreiecksmatrix D mit

A = B2
A = D'D. (5.6)

Man nennt B die Quadratwurzel von A und schreibt B = A'/2. Die Darstellung (5.6) heifit Cholesky-Zerlegung
von A.

Beweis: HORN / JOHNSEN (1988).

In Abschnitt 5.1.1 wurden lineare Modelle mit Fehler-Kovarianzmatrix 21, behandelt. In diesem Abschnitt
soll der Fall einer positiv definiten Fehler-Kovarianzmatrix betrachtet werden. Es sei also

Y, = X3 + €, mit Cov(e,) = 0°%,, %, positiv definit. (5.7)

-1
n o

1
Da ¥, positiv definit ist, existiert sowohl die Inverse X als auch eine symmetrische Matrix ¥, > mit der

Eigenschaft Z;% . Z;% =¥ 1
Bezeichnet nun Y,, = Z;%Yn, X, = E;%Xn und €, = Z;%en, so besitzt das transformierte Modell
Y, = X8+ &, B(&) =0, (5.8)
die Fehler-Kovarianzmatrix 021,,. Mit Abschnitt 5.1.1 erhélt man den Least Squares Schiitzer fiir X,,3
Kol = Ku(XKIX) KT
S0 X (X ToX,) X T R Y. (5.9)

Da der Parametervektor durch die Tansformation des linearen Modells (5.7) in das lineare Modell (5.8) nicht

beeinflusst wird, ist G aus (5.9) BLUE fiir den Parametervektor des Modells (5.7). Man bezeichnet B auch
als verallgemeinerten (generalized) LS-Schiitzer.. Es gilt

Xofe = SE X0 fe = MaY,, mit Me = Xo(XIS20X,) X T8, (5.10)

5.2 Residuen

5.2.1 Least Squares Residuen

5.2.1 Definition und Bemerkung: Es sei 3 der LS-Schiitzer aus (5.5). Dann hei8t der Vektor
o =Yy — Xpf = (I, — M,,)Yy, (5.11)

Least Squares (LS) Residuen-Vektor, seine Komponenten r,;, ¢ = 1,...,n, werden (LS) Residuen genannt.
Unter Vorliegen des Modells (5.3) gilt

E(r,) = (I, — M) (X, 0+ E(en)) = X0 — M, X,,0 = 0,
——
=XnpB
und unter der Annahme (5.2) ist

Cov(ry) = (I, — M,,)Cov(Yy,) (I, — M) " = o*(I,, — M,,). (5.12)
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5.2.2 Bemerkung: Die Matrix M,, := (I, — M,,) ist symmetrisch und idempotent. Sie ist die Abbildungsma-
trix der Orthogonalprojektion auf das orthogonale Komplement (C(X,,))* von C(X,,).

Der LS-Schétzer XnB fir X, 3 ist zwar optimal im Sinne von Satz 5.1.10, besitzt aber den Nachteil, dass die
LS-Residuen korreliert sind und eine schwankende Varianz aufweisen. Dies gilt selbst im Falle unabhéngiger und
identisch verteilter Fehler €,;,7 = 1,...,n, wie man in der Kovarianzmatrix (5.12) des Residuenvektors sehen
kann. Fiir manche Zwecke, z.B. das Testen auf Normalverteilung, wird daher in der Literatur eine Standardisie-
rung der Residuen empfohlen. Dieses Verfahren gewichtet jedes Residuum mit der Inversen seiner geschitzten

Standardabweichung. Nach (5.12) ist der Vektor der standardisierten Residuen 7, = (7n1,...,7nn)  also gege-
ben durch

~ Tni

Tni = —————,

o?(1 — My)

wobei (M;;) das i-te Diagonalelement der Matrix M,, bezeichnet und o2 = —L_ 3" 2, die Fehlervarianz
o2 schiitzt (m ist die Anzahl der geschitzten Parameter Bl, ceey Bm) Die standardisierten Residuen besitzen
somit unter der Annahme (5.2) die konstante Varianz Var(7,;) = 1, ¢ = 1,...,n. Sie sind jedoch, wie die

nicht-standardisierten LS-Residuen, korreliert. Genauer gilt
—M;;

V= M) (1= My;)

Fiir einige Zwecke, z.B. das Testen von Unkorreliertheit, bilden die standardisierten Residuen also keine be-

friedigende Basis. Man hat daher nach Moglichkeiten gesucht, Residuen so zu definieren, dass sie unter der
Modellannahme (5.2) unkorreliert sind.

(i #4)-

COV(&‘, 7:]‘) =

5.2.2 Unkorrelierte Residuen

Gegeben sei das lineare Modell (5.1) mit Fehlerkovarianzmatrix (5.2). Ein linearer, unkorrelierter Residuenvektor
ist ein w € R®"™" mit

w="U,Y,, (5.13)

wobei U, € R("~™)x" 5o beschaffen ist, dass gilt

U, X, = 0, (5.14)
U U = I (5.15)

Nach (5.14) ist w = Uype, und somit E(w) = U,E(e,) = 0. Man bezeichnet daher w als erwartungstreuen
(unbiased) “Schétzer” fiir €,. (Man beachte, dass diese Bezeichnung nicht ganz korrekt ist, da es sich bei €,
nicht um einen zu schitzenden Parameter, sondern um einen Zufallsvektor handelt. Auflerdem besitzen die
Vektoren ¢, und w unterschiedlichen Dimensionen.) Wegen (5.15) gilt Cov(w) = U,Cov(e,)U,] = 021, .
Man sagt in diesem Zusammenhang, w besitze eine “skalare Kovarianzmatrix”. Schliefllich geht w nach (5.13)
mittels einer linearen Abbildung aus Y;, hervor. Unkorrelierte Residuen werden daher auch als LUS- (Linear
Unbiased with Scalar covariance) Residuen bezeichnet.

Ist 7, der LS-Residuenvektor, so gilt wegen (5.14)
Upry = (Up — UnXn(X,) X)) ' X,))Y, = U,Y,, = Upey = w.

Ein unkorrelierter Residuenvektor w kann also aus dem Vektor r, der LS-Residuen berechnet werden. Eine
Matrix U,, kann zum Beispiel wie folgt erhalten werden:

Man unterteilt X, in die ersten m und die letzten n — m Zeilen und definiert X,,, X, und Z so, dass
Xom L,

Xo=| - |=| - | Xm (5.16)
X, z



90 Kapitel 5. Lineare Modelle

Dabei wird Rg(X,,) = m vorausgesetzt, so dass Z = X, X,,,*. (Ist X,, singuléir, so miissen die Beobachtungen Y;
und die Zeilen von X,, so umgeordnet werden, dass die ersten m Zeilen der Designmatrix linear unabhéngig sind,
s. THEIL (1965). Ist X, einmal geeignet gewiihlt, so wird die Unterteilung gemif} (5.16) als fest betrachtet.)

Mit J := (=Z : I,,_p,) € RO gilg

Xm
IJXp=(-Z:Liw)| | =—2X,+X.=0 (5.17)
X,
und somit
vi=Jry=JYy — JXnB=JY, = JXuB+ Jen = Jen. (5.18)

5.2.3 Bemerkung: Die zur Matrix J korrespondierende lineare Abbildung transformiert den n-dimensionalen
Residuenvektor r,, in den (n — m)-dimensionalen Residuenvektor v.

5.2.4 Lemma: Der Vektor v besitzt den Erwartungswertvektor 0 und die regulire Kovarianzmatrix o> J.J .

Beweis: Es gilt Cov(v) = JCov(e)J" = 02JJ" = 0%(I,_m + ZZ"). Die symmetrische Matrix ZZ T ist
nichtnegativ definit, d.h. fiir alle y € R*~™ ist y ' (ZZ ")y > 0. Fiir die ebenfalls symmetrische Matrix J.J T =
I + ZZ7 folgt daher fiir jedes y € R"™™, y # 0,

y ' (JI Ny =y y+y' (ZZ")y > 0.
7
> >0

Also ist JJ T nach Definition positiv definit und somit regulir. 0O

5.2.5 Satz: Fiir M, := (JJ )~ € Rv—m)x(n=m) gijj¢

(i) M, = Inm — X*(XJXn)ilXJa
(i) M,
(iii) M, ist positiv definit, d.h.

M, ist symmetrisch und fiir alle y € R™™™ mit y # 0 ist y ' M,y > 0.

entspricht der rechten unteren Teilmatrix von Mn =1, — M,,

Beweis:
(i) Wegen
Xm
XTXn:<X;; X*T> =X X, + X)X,
X
ist
(In—rm = Xu(X X)X ) I + Xa (X X)X (5.19)

= Ly — X (X)X )X+ XX X)X
X, (xJx)v xJx, (x!x.)7'x]
N——
=XTX,~ X X,
= Iim. (5.20)
Somit gilt (man beachte die Symmetrie in (5.19))

(Inmm = Xu(Xy X)X )T = L + X (X X)X
= ILnm+22"=JJT.
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(i) Fiir M, = X,,(X,] X,,)"*X,] gilt
X B ,
X, (XX, X, = (XX (X,,Z : X*T)
X
_ ( X (X Xp) 7' X X (X X)) 71X >
— v

XXy Xo) 71X X (X X)X

Somit ergibt sich mit (i) die Behauptung.

(iif) M, ist als Inverse der positiv definiten Matrix JJ | ebenfalls positiv definit.
Nach den Séatzen 5.2.5 und 5.1.13 existiert also eine Quadratwurzel von ]\Zf* Fiir die Matrix U,, := ]\;[*1/2J gilt:

U, X, = MY*JX, =0,
—~—
=0
sowie U, U = NM? gJT MM* =1, ..
~—~

=Mt
Somit ist w = U,,Y,, = U,,r,, ein Vektor unkorrelierter Residuen.

Es stellt sich nun die Frage, ob es noch weitere unkorrelierte Residuenvektoren gibt.
5.2.6 Definition: Eine Matrix P heifit orthogonal, falls PT = P!,

Xm

5.2.7 Satz: Flir eine gegebene Unterteilung X,, = e von X,, ist die Klasse aller U,, € R("_m)xn, die
X,

(5.14) und (5.15) erfiillen, gegeben durch

U, = PMY? J,
——
=:U,

wobei P eine (n —m) x (n —m)-Orthogonalmatrix ist.
Beweis: Wegen JX,, = 0 ist U, X,, = PMY/?JX, =0 fiir alle P. Weiter gilt

ULU) = PP J(PAL )T = P07 AP PT
PP,

Schliefilich ist

pPT = n—m <= P orthogonal.

O

Ein Vektor w € R™™"™ ist also genau dann ein Vektor unkorrelierter Residuen, wenn w = PM ! 2y Y, gilt mit

einer orthogonalen Matrix P.

5.2.8 Bemerkung: Man beachte, dass M, = (JJ)™' = (I,_ + ZZ")~" lediglich von Z € R=™)>™ ays
Gleichung (5.16) abhéingt. THEIL (1965) hebt die Bedeutung der Matrix Z hervor, die besonders fiir m = 1
deutlich wird: In diesem Falle ist X,,, =: ¢ # 0 ein Skalar, X, =: (v1,...,7,_1) ein Vektor. Z = X, X! ist
also der skalierte Vektor (z1/c,...,zn_1/c)", X, die “Skalierungsgrundlage”. Ist z.B. das jihrliche Einkommen
in Euro die einzige erklirende Variable, so wird das erste Jahr als Grundlage der Skalierung verwendet (Jahr 1
= 100%), alle folgenden Jahre werden im Verhéltnis zu diesem Jahr betrachtet. Fiir m > 1 erfolgt die Skalierung
in Bezug auf mehrere erklirende Variablen.

Fiir das Modell (5.2) mit Rg(X,,) = m erhilt man mit Satz 5.2.7 einen (n — m)-dimensionalen Vektor unkorre-
lierter Residuen. Das folgende Lemma sagt, dass es keine hoherdimensionalen Vektoren unkorrelierter Residuen
gibt.



92 Kapitel 5. Lineare Modelle

5.2.9 Lemma: Im linearen Modell (5.1) mit Rg(X,,) = m kann man hochstens n —m unkorrelierte Residuen
erhalten.

Beweis: Es sei

Xm
X,=|( -+ | mitRg(X,)=Rg(Xn)=m.
X

Dann ist jede Zeile aus X, eine Linearkombination von Zeilenvektoren von X,,, d.h. es existiert ein A €
RM=m)xm it X, = AX,.

Weiter sei U,, € RP*™ mit p < n und U, bezeichne die Matrix der ersten m Spalten von U,. Schreibe U,, =

(Up:U,). Mit diesen Bezeichnungen ist nach (5.14)

. Xm
0=U,X,, = (U :U) .
X,
UnXm + U X,
= Up X +UAX,,.
Da X, invertierbar ist, gilt also U,, = —U,A, d.h. die m Spalten von U, sind Linearkombinationen der n —m
Spalten von U,. Mit (5.15) ist somit p = Rg(U,U,] ) = Rg(U,) < n —m. =

5.2.10 Bemerkung: Der Hintergrund von Lemma 5.2.9 ist die Tatsache, dass Bj fiir jedes j = 1,...,m eine

Linearkombination der Beobachtungen Y1, ..., Y}, ist. Auch im Vektor der LS-Residuen r,, =Y,, — XnB sind
also m der n Residuen durch lineare Abhéngigkeiten in Folge der Schitzung des Parametervektors 3 “gebunden”.
Man spricht in diesem Zusammenhang von einem “Verlust von m Freiheitsgraden”.

5.2.11 Bemerkung: Ist der Fehlervektor ¢, normalverteilt, so besitzt auch ein Vektor unkorrelierter Residuen
zum Modell (5.1) (wie auch der LS-Residuenvektor) als lineare Transformation von ¢, eine Normalverteilung.

BLUS-Residuen

In der Klasse aller unkorrelierten Residuen zum linearen Modell (5.1) mit der Designmatrix (5.16) ist
w = Mi/QJen = ]\;[*1/2Jrn

im folgenden Sinne optimal:

w minimiert in der Klasse R der geméifl Satz 5.2.7 gegebenen unkorrelierten Residuen den euklidischen Abstand
zum (n — m)-dimensionalen Residuenvektor v = Jr,, = Je, aus (5.18), d.h.

E[(w—Je) (w—Je,)] = Izlél}zlE [(z— Jen) T (z — Jen)]

(s. GopoLPHIN / DE TuLLIO (1978)). Man nennt w = N2 Jr, daher BLUS-Residuenvektor (Best Linear
Unbiased with Scalar covariance).

Der BLUS-Residuenvektor besitzt jedoch den Nachteil, dass Informationen, die in der Reihenfolge der Residuen
enthalten sind (z.B. iiber Heteroskedastizitét), “verwischt” werden kénnen. Um ein “Verwischen” derartiger
Informationen soweit als moglich zu verhindern, kann man auf einen anderen unkorrelierten Residuenvektor
zuriickgreifen, ndmlich auf den Vektor rekursiver Residuen:

Rekursive Residuen

Im Folgenden bezeichne X;_; die Matrix, die aus den j—1 ersten Zeilen von X, besteht (j > m), sowie Y;_1 den
Vektor der ersten 7 — 1 Komponenten von Y;,. Dann kann fiir j = m+1,...,n der unbekannte Parametervektor
[ geschitzt werden durch

~ —1
Bi—1= (X1 X)) XL,V
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Bezeichnet xJT die j-te Zeile von X, so erhilt man eine “Vorhersage von Y,,;” durch
. T 5
Yo; =z Bj-1.

Man beachte, dass im Falle stochastisch unabhéngiger Fehler €,1, ..., €,, die Vorhersage Ynj stochastisch un-
abhéngig von Y,,; ist. Somit besitzt der “Vorhersagefehler” Y;,; — Ynj die Varianz

Var(Va; = Yug) = Var (Yo, — 2] '

(X1 X50)

T
J Xj—lifjfl)

1 -1 T
= o+ (o] (L X5m0) T X)) (o] (XLaXG0) X)) o

-1
= 0’2 (1 + LL‘I (X;lej_l) LL‘j) . (521)
Man definiert nun den Vektor w rekursiver Residuen durch

" Vo = Yoy
J —1
Vital (X ,%0) ey

,j=m+1,...,n.

Unter der Voraussetzung
E(e,) = 0 und Cov(e,,) = o1, (5.22)

gilt fir j=1,...,n—m

1 —1
\/1 tal (X, X501) 2 E(wy) = E(Yey) -] (X1X-1)  X[E(Yj-1)
—1
= x;rﬁ — LL‘I (X;rlej_l) X;rlej_lﬁ
= 0,
sowie
Var(w;) = o?
AuBlerdem ist
Cov(wi,wj) = E(YyY,)) —E(YaY,)) — B(VuiY,)) + E(Yu:Y,5)
= /BB x; — 2] BB x; + 2] (X Xo) T X E(YY )X (X X)) e

= 00 #7)

Ein Vektor rekursiver Residuen besitzt also unter der Modellannahme (5.22) den Erwartungswert 0 und die
Kovarianzmatrix 02, _,.

5.2.12 Beispiel: Zum Vergleich der vorgestellten Residuen-Definitionen wurden zwei einfache lineare Modelle
simuliert und zwar

(A) Geraden-Regression: Y,; = %t +€nt, t= %, %, ...,1, n =100,
mit Cov(e,) = diag(o7, t =+, 2,...,1), wobei 07 = (35)*-

(B) Polynom 2. Grades: Yy,; = %t + %t2 +€nt, t= %, %, ...,1, n =100,
mit Cov(e,) wie bei Modell (A).

An diese simulierten Daten wurde jeweils ein Regressionsmodell
Ynt = ﬁl + ﬁ2t + €nt, COV(En) = Inu (523)

angepasst. Damit entspricht das Modell (5.23) fiir die nach (A) simulierten Daten einer korrekt spezifizierten
Geraden-Regression, jedoch unter Vorliegen einer nicht modellierten Inhomogenitéit der Varianz (Heteroske-
dastizitédt). Fiir die nach (B) simulierten Daten entspricht (5.23) einem falschspezifizierten Modell mit nicht
modellierter Heteroskedastizitét.
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Zu den nach (A) und (B) simulierten Daten wurden, nach Anpassung des Regressionsmodells (5.23), jeweils
die LS-, BLUS- und rekursiven Residuen berechnet und dahingehend miteinander verglichen, welcher Resi-
duenvektor sich am ehesten zur Schétzung der Varianzfunktion eignet (siche Abschnitt 7.2.1). Dabei wurde
angenommen, dass die funktionale Form (%H)p der Varianzfunktion bekannt und lediglich der Parameter p zu
schitzen sei.

Zur Durchfithrung des Vergleichs wurden die (simulierten) Beobachtungsvektoren Y,, der Modelle (A) und (B)
jeweils 1000-mal realisiert, die verschiedenen Residuenvektoren berechnet und jeweils p geschéatzt. Als Mittelwert
und empirische Varianz von p erhielt man unter Vorliegen von Modell (A) die Werte

e Mean=2.0969 und Var=0.1818 bei Verwendung der LS-Residuen,
e 1.9867 (Mean) bzw. 0.1728 (Varianz) fiir BLUS-Residuen und

e 1.9970 bzw. 0.1692 mit rekursiven Residuen.
Fiir Modell (B) ergaben sich die Werte

o 2.0885 bzw. 0.1805 (LS),
e 1.9771 bzw. 0.1725 (BLUS) und

e 1.9867 bzw. 0.1688 (rekursive).

Somit liegen fiir beide Modelle die mittels rekursiver Residuen erhaltenen Schétzer fiir p am néchsten beim
wahren Wert p = 2. Die mittels LS-Residuen erhaltenen Schiitzer schneiden am schlechtesten ab. Auflerdem
besitzen die durch rekursive Residuen erhaltenen Schiitzer in beiden Féllen die geringste Varianz.

5.2.13 Bemerkung: In BISCHOFF ET AL. (2005) wird die Hypothese einer homogenen Varianz geoditischer
GPS-Messreihen anhand der rekursiven Residuen nach linearer Modellbildung getestet und klar verworfen.
(Tests auf Homogenitidt der Varianz s. Abschnitt 6.4.) In BISCHOFF ET AL. (2006) wird die Varianzfunktion
geodétischer GPS-Messreihen mittels rekursiver Residuen und LS-Residuen geschétzt. Die Ergebnisse werden
miteinander verglichen.

Ein ausfiihrlicher Uberblick {iber verschiedene Residuen-Definitionen befindet sich auch in Cook UND WEIS-
BERG (1982).

5.2.3 Residuen in Modellen mit positiv definiter Kovarianzmatrix

Liegt das lineare Modell (5.7) vor und ist 3¢ der Generalized Least Squares (GLS) Schiitzer aus (5.9), so heiBt
der Vektor

Ty =Y, — XnBG

der verallgemeinerte kleinste Quadrate oder Generalized Least Squares (GLS) Residuenvektor. Auch fiir den GLS
Residuenvektor r,, gilt E(r,,) = 0. Die iibrigen Aussagen aus Abschnitt 5.2.1 gelten fiir den GLS Residuenvektor
in Bezug auf das gewichtete Modell (5.8) mit Mg wie in Gleichnung (5.10).

MCcGILCHRIST UND SANDLAND (1979) haben die Definition rekursiver Residuen auf den Fall abhéngiger Fehler
mit bekannter Kovarianzmatrix erweitert.

5.2.4 Pseudo-Residuen

Zur Bildung der Residuen aus Abschnitt 5.2.1, 5.2.2 oder 5.2.3 muss das lineare Modell (5.1) bzw. (5.7) bekannt
sein. Ist es jedoch unbekannt oder falsch spezifiziert, so kann es notwendig oder gar von Vorteil sein, den
Fehlervektor €, mit nichtparametrischen Methoden zu “schétzen”. Man spricht dann von Pseudo- oder Quasi-
Residuen.
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Differenzenbildung

Das einfachste Beispiel von Pseudo-Residuen ist die Differenzenbildung zweier benachbarter Beobachtungen

Rj=Y;—Y; 1, j=2,...,n. (5.24)

5.2.14 Beispiel: Nach linearer Modellbildung weisen die Residuen einer geoditischen GPS-Messreihe aus
der Region der Antarktischen Halbinsel (vgl. BISCHOFF ET AL. (2006)) ein trendartiges Verhalten auf, wie
Abbildung 5.1 (mit eingezeichneten Satelliten-Elevationskurven) zeigt. Nach Differenzierung geméf (5.24) kann
der Trend als nahezu eliminiert betrachtet werden, s. Abbildung 5.2.
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Abbildung 5.1: LS-Residuen einer GPS-Messreihe mit Satelliten-Elevationskurven
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Abbildung 5.2: Die Zeitreihe aus Abb. 5.1 nach Differenzenbildung

Die Differenzenbildung aus Gleichung (5.24) entspricht der Anwendung des Differenzenoperators V aus Ab-
schnitt 3.1.3 auf die Zeitreihe (Y;)}_;. Verzichtet man bei der Differenzenbildung in (5.24) auf jedes zweite R;,

so erhilt man im Falle unkorrelierter Fehler €,;, i = 1,...,n, eine Folge von Differenzen Rox, k = 1,...,[Z],
mit derselben Eigenschaft. Die Eignung der Differenzen als “Schétzer” fiir die Fehler €9, ..., €,, hingt jedoch

stark von den einzusetzenden statistischen Verfahren ab, was anhand eines einfachen Beispiels veranschaulicht
werden soll:
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5.2.15 Beispiel: Gegeben sei das lineare Modell
Yni :ﬁl +ﬁ2tni+€ni7 1= 17"'7”7 (525)
mit E(e) = 0 und Cov(e) = 0%I,. Dann gilt fiir i = 2,...,n:

E(R) =EYn —Yni-1) = Bo(tni —tni-1)

und
202, i=j,
COV(RZ', RJ) = COV(Eni — Enyifl, Enj — Gnﬁjfl) = —0'27 7 :j — 1, (526)
0, |7’ - j| >1

Im Falle dquidistanter Versuchspunkte, d.h. ¢,,; — ;-1 = % (i=2,...,n), ist der Vektor

1
— T._ T
d.— (dl,,d[%]) — E(RQ,R4,.'.7R2[%])
ein Vektor unkorrelierter Zufallsvariablen mit konstantem Erwartungswert n% und Var(dy) = 0%, k =
1,...,[5]. Wegen
E(d) = P (1,...,1)" #(0,...,0)" =E(e2,€4,...,€902)) "
nv2 2

kann man fiir das Modell (5.25) die Verwendung des Differenzenvektors d als Vektor von Pseudo-Residuen nur
eingeschrinkt empfehlen. Der Differenzenvektor kénnte z.B. zu Testzwecken eingesetzt werden, wenn E(d) bei
der Bildung der Teststatistik nahezu eliminiert wird, wie dies bei der Dette-Munk-Teststatistik aus Abschnitt
6.4.6 der Fall ist.

Allgemeine Definition der Pseudo-Residuen

In der allgemeinen Form werden Pseudo-Residuen als gewichtete Summe von Beobachtungen
kr
Ri:= Y wi;Yiyj, i=1—k....,n—k, (5.27)
j=ki

definiert, wobei fiir die Gewichte w;; gilt

k

ZwiJrj:Oa iZl—kl,...,n—kT.
Jj=ki

5.2.16 Beispiel: Ist (Ra,...,R,)" ein Differenzenvektor, so ist k; = —1, k, = 0, w;_; = —1 sowie w; = 1.

In der Regel besitzen die in der allgemeinen Form (5.27) definierten Quasi-Residuen einen betragsmiifiig kleineren
Erwartungswert als die Differenzen (5.24). Will man jedoch unkorrelierte Pseudo-Residuen, so muss ein erheblich
hoherer Anteil der R; gestrichen werden, als dies bei Differenzenbildung notwendig ist.

5.3 Residuen-Partialsummenprozesse

Betrachten wir wieder das lineare Modell (5.1) und setzen voraus, dass fiir alle n € N die Fehler €,,; := €(tn;), ¢ =
1,...,n, stochastisch unabhéingig und identisch verteilt sind. Weiter sei der Versuchsbereich gegeben durch das
Intervall [0,1] (ggf. nach Transformation von [a,b], a,b € R auf [0, 1]).

Der Einfachheit halber bezeichnet r,, im Folgenden einen Residuenvektor, unabhéngig davon, ob es sich um LS-,
BLUS-, rekursive oder Quasi-Residuen handelt. Die Dimension dieses Residuenvektors wird mit n bezeichnet.
Man beachte, dass mit dieser Vereinbarung im Falle unkorrelierter Residuen n = dim(Y') — Rg(X) gilt.
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5.3.1 Definition und Bemerkung: Der Prozess

[n2]

= o ;Tm' + (nz — [nz])ry [nz) 41 (5.28)

U—\l/ﬁTn(rn)(z) —

1

ot

heiflt Residuen-Partialsummenprozess. Sind t,; = .ytpn = 1 dquidistante Beobachtungszeitpunkte, so

nimmt fiir z = t,5, k€ {1,...,n}, (5.28) die Form

k
1 1

AT = S

an. In (5.28) hingegen verbindet die Komponente (nz — [nz])ry, .41 die Punkte (tk,ﬁTn(rn)(tk)) und
(tht1, U—%Tn(rn)(tkﬂ)), k=1,...,n— 1, durch jeweils eine Gerade.

5.3.2 Bemerkung: Sind die Residuen unabhingig und identisch verteilt, so lidsst sich direkt der Satz von
Donsker auf den Residuenvektor anwenden, und der Prozess (5.28) konvergiert nach Verteilung gegen die reelle,
normale Brown’sche Bewegung, also

1 D
—T,(r,) — B.
=)

Ist die Annahme der Unabhéngigkeit oder der identischen Verteilung jedoch verletzt, so wirkt sich dies auf die
Grenzverteilung des Residuen-Partialsummenprozesses aus. Der Grenzprozess ist dann im Allgemeinen keine
Brown’sche Bewegung. Man vergleiche hierzu BISCHOFF (1998) zum Partialsummenprozess der LS-Residuen.
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Kapitel 6. Testverfahren

6.1 Statistische Tests

Hiufig interessiert uns an beobachteten Daten eine ganz bestimmte Eigenschaft. Wir wollen z.B. wissen, ob zwei
unabhingige Stichproben X1,..., X, #d N(0,0%) und Y3, ..., Y, ud N(0,72) die gleich Varianz aufweisen. Wir
formulieren daher eine entsprechende Hypothese Hy und eine geeignete Alternative Hi. In unserem Beispiel
ist Hy : 02 = 72 und als Alternative konnte H; : 02 # 72 gewihlt werden, oder, falls 02 < 72 ausgeschlossen

werden kann,

2
2 2 g
H :0°>71" (& 9::§>1). (6.1)
Nun sind wir an einem Kriterium interessiert, das uns erlaubt, aufgrund der Beobachtungsvektoren x =
(1,...,2,)" und y = (y1,...,ym)" die Hypothese Hy als plausibel oder als nicht plausibel zu betrachten.
Ein statistischer Test ist ein solches Kriterium. Genauer gesagt, ist er eine Entscheidungsvorschrift ¢, die den
realisierten Zufallsvektoren entweder die Entscheidung

dy : verwirf Hy (die Hypothese ist nicht plausibel)
oder die Entscheidung
dp : verwirf Hp nicht (die Beobachtungen widersprechen Hj nicht)

zuordnet. In der angewandten Statistik ist ein statistischer Test i.d. Regel von der Form

dy, falls T(z,y) > c

§=68(z,y) = { do. falls T(eg) < * CER (6.2)

wobei T' = T'(x,y) eine geeignete Teststatistik ist. In obigem Beispiel konnte die Teststatistik z.B. gegeben sein
durch

S a?
T(l‘, y) = .

D P
Bei der Anwendung eines statistischen Tests sind zwei Arten von Fehlern moglich. Zum Einen kann der Test
die Hypothese verwerfen, obwohl sie vorliegt. Man nennt eine solche Fehlentscheidung einen Fehler erster Art.
Zum Anderen ist es moglich, dass der Test eine vorliegende Alternative nicht erkennt. Man spricht dann von
einem Fehler zweiter Art.

Selbstverstiandlich ist man daran interessiert, dass der gewéhlte Test die richtige Entscheidung trifft. Daher
versucht man, die Wahrscheinlichkeiten fiir die Fehler erster und zweiter Art moglichst gering zu halten. Da
man jedoch nicht beide Fehler gleichzeitig kontrollieren kann, ldsst man zunéchst die Wahrscheinlichkeit fiir den
Fehler erster Art ein gewisses Niveau nicht iiberschreiten.

6.1.1 Definition und Bemerkung: Das Niveau o eines Tests beschreibt die (max.) Wahrscheinlichkeit, mit
der unter Vorliegen der Nullhypothese irrtiimlich die Alternative erkannt, also die Hypothese verworfen, wird.
Das heif3t, « ist die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler erster Art. Das Niveau wird vor der Durchfithrung eines
Tests fest gewihlt. In (6.2) z.B. entspricht die Wahl des Niveaus o« der Wahl eines zu « korrespondierenden
Wertes ¢ = ¢(a). Ublicherweise setzt man c(a) = Qri1—a, wobel Qr.1—q das (1 — a)-Quantil der Hy-Verteilung
von T bezeichnet.

6.1.2 Definition: Ist X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx, so haift
Qxp =inf{z € R: Fx(z) > p}
das p-Quantil von Fx (bzw. von X).
6.1.3 Bemerkung: Statistikpakete geben als Testresultat den sogenannten p- Wert aus. Er gibt das bestmogli-

che Niveau (also das kleinste a) an, zu dem der Test bei einem vorliegenden Datensatz die Hypothese gerade noch
verwirft. Uberschreitet der p-Wert das vorgegebene Niveau «, wird Hy nicht verworfen, ansonsten verworfen.
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Man bestimmt also zunéchst das Niveau « eines Tests und kontrolliert auf diese Weise den Fehler erster Art.
Anschliefend versucht man, unter allen zur Verfiigung stehenden Tests zum Niveau « einen Test mit einer
moglichst geringen Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler zweiter Art zu wihlen. Eine geringe Wahrscheinlichkeit
fiir einen Fehler zweiter Art entspricht einer hohen Giite des Tests.

6.1.4 Definition: Die Wahrscheinlichkeit, mit der unter Vorliegen einer konkreten Alternative § € Hy (wie
z.B. in (6.1)) die richtige Entscheidung getroffen, d.h. die Hypothese verworfen wird, heifit Giite des Tests
unter Vorliegen der Alternative §. Damit ist die Giite eines Tests gegeben durch 1 — (), wobei 3(6) die
Wabhrscheinlichkeit fiir den Fehler zweiter Art bei Vorliegen der Alternative 6 bezeichnet.

Existiert in einer Menge A von Tests fiir Hy gegen H; ein Test dg, dessen Giite fiir alle in Frage kommenden
Werte 6 € H; mindestens so hoch ist wie die Giite aller anderen Tests § € A, so nennt man g gleichmdfig
besten (uniformly most powerful, kurz UMP) Test in A.

Verwirft ein Test § die Hypothese Hy zum Niveau «, so gilt die Alternative H; zum betreffenden Niveau als
statistisch signifikant nachgewiesen. Verwirft der Test die Hypothese nicht, kann keine statistisch relevante
Aussage getroffen werden, denn die Ursache fiir diese Testentscheidung kann darin liegen, dass Hy tatséchlich
vorliegt, oder auch darin, dass der Test eine zu geringe Giite besitzt, um eine vorliegende Alternative nachweisen
zu kénnen. (Z.B. kann der Stichprobenumfang zu gering sein.)

Statistisch signifikante Aussagen kénnen also nur durch ein Verwerfen der Hypothese erhalten werden. Daher
ist es wichtig, dass die statistisch nachzuweisende Eigenschaft (falls méglich) in der Alternative formuliert wird.

6.2 Tests auf IID-Verteilung

Hat man mittels linearer Regression oder durch Anpassung eines ARMA-Prozesses ein Modell an vorliegende
Daten angepasst, so muss man noch testen, ob es geeignet ist, die den Daten zugrunde liegenden Phénomene
zu beschreiben. Man spricht in diesem Zusammenhang von Goodness-of-Fit-Tests oder Anpassungstests. Ist ein
Modell geeignet spezifiziert, so sind die entsprechenden Residuen anndhernd White Noise oder sogar annéhernd
identisch und unabhiingig verteilt. Dies gilt insbesondere fiir unkorrelierte Residuen eines linearen Modells (vgl.
Abschnitt 5.2.2). Ublicherweise testet man daher die Anpassung eines Modells, indem man die entsprechenden
Residuen einem Test auf IID-Verteilung unterzieht.

6.2.1 Bemerkung: Nach Anpassung an ein ARMA-Modell werden Residuen definiert durch
L X, — X(9,0
Rt _ t t(fb; s ) ,
wtfl (¢7 9)
wobei X7 1= 0, und die Vorhersagen Xt, t =2,...,n,sowie die mittleren quadratischen Abweichungen w;_1, t =
1,...,n, mit Hilfe des Innovationsalgorithmus berechnet werden (vgl. (3.26) und (3.27). Hierbei ist zu beachten,
dass die Schétzung der Parameter ¢1,...,¢p,01,...,0, und w;_; den Verlust von p + ¢ + 1 Freiheitsgraden

bedeutet. Man vergleiche auch Bemerkung 5.2.10 zum Verlust von Freiheitsgraden bei Residuenbildung in
linearen Modellen.

6.2.1 Tests auf der Basis der empirischen Autokorrelationsfunktion

Um die Hypothese Hy : (X:) ~ IID gegen korrelierte Alternativen zu verwerfen, geniigt es zu zeigen, dass
p(h) # 0 ist fiir ein (fest gewiihltes) h > 1. In der Regel wihlt man zu diesem Zweck h = 1, da man davon
ausgehen kann, dass benachbarte Beabachtungen am stérksten korreliert sind. In manchen Féllen kann es aber
auch sinnvoll sein, sich fiir ein anderes h € N zu entscheiden, z.B. h = 12, wenn bei monatlichen Daten ein
Jahreszyklus vermutet wird.

Ein Test fiir die Hypothese p(h) =0

Nach Satz 3.2.10 ist unter Hy : (X¢) ~ IID der Schiitzer p(h) fiir h > 1 asymptotisch standard-normalverteilt,
d.h. /np(h) 2N (0,1). Damit erhélt man sofort den Signifikanztest zum Niveau o

Verwirf Hy <= +/n|p(h)| > ®1_o /5 -
Dabei bezeichnet ®,_ /, das (1 — §)-Quantil der Standard-Normalverteilung.
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Von Neumann Ratio

Gegeben seien n Beobachtungen der Zeitreihe (X;). Dann heifit die Grofe

T (X = Xja)?
% Z?:l(Xj - X)Q 7

mit X = 13" | X;, der von Neumann Ratio (VNR) von Xi,..., X,. Wegen

VNR =

X;— X =(X;-X) - (Xju1 - X)

gilt
n_lA(O) VNR = n(X— X)? + ! ni(x- X)?
n 7  on—14 / n—14 /
j=2 j=1
9 n—1
et Z(Xj = X)(Xj41 — X).
j=1
Somit ist

VNR ~ 2—25(1).

Ein White Noise Prozess besitzt also einen von Neumann Ratio mit Erwartungswert 2 (approximativ). Sind
die Beobachtungen stark positiv (negativ) korreliert, gilt genauer p(1) = 1 (bzw. p(1) = —1), so besitzt der
entsprechende von Neumann Ratio den approximativen Erwartungswert 0 (bzw. 4). HART (1942) hat fiir die
Stichprobenumfinge 4, ...,60 und verschiedene Signifikanzniveaus obere bzw. untere Konfidenzschranken fiir
den von Neumann Ratio berechnet. Einige dieser Werte sind in Tabelle 6.1 aufgefiihrt (v = 0.05). Man verwirft
demnach die Hypothese Hj : p(1) = 0 zugunsten der positiv korrelierten Alternative

Hy:p(1)>0

genau dann zum Niveau «, wenn der VNR die untere Konfidenzschranke unterschreitet. Entsprechend verwirft

man die Hypothese zugunsten der negativ korrelierten Alternative

H:p(1) <0

genau dann zum Niveau «, wenn der VNR die obere Konfidenzschranke iiberschreitet.

Tabelle 6.1: Einige Konfidenzschranken fiir den von Neumann Ratio (o = 0.05)

n | untere Schranke | obere Schranke || n | untere Schranke | obere Schranke

5 1.0255 3.9745 35 1.5014 2.6163

10 1.1803 3.2642 40 1.5304 2.5722

15 1.2914 2.9943 45 1.5552 2.5357

20 1.3680 2.8425 50 1.5752 2.5064

25 1.4241 2.7426 55 1.5923 2.4819

30 1.4672 2.6707 60 1.6082 2.4596
Portmanteau-Test von Ljung und Box
Es seien X1,..., Xy Beobachtungen des Prozesses (X;) und p(-) die empirische Autokorrelationsfunktion von

(X¢). Nach Satz 3.2.10 strebt der Vektor
VN - pr = VN - (p(1), ..., p(h)) "
unter den dortigen Voraussetzungen und unter

Hy: (X;) ~ IID(0,0?)
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gegen eine Normalverteilung mit Erwartungswertvektor 0 und Kovarianzmatrix I5,. Nach dem Abbildungssatz
B.4.12 ist somit

h
Q:=N-ppn=N>_ p0)

j=1

unter Hy asymptotisch x3-verteilt. Es ergibt sich unmittelbar der sogenannte Portmanteau-Test von BOX UND
PIERCE (1970)

Verwirf Hy <= @ > X}%;l—a'
Dabei bezeichnet x3., , das (1 — a)—Quantil der x3-Verteilung.

6.2.2 Bemerkung: Bei Anwendungen hat sich gezeigt, dass der Portmanteau-Test bei schlechtem Fit Hy
héufig nicht verwirft (vgl. BROCKWELL / Davis (1991) sowie LJUNG UND Box (1978)). Die Ursache hierfiir
ist, dass Satz 3.2.10 lediglich eine asymptotische Aussage macht. Bei endlichen, insbesondere bei kleineren
Stichprobenumfingen gilt fiir die empirische Autokorrelationsfunktion j(-) eines White Noise Prozesses (vgl.
Box unD PIERCE (1970))

Var(p(h)) = %, h eN.

LJuNG UND BOX ersetzen daher in ihrem Artikel (1978) die Testgrofie @ durch
" N+2
)i=NY ——5°(j).
Q 2N p~(7)

Kritiker merken an, dass die Teststatistik Q eine groflere Varianz als eine X,%-Verteilte Zufallsvariable besitzt.
Dennoch ist sie wegen besserer empirischer Ergebnisse der Testgrofle @ vorzuziehen (s. Liuna / Box (1978)).

6.2.3 Bemerkung: Aufgrund der Korreliertheit der LS-Residuen sollten fiir die Tests in Abschnitt 6.2 unkor-
relierte Residuen eines linearen Modells vorgezogen werden. Wendet man den Portmanteu-Test dennoch auf LS-
Residuen an, sollte man bei der x2-Verteilung der Teststatistik den Verlust von Freiheitsgraden durch Schitzung
der Parameter beriicksichtigen. Entsprechendes gilt fiir die Residuen nach Anpassung eines ARMA(p, ¢)-Modells.
Man vergleiche hierzu die Bemerkungen 5.2.10 und 6.2.1.

6.2.4 Beispiel: Die geodiitische Zeitreihe aus Abbildung 3.13 und deren Residuen nach Anpassung an ein
ARM A(3,3)-Modell (Abb. 3.16) werden dem Portmanteau-Test nach Ljung und Box unterzogen. Man erhélt
dabei einen p-Wert < 0.0001 bzw. 0.9693. Somit wird die Hypothese eines White Noise Prozesses fiir die Zeitreihe
aus Abbildung 3.13 eindeutig verworfen. Der Annahme eines W N-Prozesses fiir die Residuen aus Abbildung 3.16
steht hingegen nichts im Wege. Das in Beispiel 3.4.10 fiir die Daten aus Abbildung 3.13 geschétzte ARM A(3, 3)-
Modell kann somit als geeignet betrachtet werden.

6.2.2 Tests auf der Basis der empirischen Spektraldichte

Nach den Bemerkungen 4.1.17 und 4.1.2 ist die stationére Zeitreihe (X;) genau dann ein White Noise Prozess,
wenn ihre normierte Spektraldichte f konstant gleich % auf dem Intervall [—, ] ist. Zum Testen der Hypothese

Hy: (X;) ~ IID(0,0?)
gegen die Alternative
Hy : (Xy) ist kein IID-Prozess

konnen wir uns also, alternativ zur empirischen Autokorrelationsfunktion, der empirischen Spektraldichte be-
dienen. Zu diesem Zweck definieren wir ein iiber den positiven Frequenzbereich integriertes Spektrum

+W:: ’ w Trl.
FH(w) 2/0 SV, w e [0,7]
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Man beachte, dass unter Hy gilt

W) =2 [ =2, we ol
y=2 [ i =2 e

Ein Schiitzer fiir die normierte Spektraldichte f ist (NB e? = cos(#) + isin(#))

p gerade

Fiw = 2] fvar
0
N-1
63 w 2 ., sin(wh)
= 7T+7Th:1p(h) o w € [0, ). (6.4)

S— w 2 R sin(wh
B = 2423 B 2N
m 7T he1 T
= 2 welo,l,
T
bzw.
E(I/*"E(wz)) =z fiir z € [0, 1].
Definiere nun fiir z € [0, 1]
N
Bn(z) = 4/ 5} ( N(mz) — z)
64) |N < 2 = sm sin(wz - h) )
= z+ — -z
T
h=1
N-1 :
- Va2N. % ﬁ(h)m@r%h). (6.5)
h=1

Nach dem folgenden Satz 6.2.5 strebt der so definierte stochastische Prozess By nach Verteilung gegen eine
Brown’sche Briicke Zur Definition der Verteilungskonvergenz s. Anhang B.4.

6.2.5 Satz: Ist (X;) ~ IID(0,0?) mit E(X) < oo, so gilt

By -2 By in C[0, 1], (6.6)
wobei By die Brown’sche Briicke bezeichnet.
Beweis: Nach Voraussetzung ist (X;) ein linearer Prozess X; = Z;’;im Vi Zi—j, (Zi) ~ 1ID(0,0?) mit

_J 1 5=0
wj—{ 0, jez/{0}.
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Die Voraussetzungen von Satz 3.2.10 sind somit erfiillt und es ergibt sich

VNG, ... (k)T 2 N((0,...,0)T, I, (6.7)
Man schreibe nun By(z) = BX (2) + Rk (2) (k € {1,..., N — 1}) mit

i sm 7wz - h)
= h

m

und

N—-1 .
R (2) = g \/N;s(h)w.

Setzt man in Satz B.4.12 (Abbildungssatz) S = R¥ sowie S’ = C[0, 1] (dabei bezeichntet C[0, 1] den Raum aller
auf dem Intervall [0, 1] stetigen Funktionen), so erhilt man mit (6.7) fiir festes k € N

Bk, 2, BF (N — ) in C[0,1],

wobei
k
k V2 s1n wz - h) iid
= — , Yy, Y~ 0,1). 6.8
. g 1, s Ik N(u ) ( )
Fiir K — oo erhilt man in (6.8)
5 o) . h i
£2Yhmv Y17}/27"' /\sij\/'(oal)v KAS [07 1]7 (69)
T = h

was eine alternative Darstellung fiir die Brown’sche Briicke ist (vgl. TANAKA (1996)).

Fiir R%; gilt unter der Bedingung E(X}) < co (vgl. GRENANDER / ROSENBLATT (1957), S.189)

max |RY (2)] 250, N,k — . (6.10)
z€[0,1]

Aus (6.9) und (6.10) ergibt sich mit Satz B.4.15 (Appendix B, S = C[0, 1))

By -2 By in C[0,1].

Ein Kolmogorov-Smirnov-Test

Unter der Hypothese Hy : (X;) ~ IID(0,0?) ist f konstant auf [—7, 7] und somit F*(7rz) = 2. Damit beschreibt
die Grofle

B 6.11
Zrél[g)g]l N (2)] (6.11)

unter Hy den maximalen Abstand von Fy zu E(F};) = FT, multipliziert mit einem Faktor 1/%. Der Wert

(6.11) sollte also unter Hy "relativ klein” sein und liefert somit einen Anhaltspunkt, ob die Hypothese aufgrund
der beobachteten Daten plausibel ist, oder ob nicht.

Aus Satz 6.2.5 und dem Abbildungssatz folgt unter Hy unmittelbar

\/g (E’E(ﬁz) - z)

Die Verteilung der Zufallsvariablen

L, max |Bo(2)].

max |By(z)| = max
z€[0,1]

z€[0,1] z€[0,1]

By
max |Bo(2)]
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heiit Kolmogorov-Verteilung. Es gilt (vgl. FELLER (1948))

oo

s 1 :242 S 5242
P (zrél[%)i] |Bo(2)] < /\) =1- 22(—1)7 le=2"N = Z (=1)e 272 X > 0.
’ j=1 j=—o0

Einen Signifikanztest zum Niveau a > 0 erhélt man nun durch die Vorschrift

Lehne Hp: (X:) ~ IID(0,0%) ab <= T > K;_, (6.12)

mit 7" = max_¢[o 1 ‘1/% (FJ-\’[_(WZ) — z)‘ und dem (1 — «)-Quantil der Kolmogorov-Verteilung K;_,. Einige
Quantile der Kolmogorov Verteilung sind in Tabelle 6.2 aufgelistet.

Tabelle 6.2: Die wichtigsten (1 — a)-Quantile der Kolmogorov- Verteilung

o 0.05 0.025 0.01 0.005  0.001
K, | 1.3581 1.4802 1.6276 1.7308 1.9495

Anmerkung: Dieser Test ist in Anlehnung an den Kolmogorov-Smirnov-Test fiir Wahrscheinlichkeits-
Verteilungsfunktionen (vgl. Abschnitt 6.3) entstanden. Literatur: BARTLETT (1966), ANDERSON (1993).

Ein Cramér-von Mises-Test

Sind z und y Elemente eines normierten Raumes F, versehen mit einer Norm || - ||, so beschreibt ||z — y|| den
Abstand von x und y in E (vgl. HEUSER (1992)).

Nach der Definition der Maximumsnorm auf C[0, 1] entspricht die Kolmogorov-Smirnov-Teststatistik 7" aus Ab-
schnitt 6.2.2 der Zufallsvariablen Hq/% (FX,' (rz) — z)

misst die Kolmogorov-Smirnov-Teststatistik den Abstand zwischen der Spektral-Verteilungsfunktion F'+ unter

, wobei || - || die Maximumsnorm auf C]0, 1] ist. Somit

Hy und der empirischen Spektral-Verteilungsfunktion F' ;; beziiglich der Maximumsnorm. Als Funktionen, die

auf einem abgeschlossenen Intervall definiert und dort stetig sind, sind F* und F J'\? auch quadratisch inte-
grierbar. Man kann also auch anhand ihres Abstandes in L?(0, 1) entscheiden, ob die Daten der Hypothese Hg
widersprechen, oder ob nicht. Den Abstand in L?(0,1) misst die Cramér-von Mises- Teststatistik

T:= g /01 (E‘E(wz) — z)2 dz. (6.13)

Die Verteilung der Teststatistik (6.13) konvergiert nach dem Abbildungssatz schwach gegen die Verteilung der
Zufallsvariablen

/0 B(2)dz. (6.14)

Einige Quantile der Verteilung (6.14) sind in Tabelle 6.3 aufgelistet. Die Werte in der Tabelle sind ANDERSON
/ DARLING (1952) entnommen.

Tabelle 6.3: Die wichtigsten (1 — «)-Quantile fir den Cramér-von Mises-Test

o 0.1 0.05 0.02 0.01 0.001
Ci—o | 0.34730 0.46136 0.61981 0.74346 1.16786

Ein Test zum Niveau « ist also
Lehne Hy: (X;) ~ IID(0,02) ab <= T > Cy_,.

Anmerkung: Dieser  Test  entspricht dem  Cramér-von Mises-Test fir ~ Wahrscheinlichkeits-
Verteilungsfunktionen (vgl. Abschnitt 6.3).
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Fisher-Test

An dieser Stelle ist noch ein Test von Fisher erwidhnenswert, der bereits 1924 entwickelt wurde. Er testet die
Hypothese

Hy : (Xy) ist ein GauBverteilter White Noise Prozess
gegen die Alternative

Hy : (X;) enthalt eine zyklische Komponente.
Zu N Beobachtungen des Prozesses (X;) liege das Periodogramm {Iy(w;), i = 1,...,n} vor mit n := [X-1].
Dann misst die Testgrofie

max? | In(w;)
%E?:l In(wi)

das Verhiltnis zwischen dem gréfiten Peak und dem durchschnittlichen Wert des Periodogramms. Ist dieses
Verhiltnis ”zu grof”, so muss Hy verworfen werden. Mit der Bezeichnung z := max{z,0}, € R, gilt unter
Hy (vgl. BROCKWELL / DaAvis (1991))

P(Y, <a)= zn:(_l)j G) [(1 ~ %>+

=0

Y, =

n—1

, a>0.

Bezeichnet y,, eine Realisierung der Statistik Y;,, so berechnet man

POz =1- 30 () Kl ) %)]

Jj=0

Ist diese Wahrscheinlichkeit kleiner als «, wird der Fisher-Test zum Niveau « verworfen.

6.2.3 Tests auf der Basis des Residuen-Partialsummenprozesses

Will man anhand des Residuen-Partialsummenprozesses aus Abschnitt 5.3 Riickschliisse auf die Verteilung der
Residuen ziehen, so besteht nach Bemerkung 5.3.2 die Moglichkeit, die Hypothese

Hy : der Residuen — Partialsummenprozess strebt gegen eine Brown'sche Bewegung

gegen die Alternative
H, : Hy gilt nicht
zu testen. Wird Hy dabei verworfen, so kann man auch die Hypothese iid-verteilter Residuen verwerfen.

Zur Berechnung des Residuen-Partialsummenprozesses wird die Bildung unkorrelierter Residuen empfohlen (vgl.
Abschnitt 5.2.2). AuBerdem muss die Standardabweichung o aus (5.28) konsistent geschétzt werden. Sind die
Residuen des Linearen Modells (5.3) iid-verteilt, gilt also Hy, so ldsst sich die Varianz o? des Fehlervektors
konsistent schétzen durch

n—1

1 n
Gp = > (i = i)’ (6.15)
i=1

mit 7,; = 2 3" | 7. Man setze nun 6,, = /62. Dann folgt mit Lemma B.4.14

(rn) = B, (6.16)

1
—T,
Gu/n "

d.h. der Residuen-Partialsummenprozess strebt nach Verteilung gegen eine Brown’sche Bewegung.

Zum Testen der Hypothese Hy gibt es nun mehrere Moglichkeiten:
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Ein Test basierend auf der Kolmogorov-Verteilung

Nach dem Satz von Donsker und dem Abbildungssatz (s. Anhang B) konvergiert der Prozess

M, (z) = (Ton(rn)(z) — 2z - Tp(rn)(1)) (6.17)

1
Gn/n
(mit &,, wie oben) im Falle ¢id-verteilter Residuen schwach gegen eine Brown’sche Briicke By(z). An den Stellen
tog, k=1,...,n,ist (6.17) gegeben durch

1 [ntnk]

n
Mn k= § Tni — lnk - E Tni
Tnv/n i=1 i=1

Die Zufallsvariable

sup [Bo(2)]
z€[0,1]

besitzt eine Kolmogorov-Verteilung (vgl. Abschnitt 6.2.2). Somit ist ein Signifikanztest zum Niveau o > 0
gegeben durch die Vorschrift

Lehne Hy ab<—=1T,, > K1_, .

Dabei ist T}, = max}'_, |M,, ;| und K;_, das (1 — a)-Quantil der Kolmogorov-Verteilung aus Tabelle 6.2.

Cramér-von Mises

Da der Prozess (6.17) nach Verteilung gegen eine Brown’sche Briicke konvergiert, erhiilt man mit dem Abbil-
dungssatz

= ' A 2 Zi) ' 2 zZ)az
7= [ Onepa 2 [ e (6.18)

Die Verteilung der Zufallsvariablen fol B2(z)dz ist uns schon in Abschnitt 6.2.2 begegnet, als Grenzwert (bzgl.
Verteilungskonvergenz) der Cramér-von Mises-Teststatistik. Wir erhalten daher sofort den a-Niveau-Test

Lehne Hy ab<~—T,, > C1_, ,

mit dem (1 — «)-Quantil C;_,, aus Tabelle 6.3.

Die Verteilung im Punkt z =1

Der Kiirze halber bezeichne im Folgenden R, (-) := %\/ﬁTn(rn)() den Residuen-Partialsummenprozess mit
geschitzter Standardabweichung.

Wie bereits erwdhnt wurde, strebt der Residuen-Partialsummenprozess im Falle iid-verteilter Residuen ge-
gen eine Brown’sche Bewegung. Aus Lemma 3.5.9 folgt direkt, dass die Brown’sche Bewegung im Punkt
z = 1 eine N(0, 1)-Verteilung besitzt. Sind nun R,(ll)(~), . RY () s unabhéngige Beobachtungen des Residuen-
Partialsummenprozesses (z.B. Beobachtungen desselben Prozesses an s verschiedenen Tagen), dann strebt die
Zufallsvariable

T .= (R;1>(1))2 T (RSf)(l))2

unter der Voraussetzung iid-verteilter Residuen schwach gegen eine y2-Verteilung mit s Freiheitsgraden (s.
Anhang B.2). Man beachte, dass fir [ = 1,...,s gilt

1 1 n
RO(1) = ———T,(rP)(1) = <”
AN o =

ni "
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Mit den obigen Aussagen ergibt sich der folgende x2-Test zum Niveau a:
Lehne Hy ab <= T > xil,a .
Dabei bezeichnet x2,_, das (1 — a)-Quantil der x*-Verteilung mit s Freiheitsgraden.

Man beachte, dass fiir jede Beobachtung Rg)(l), [ = 1,...s, die Standardabweichung o separat geschétzt

werden muss, um stochastisch unabhingige Rsll)(l), ce RSf)(l) zu erhalten. Die stochastische Unabhéngigkeit
gewiihrleistet dann die asyptotische y2-Verteilung der Teststatistik T'.

Die Verteilung des Integrals

Da die Funktion f(z) = z auf dem Intervall [0, 1] von beschrinkter Variation und die Brown’sche Bewegung f.s.
stetig ist, existiert nach Definition B.4.18 das Integral fol B(z)dz (f.s.). Nach Lemma B.4.20 ist damit

/ B(z)dz ~ N (0, %)
0

Sind die Residuen r,;, ¢ = 1,...n, n € N, unabhéngig und identisch verteilt, strebt also der Residuen-
Partialsummenprozess nach Verteilung gegen eine Brown’sche Bewegung, so gilt fiir den integrierten Parti-
alsummenprozess nach dem Abbildungssatz B.4.12

1
/ Ry (2)dz -2 N(0, 1)
0 3
Oder gleichbedeutend
1
x/§/ Rn(2)dz = N(0,1).
0

Wie oben ergibt sich mit dem konsistenten Schitzer 6,, aus (6.15) der a-Niveau-Test

Lehne Hy ab <= T > X?,l—a ;

T — (MT(Il))2 N (M(S))%

n

Dabei sind M,(ll)7 e Mff) Beobachtungen des Prozesses
|
V3 / TT,l(r,(f))(z)dz7 l=1,...,s
0 n’\/n
Auch hier ist zu beachten, dass o fiir jede Beobachtung T,gl), l=1,...,s, separat geschétzt werden sollte.

Die Verteilung des Maximums / Minimums

6.2.6 Satz: FEs sei (B,) eine reelle, normale Brown’sche Bewegung auf [0, 1]. Dann gilt

a 1,2
P(sup Bz§a> z\/%foe2 du, «a>0, (6.19)
z€[0,1]
und P | sup B, <« =0, a < 0.
z€[0,1]

Beweis: Es seien ;, ¢ € N, unabhéngig und identisch verteilt mit
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iy (S

Abbildung 6.1: Das Spiegelungsprinzip (a=3)
sowie a € N. Weiter bezeichne S; = Z'Z:l & die j-te Partialsumme. Es ist

P(m%f(Sj >a) = P(m%lej >a,S, <a)
j= j=

- P(m’éf S; >a,S, = a)
J=

+ P(m%f( S; >a,S, > a). (6.20)
j:

Man betrachte den Prozess (S5;);jen. Erreicht oder iiberschreitet dieser den Punkt a € N mindestens einmal,
so bezeichne jo den Zeitpunkt, an dem (S;)jen zum ersten Mal den Wert a erreicht. Sieht man nun den
Prozess bis zum Zeitpunkt jo (einschliefflich) als gegeben an, ab dem Zeitpunkt jy jedoch als zufillig, so ist die
Wahrscheinlichkeit, dass S, fiir n > jp einen Wert > a annimmt, gleich der Wahrscheinlichkeit, dass S,, einen
Wert < @ annimmt. Denn zu jedem Pfad mit S,, > a gibt es genau einen Pfad mit S,, < a, der gewissermafien
die Spiegelung ist von (S;);jen an der Geraden, die zur Zeitachse parallel ist mit Abstand a (Spiegelungsprinzip,
s. Abbildung 6.1).

Aus dem Spiegelungsprinzip folgt daher

P( _%f(Sj >a,S,<a) = P( _?lf(Sj >a,S, >a)
Jj= i=

= P(S, >a).

Das zweite Gleichheitszeichen gilt, da das Ereignis ”.S), > a” nicht eintreten kann, falls das Ereignis "max’_; S; <
a” eintritt. Aus demselben Grund gilt

PluhxS; > a,5, = a) = P(S, = ).
il

Also ergibt sich mit (6.20)

P( _’élx S; >a) =2P(S, > a) + P(S, = a). (6.21)
J:

Nun sei a > 0 beliebig und a,, das grofite Ganze gréofler oder gleich ay/n, d.h. a, = —[—ay/n]. Nach dem
Zentralen Grenzwertsatz (s. Anhang B) gilt

P(Sn>an)—P<%§§i >a> — P(N > a) = P(N > «a),
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wobei N eine N(0, 1)-verteilte Zufallsvariable ist. Da die Standard-Normalverteilung keine Masse im Punkt o
besitzt, folgt

P(S, =a,) — 0.

Somit ergibt sich aus (6.21)

dex

Also gilt

J [e%e]
2
E Za) — 2P(N > a) = —/ e_%“2du7 a > 0.

%\

—i 1—L 7ae_%“2du—i/ooe_%“2du
\/_ i— V2T s V2T Ja
2 « 1,2
= — e 2" du, a>0. 6.22
e ) > (6.22)
Da der Prozess
1 J
53]
<\/ﬁ =1/ j>0
bei j = 0 den Wert 0 annimmt, ist
1 J
P | max — i <a] =0 fir a<0.
(s S =)
Andererseits gilt, da die &;, i = 1,...,n, die Voraussetzungen fiir den Satz von Donsker erfiillen,
[nz] »
X Zgl nz - nz])g[nz]-l-l — B.
Mit dem Abbildungssatz aus Anhang B ergibt sich
no 1< D
sup (X,(z)) = max — Z{} — sup B.. (6.23)

2€[0,1] J=l vn = 2€[0,1]

Da der schwache Grenzwert eindeutig ist (s. Anhang B) folgt aus (6.22) und (6.23)

N B

und P | sup B, <« =0, a < 0.
z€[0,1]

O

Betrachten wir nun den Partialsummenprozess iid-verteilter Residuen. Da auch dieser schwach gegen eine
Brown’sche Bewegung konvergiert, erhilt man (wiederum mit dem Abbildungssatz)

1 2 @1
Pl sup —=T,(rn)(z)<a] — P| sup B.<a| = —/ e 2% du, a>0. (6.24)
<ze[0,1] Gny/n 2€[0,1] V2 Jo

Dies entspricht der Verteilung einer Zufallsvariablen |N| mit N ~ A(0, 1), denn:
P(IN|<a) = POSN<a)+P(—a<N<O0)
= 2P(0< N <a)

e 2"du (> 0).

el



110 Kapitel 6. Testverfahren

Wegen |N|? ~ N? lisst sich nun wie in den Abschnitten 6.2.3 und 6.2.3 ein x2-Test formulieren. Als Teststatistik
wihle man 7T := (M,(ll))2 +... (M,SS))Q, wobei die M, 1 =1,..., s, Beobachtungen der Zufallsvariablen

[ntnk]

1 0)
i) (6.25)
59 /n ;

1 n
MY = sup ———T,(rD)(2) = max
z€[0,1] c}r(f)\/ﬁ k=1

sind, mit &, wie oben.

Alternativ zum Maximum des Residuen-Partialsummenprozesses kann auch dessen Minimum betrachtet werden.
Aufgrund der Symmetrieeigenschaften der Normalverteilung und wegen E(B,) = 0 Vz ist

P ( inf B(z)> —a> =P (— inf B(z) < a> =P < sup B(z) < a) = P(IN| < ).

2€[0,1] 2€[0,1] 2€[0,1]

Also konnen fiir die Teststatistik 7" die Beobachtungen (6.25) ersetzt werden durch Beobachtungen von

() = min ——— .

1
inf LT,
€16\ /n vn o

6.2.4 Tests auf der Basis von Rang- und Ordnungsstatistiken

Tests aufgrund von Rang- und Ordnungsstatistiken sind nichtparametrische statistische Verfahren, d.h. es wer-
den (auBer der Stetigkeit der Verteilungsfunktion) keine Verteilungsannahmen iiber die Verteilung der zu Grunde
liegenden Zufallsvariablen getroffen.

6.2.7 Definition: Esseiz = (21,...,2,)" € R" mit 2; # z; (i # j). Dann heifit

n

. 1, z; <uxj,
rj = Zl{xl <z} mit M{z; <z} = { 0 S(l)n;t J
i=1 ’ ’
der Rang von x; unter x1,...,2,. Der Vektor
r(z) == (r1i,..., )"

heiflt Rangvektor von x. Eine Statistik T heifit Rangstatistik, falls ihr Wert ausschliellich vom Rangvektor
abhéngig ist, d.h. falls gilt

r(x) =r(y) = T(z) =T(y)

fir alle z, y mit @; # z; (1 # j) und y; # y; (¢ # j).

6.2.8 Bemerkung: Unter der Voraussetzung Xi,...,X, F st die Verteilung einer Rangstatistik 7" un-

abhéngig von der Verteilung F' der zu Grunde liegenden Zufallsvariablen, sofern F' nur eine stetige Verteilungs-
funktion besitzt.

Rangtest von Kendall

Es sei

n n—1

A=Y "3 "1{X; < X;}

j=2 i=1
7 i<j

die Anzahl der Paare (i,j) mit i < j und X; < X; (i € {1,...,n—1}, j € {2,...,n}). Bs gibt 252 = 5"~ ;
solcher Paare. Demnach besitzt A unter der Hypothese

Hy : (X;) ~ WN(0,0?)
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den Erwartungswert %. Genauer gilt unter Hy (s. KENDALL / STUART (1983))

T A—inn-1)

L2, N0, 1).
\/%n(n —1)(2n +5)

Man verwerfe daher Hy zum Niveau a genau dann, wenn |T5,| > ®1_,/2. Dabei ist ®,_, /o das (1 — §)—Quantil
der Standard-Normalverteilung.

6.2.9 Bemerkung: Die Grofle

4A 1
T nin —1)

heiflt Kendall’s T-Koeffizient. Unter Hy besitzt 7 den Erwartungswert 0.

Ordnungs-Teststatistiken

Sind 21, ..., 2, € R, so bezeichnet x(; das k-kleinste Element aus {z1,..., 2}, d.h. 2(1),...,2(,) ist eine Folge
aufsteigender Zahlen aus R.

6.2.10 Definition: Essei X = (Xi,...,X,)" ein Vektor reellwertiger Zufallsvariablen. Dann heif}t Xk die
k-te Ordnungsstatistik von X, der Zufallsvektor (X (i, ... ,X(n))—r heifit Ordnungsstatistik von X.

Es seien X7, ..., X,, Beobachtungen des Prozesses (X;) zu den Zeitpunkten ¢; < --- < t,,. Getestet werden soll
die Hypothese

Ho: X1,...,X, ~ IID(0,0%). (6.26)

Man transformiere nun die Beobachtungen X; und setze Y; := ®(X;), wobei die Transformation ® in Abhéngig-
keit von der Alternative H; gewéhlt werden muss. Soll die Hypothese z.B. gegen die Alternative

Hy: (X) ist AR(1)
getestet werden, wihle man Y; = ®(X;) := X441, t = 1,...,n — 1. Niiheres zur Wahl der Transformation s.
KULPERGER / LOCKHART (1998).

Nun werden die Paare (X¢,Y:) nach der Groe von X geordnet und mit (X1, Y1), ..., (Xn-1), Y(n-1)) be-
zeichnet. Es gilt also X (1) <--- < X(,,_q). Fiir k=1,...,n — 1 setzt man nun

1

k
Sy = Yiy—-Y

(6.27)

mit ¥ = L+ Z;’:—ll Y;. Der folgende Satz iiber die Grenzverteilung des Prozesses (Sy){—] bildet die Grundlage
fiir eine Reihe von Ordnungs-Teststatistiken:

6.2.11 Satz: Der Prozess (+Si) mit Sj wie in (6.27) und o* = Var(Y') konvergiert in D[0,1] (s. Abschnitt
3.5.3) nach Verteilung gegen eine Brown’sche Briicke By.

Beweis: KULPERGER / LOCKHART (1998).

Nach Schitzung von o2 durch o2 = L Z}:ll (V; =Y)?und 6 := V 2 kann man zum Testen der Hypothese
(6.26) verschiedene Teststatistiken withlen, zum Beispiel

1) Kolmogorov-Smirnov: K,_1 = +max}_] [k,

. . -1 @2
2) Cramér-von Mises: Cp_q = —L+— S "7+ §2,
) n—l o2(n—1) Zk:l k
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Nach Satz 6.2.11 folgt mit dem Abbildungssatz sofort

Knoi -2 sup |Bo(t)| in D0, 1], (6.28)
t€[0,1]
D 1
Cho1 — /Bg(t)dt in D[0, 1]. (6.29)
0

Wegen (6.28) und (6.29) lassen sich die Kolmogorov-Smirnov- bzw. Cramér-von Mises-Testvorschriften aus
Abschnitt 6.2.2 unmittelbar auf die Teststatistiken K, _; bzw. C,,_1 anwenden.

6.2.5 Weitere nichtparametrische Tests
Turning Point Test

Es sei z1,. ..z, eine Folge von Beobachtungen und fiir ein z; (i € {2,...,n — 1}) gelte

T 1 < x; und Tiv1 < T

oder w;—1 > x; und x41 > x; ,

dann heit x; Turning Point der Folge x1,...,x,. Ist nun X, Xo,... eine Folge iid-verteilter Zufallsvaria-
bler und 7,, die Anzahl der Turning Points der Folge X;,..., X, so ist T}, asymptotisch normalverteilt mit

Erwartungswert i, := Z(n — 2) und Varianz o2 := 4= (16n — 29). (Zum Beweis s. KENDALL / STUART (1983)).

n

Man verwerfe daher die Hypothese Hy: Xi,..., X, ~ iid genau dann, wenn

Tn - HMn
M > (I)lfa/Q'

On
Wie iiblich bezeichnet dabei ®,_,/; das (1 — §)-Quantil der Standard-Normalverteilung.

6.2.12 Beispiel: Werden die geodétische Zeitreihe aus Abbildung 3.13 und deren Residuen nach Anpassung
an ein ARM A(3,3)-Modell (Abb. 3.16) dem Turning Point Test unterzogen, erhélt man die p-Werte 0.0782 bzw.
0.7691. Die Hypothese eines White Noise Prozesses fiir die Zeitreihe aus Abbildung 3.13 kann somit zum Niveau
0.1 verworfen werden. Der Annahme eines W N-Prozesses fiir die Residuen aus Abbildung 3.16 widersprechen
die Testergebnisse hingegen nicht. Man vergleiche die entsprechenden p-Werte in Beispiel 6.2.4 (Portmanteau-
Test), die dieselben Schlussfolgerungen zulassen. Zu beachten sind jedoch die eindeutiger ausfallenden Ergebnisse
in Beispiel 6.2.4, was u.a. auf die hohere Giite des Portmanteau-Tests zuriickzufiihren ist (Giite von Tests s.
Abschnitt 6.5).

6.2.13 Bemerkung: Der Turning Point Test ist nicht geeignet, einen evtl. vorhandenen schwachen Trend zu
entdecken.

Vorzeichen-Test

Mit den Bezeichnungen wie oben sei S,, die Anzahl der Zeitpunkte i mit X; > X; 1, i =2,...,n. Sind die

X1, X5, ... unabhéngig und identisch verteilt, so ist .S,, asymptotisch normalverteilt mit Erwartungswert p,, :=
2(n — 1) und Varianz o2 := %l (BROCKWELL / Davis (1991)). Also verwerfe man die Hypothese Hj :
X1,..., X, ~1d genau dann, wenn
S —
M > b, /2.
On

6.2.14 Bemerkung: Dieser Test ist geeignet, wenn ein (v.a. linearer) Trend vermutet wird. Eine zyklische
z.B. Komponente kann er nicht entdecken.
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6.3 Anpassungstests

Anpassungstests (Goodness-of-Fit-Tests) dienen der Uberp}"iifung einer bestimmten Modellannahme. In die-
sem Abschnitt werden Anpassungstests vorgestellt, die der Uberpriifung einer Verteilungsannahme dienen. Die
h&ufigste Verbreitung finden solche Tests zur Uberpriifung der Normalverteilungsannahme.

6.3.1 Definition: Es seien X7,..., X, unabhingig und identisch verteilte Zufallsvariablen. Dann wird durch
. 1 &
Fo(t) = — H{X; <t}, teR,
(0= <)
die empirische Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen Xy, ..., X,, definiert.

Kolmogorow-Smirnow-Test

Gegeben seien Xi,..., X, “p , F eine stetige (unbekannte) Verteilungsfunktion. Weiter sei F'* die vermutete

und F;, die empirische Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X7, ..., X,,. Zu testen sei die Hypothese
Hy: F(t) = F*(t) fir alle t € R.

Die Teststatistik
T i= v/n-sup [F*(t) = Fu(t)]

heifit Kolmogorov-Smirnov-Teststatistik. Die Testvorschrift lautet
Verwirf Hy <— T > Ki_, .

Dabei ist K1, das (1 — «)-Quantil der Kolmogorov-Verteilung aus Tabelle 6.2.

6.3.2 Bemerkung: Die Werte aus Tabelle 6.2 sind approximativ und somit fiir groflere Stichprobenumfinge
geeignet. In CONOVER (1971) findet man genauere Quantile fiir Stichprobenumfiinge n < 40.

6.3.3 Bemerkung: Mit F* = & (® bezeichnet die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung) erhélt
man einen Test zur Uberpriifung einer Normalverteilungsannahme. In der Regel miissen zu diesem Zweck die
Zufallsvariablen standardisiert werden. Man schétzt hierzu den Erwartungswert o und die Standardabweichung
o der Zufallsvariablen X, ..., X,, und ersetzt Xi,...,X,, durch Y; := XZ—U_H, i=1,...,n.

Cramér-von Mises-Test

Es seien Xi,...,X,, F und F* wie oben gegeben. Weiter bezeichne Y; := @, i=1,...,n, die standar-
disierte Stichprobe und Gy, (u) := LY 1{F*(Y;) < u}, 0 <u <1, die empirische Verteilungsfunktion der

Zufallsvariablen F*(Y;), ¢ = 1,...,n. Dann heifit die Teststatistik

T:—n~/01 (én(s)—s)2ds

Cramér-von Mises-Teststatistik. Man verwirft nun die Hypothese

Hy: F(t)=F*(t) fur alle t € R
genau dann, wenn

T> lea ’
mit C1_, aus Tabelle 6.3 (vgl. ANDERSON / DARLING (1952)).
6.3.4 Bemerkung: Zur Uberpriifung einer Normalverteilungsannahme werden hiufig auch graphische Me-
thoden eingesetzt. In den géngigen Statistikpaketen sind z.B. Dichteschétzer sowie der Normal-QQ-Plot stan-
dardmiflig implementiert. Eine anndhernd normalverteilte Stichprobe sollte dabei einen anndhernd linearen
Normal-QQ-Plot erzeugen und eine empirische Dichte, die jener der Normalverteilung #hnelt, s. Abbildung 7.3.

Vergleicht man die empirische Dichte einer Stichprobe mit der Dichte der Standardnormalverteilung, ist auf
eine Standardisierung der Zufallsvariablen (s. Bemerkung 6.3.3) zu achten.



114 Kapitel 6. Testverfahren

6.4 Tests auf Homogenitit der Varianz

Viele statistische Verfahren, z.B. jene aus Abschnitt 3.3, setzen eine konstante Varianzfunktion (Homoskeda-
stizitdt) voraus. Ist diese Voraussetzung verletzt (Heteroskedastizitit), so sind die Ergebnisse der Verfahren
u.U. nicht zuverldssig. Es ist daher sinnvoll, die Annahme von Homoskedastizitat mittels eines statistischen
Tests zu iiberpriifen und ggf. durch Gewichtung oder Transformation der Beobachtungen Homoskedastizitéit zu
erzeugen. In diesem Abschnitt werden verschiedene Tests zum Uberpriifen der Hypothese homoskedastischer
Beobachtungen vorgestellt.

Tests auf Homogenitét der Varianz konnen grundsétzlich in vier Kategorien eingeteilt werden: Fiir einen Zwei-
Stichproben-Test unterteilt man den Beobachtungsvektor in zwei Vektoren (Stichproben), fiir die jeweils homo-
gene Varianzen o7 und o5 angenommen werden. Mit diesen Teilvektoren testet man die Hypothese Hy : 07 = o3

oder H)j : 03 < 03 gegen die Alternative Hy : 0} # 03 bzw. H| : 07 > 03.

Bei einem multiplen Test verfiahrt man im Prinzip genauso, unterteilt jedoch den Beobachtungsvektor in k& > 2
Vektoren (Stichproben) und testet Hy : 0 = --- = oj gegen Hy : Es existieren i,j € {1,...,k} mit 0} # o7,
Zwei-Stichproben-Tests und multiple Tests setzen neben homogenen Varianzen der einzelnen Stichproben auch
konstante Stichproben-Mittel voraus.

Wird angenommen, dass den Daten ein lineares Modell mit bekannter Designmatrix zugrunde liegt, kann ein
Test auf Homoskedastizitit in linearen Modellen angewendet werden.

SchlieBlich gibt es noch nichtparametrische Tests, die keine Festlegung auf ein bestimmtes lineares Modell
erfordern.

6.4.1 Zwei-Stichproben-Tests

. iid 2 iid
Sind X117"'X1n1 ~ (ul,al)und Xgl,...Xgnz ~
2

tungstreuer Schétzer fiir o, j = 1,2, gegeben durch

(p2,02) zwei unabhiingige Stichproben, so ist ein erwar-

1 < — N, ,
S? = Z(Xﬂ — Xj.)2, wobei Xj. = TL_J ZXW , ] = 1,2. (630)
i=1

n; —1
J i=1

Fiir die Zufallsvariablen "5+ 2, j = 1,2, gilt

nj—l

2 2
S . 6-31
]2‘ S an 1 ( )

F-Test

Nach (6.31) und Definition B.2.8 ist der Quotient jﬁjﬁ unter Normalverteilungsannahme F-verteilt mit n; — 1
271
2

und ng — 1 Freiheitsgraden. Damit gilt unter Hy : o} = o3

si
F = 5 ~YLni—1no—1 -
52

Entsprechend verwirft man die Hypothesen
e Hy: o0} =03 genau dann, wenn F < Fo 1 ns—1a/20der F'> Fy o 11-a)2 5
o Hj: U% < U% genau dann, wenn F' > F, 1, 11—« -
Dabei bezeichnet F}, ,n.1—q das (1 — «)-Quantil der F-Verteilung mit n und m Freiheitsgraden.

6.4.1 Bemerkung: Ist der Erwartungswert p; bekannt, j = 1,2, so ist ein erwartungstreuer Schétzer fiir O'JQ-
1 &
2 2
5= — > (Xji—ny)
ng iz
i=1
. 2
und Z4s? ist y*-verteilt mit n; Freiheitsgraden. Unter diesen Bedingungen besitzt 2 eine F-Verteilung mit
j 2

O']J

n1 und ny Freiheitsgraden. Ist p; hingegen unbekannt, so bedeutet die Schiitzung von u; durch X;., j = 1,2,
jeweils den Verlust eines Freiheitsgrades (s. Abschnitt 5.2.2).
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(-Test

Sind s? und s2 wie in (6.30) gegeben, so besitzt unter Normalverteilungsannahme und unter der Bedingung

0? = 03 die Zufallsvariable

si
B = 6.32
nach (6.31) und Definition B.2.9 eine 3-Verteilung mit Parametern 21 und 22=%. Man verwirft daher die
Hypothesen
C52 52
e Hy:o0f =05 genau dann, wenn B < ﬁn12—17n22—1;a/2 oder B > 677,12—1)77,22—1;1_(1/2 ,

e Hy: 07 < o3 genau dann, wenn B > fny-1 np—1 .
2 T2
Dabei ist 3 4:1—a das (1 — @)-Quantil der Beta-Verteilung mit Parametern p und g¢.

6.4.2 Bemerkung: Bermerkung 6.4.1 gilt sinngeméf.

6.4.2 Multiple Tests (eindimensionale Teststatistiken)
Maximum F-Ratio Test

Es seien
iid .
le,...,Xjn NN(/Lj,O’?), jzl,...k, (633)

k voneinander unabhingige Stichproben mit gleichem Stichprobenumfang n. Fiir jede dieser k& Stichproben wird

die Varianz 0]2- erwartungstreu geschitzt durch

1

n—1

" _ L 1 :
352 E (X;i — X;.)%, wobei Xj.:E E Xji, j=1,...,k.
i=1 i=1

n—1s2? eine Chi-Quadrat-Verteilung

0']2 J
mit n — 1 Freiheitsgraden (x2_;). Man beachte Bemerkung 6.4.1. Die x2_,-Verteilung ist ein Spezialfall einer
Gamma-Verteilung. Genauer gilt x2_; = I'(%;%,2), s. JOHNSON / Kotz (1994). Nach JoHNSON / KoTz
(1994), Kap. 17, folgt

Wie bereits in Abschnitt 6.4.1 angesprochen, besitzt die Zufallsvariable

n —
n—1 .2 2

1
5 s?) ist approximativ normalverteilt
9;

mit Var (ln(”;gl 32)) ~ 2 (6.34)
J

J

Fiir k Zufallsvariablen X7, ..., X} bezeichne X0, = max{Xy,..., Xp} und X,;n = min{Xy,..., Xi}. Ent-
sprechend ist s2,,, = max{s?,...,s}}, etc.

Damit besitzt nach (6.34) die Zufallsvariable

n—2 82 n—2 n—1, n—1,
() =V (n () (i)

unter Hy : 0} = -+ = 07 =: 0 approximativ dieselbe Verteilung wie der Range von k standard-normalverteilten
Zufallsvariablen.

6.4.3 Definition: Fiir k£ Zufallsvariablen X1,..., X heit X,,00 — Ximin der Range oder die Spannweite der
Beobachtungsreihe X, ..., Xj.
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2

Tabelle 6.4: Die (adjustierten) 95%-Quantile der Verteilung von g2

min

n\k 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

10 3.72 477 554 6.18 6.70 7.18 7.55 7.86 817 850 8.85
12 3.28 4.10 4.71 521 558 593 6.23 649 6.69 6.96 7.17
15 2.86 349 3.94 431 4,57 486 5.05 521 537 558 5.76
20 246 292 325 349 371 386 4.02 414 426 4.35 448
30 2.08 239 259 275 289 3.00 310 316 3.22 3.29 3.35
60 1.67 1.84 195 2.03 210 216 220 225 229 232 234

Die Verteilung F der Spannweite von k iid-verteilten A(0, 1)-Variablen ist z.B. in PEARSON / HARTLEY (1970)
tabelliert (geeignet fiir grofie n). HARTLEY (1950) hat die Tabelle der Verteilung von ZZ"‘“” = exp(F - ,/%)

2
so adjustiert, dass sie fiir kleinere n besser an die Verteilung von Z’Q"‘?’” angepasst ist. Die entsprechenden 95%-

Quantile sind auszugsweise in Tabelle 6.4 aufgelistet.

Ein Standard-Verfahren zum Testen der Hypothese Hy : 07 = --- = o7 ist der

Bartlett-Test

Es seien Xji,..., X}y, i ./\/(,uj,a?-), j =1,...k, k voneinander unabhingige Stichproben mit jeweiligem
Stichprobenumfang n; > 5. Wie beim Maximum F-Ratio Test wird die Varianz der j-ten Stichprobe geschétzt
durch

si=—— D (X - %)% (6.35)

Ein Schétzer fiir die Gesamtvarianz aller Stichproben ist mit n = Z?:l n; gegeben durch

Lk
2 _ o
s° = n—k;(nj

k nj
1 _
— > (X - X% (6.36)
J

j=11=1

BARTLETT (1937) hat fiir die Statistik

den Vorfaktor

1 1 1
Cc=1 —
+3(l€—1) j;nj—l n—k

so bestimmt, dass % approximativ x7_,-verteilt ist. Die Testvorschrift lautet somit:

Verwirf Hp zum Niveau o <= Yol > X%,M,a .
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6.4.4 Bemerkung: Sind die Erwartungswerte p1, ..., ur bekannt (man beachte Bemerkung 6.4.1), so ist

1 &
2 _ 2
57 o= =Y (X — )’
Ty “
=1
k
12
82 = — njsi,
n
Jj=1
k
M = nlns2—g njlnsi,
Jj=1

k
1 1 1
C = 1+—m [ =_=
+3(k—1) j;nj n|’

und % besitzt approximativ eine y7_,-Verteilung.

6.4.5 Bemerkung: In BISCHOFF ET AL. (2006) wurde der Bartlett-Test so modifiziert, dass er auf differen-
zierte Daten (Pseudo-Residuen, vgl. Abschnitt 5.2.4) angewendet werden kann. Der modifizierte Test wird dort
als Test auf Homoskedastizitét fiir geodétische GPS-Residuenzeitreihen verwendet, deren trendartiges Verhalten
durch Differenzenbildung eliminiert wurde.

6.4.3 Multiple Tests (mehrdimensionale Teststatistiken)

In der Praxis interessiert hidufig nicht nur die Frage, ob Heteroskedastizitéit vorliegt, sondern auch, welche Form
diese gegebenenfalls annimmt. In diesem Falle konnen mehrdimensionale Testatistiken Anhalstspunkte liefern,
ob eine Varianzfunktion z.B. eher fillt oder eher steigt. Es sollen nun zwei multiple Tests mit mehrdimensionalen
Teststatistiken vorgestellt werden, die auf der Dirichlet- Verteilung beruhen. Bei der folgenden Definition beachte
man, dass fir v € N und Z1, ..., 2, N(0,1) die Summe "7, ZZ eine x2-Verteilung besitzt (vgl. Definition
B.2.7).

6.4.6 Definition: Es seien X;, j = 1,...,k, unabhéngige Zufallsvariablen mit X; ~ xlz,j, vi >0 (5 =
1,...,k) und

X.
Y; = kij (6.37)
Zi:l Xi

Dann heifit die gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen Y7,...,Yy Dirichlet- Verteilung mit Parametern
Lo 17
Sy g, 1

(Yl,...,Yk)ND(ﬁ,...,ﬂ). (6.38)

2 2
Wegen Y, =1 — Zf:_ll Y; schreibt man auch
¢! Vk—1 Vg

Vi .. Y ND(—,..., ;—)

o k1) 2 2 72
6.4.7 Bemerkung: Fiir j =1,...,k ist Y; 5(p, ¢)-verteilt mit den Parametern p = % und ¢ = Zle n-X4.
Die Zufallsvariablen Y;, j =1,...,k, sind korreliert mit (s. JOHNSON ET AL. (2000))

ViV,

Cov(Y;,,Y},) = (Zle Vi)z (% SF v+ 1) .

Exakte Konfidenzbereiche fiir Dirichletverteilte Zufallsvektoren sind schwer zu berechnen. WLUDYKA UND NEL-
SON (1997) geben approximative Konfidenzschranken fiir k = 3,...,12, vy =--- =1 =: v € {3,...,34} und
a € {0.01,0.05,0.1} an. Damit kann im Modell (6.33) mit ¥ = n — 1 die Hypothese Hy : 0 = --- = 0} getestet
werden.
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In der Praxis sind die Parameter v, . .., v, hiufig nicht frei wdhlbar und voneinander verschieden. Wir wenden
daher einen Trick an, durch den wir anstelle eines Dirichletverteilten Zufallsvektors einen Vektor unabhéngiger 3-
verteilter Zufallsvariablen als Teststatistik erhalten. Die Konfidenzschranken dieses Tests sind dann fiir beliebige
Freiheitsgrade v, j = 1,...,k, k € N, und beliebige a leicht zu berechnen. Dazu seien Y; wie in (6.37),
j=1,...,k, und

Y X

V= — = ,7=1,... k. 6.39
Die Zufallsvariablen
X
1-V._ e
e Xp—1+ Xy
Xp—1 + X
1-V._
b2 Xp—o + Xp1 + X,
(6.40)
Xod oot X 1+ X
-1 2+ X1+ Xg

Xi+Xo4 -+ Xpo+ X1 + Xi

sind stochastisch unabhéngig (s. JOHNSON / KOTZ / BALAKRISHNAN (1995) oder JOHNSON ET AL. (2000)).
Damit sind auch die Vi,..., Vi_1 stochastisch unabhéngig. Weiter gilt

vy 1% -
=j+1
Ferner ist
J J
Fi=> Yi=1-][a-W), (6.41)
i=1 i=1
denn:

e j=11-(1-W)=W =Y,

e j=j+1l:Bssei [[_,(1-Vi)=1-37_Y; Dann ist

j+1 j
[[a-v) = (1—%+1><1—Zn>
i1 i=1
+1 +1 J
— 1 Ji_ Z+ J }/7,
D Oy 1Y')2— j+1(1—2i:1Yi)
1—-> 1Y
j+1

= 1-) V.
=1

Es sei nun F; wie in (6.41) und

H; = —In(1-F Zln F; =1—exp(—Hj),
hj = Hj—Hj_l——ln(l—VTj),j—l,...,k—l.
Dann gilt
Vi e~ v
_ _h) =V, ~ 27 _t P — _
1—exp(—hj)=V,~ [ 2,‘_2 5 |7 1,...,k—1.
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Wie aus der Definition von H; bzw. h; hervorgeht, ist (F}) eindeutig bestimmt durch (Hj;), (h;) bzw. (V}).
Damit enthélt (V;) im Prinzip dieselben Informationen wie (F}). Theoretisch sind also die folgenden Hypothesen
dquivalent:

151 Vg—1 Vi
Hy : (Yi,....Ye_ ND(—,..., ;—), 6.42
0 (Y1 k—1) 5 5 5 (6.42)
v o
H) : Vi,...,Vi_1 unabhingig, V; ~ f3 éz 5 L j=1,...k—1. (6.43)
1=75+1
Ein simultaner Konfidenzbereich fiir Vi, ..., Vix_1 zum Niveau (1 — «) ist somit

K = [Av.ar(k)s Biiar (k)] ¥ -+ X [Ap—1,0/(k)s Be—1;07 ()], Wobel

Ajiar(k) =Pvi s oo Wd Biiarky =By s v o, J=1,000,k =1
2 2 2

Lai=j41 2 2 2 0 4ui=j+1

mit 1 —a = (1 —a/(k))*~1. Wie in den vorhergehenden Abschnitten bezeichnet 3, .. das a-Quantil der Beta-
Verteilung mit Parametern p und gq.

Wird der Konfidenzbereich K an mindestens einer Stelle iiber- oder unterschritten, so kann man zum Niveau
a=1—(1—a'(k))*! auf eine (an der betreffenden Stelle) signifikant steigende bzw. signifikant fallende Varianz
schliefen.

6.4.8 Bemerkung: Dieser Test eignet sich vor allem fiir sehr kleine Stichprobenumfénge, kleine k£ oder fallende

Alternativen (vgl. Tabelle 6.5.2). Ist man ausschlieflich an fallenden Alternativen interessiert, so sollte eine

einseitige Variante des Tests verwendet werden mit Aj../x) = 0 und Bjo )y = B2 il (k) j =
i 1 2 0 2si=j41 27

1,...,k—1.

6.4.4 CUSUMSQ- und MOSUMSQ-Tests

Weitere mehrdimensionale Teststatistiken, die Anhaltspunkte iiber die Form der Varianzfunktion liefern, sind
die CUSUMSQ- (Cumulative Sum of Squares) und die MOSUMSQ- (Moving Sum of Squares) Teststatistiken.
Die bekannteste der beiden ist wohl die CUSUMSQ-Teststatistik von BROWN, DURBIN UND EvANs (1975).

Die CUSUMSQ-Teststatistik

Unterteilt man einen auf Homoskedastizitéit zu testenden Vektor rekursiver Residuen ry—pm := (Fmi1, .- - ,rn)—r
wiederholt in zwei Abschnitte und bildet jeweils die Beta-Teststatistik (6.32), wobei die Trennlinie zwischen den
Abschnitten sukzessive verschoben wird, so erhélt man die CUSUMSQ-Teststatistik zum Testen der Hypothese

Hy : Var(rj) = o Vj. (6.44)
6.4.9 Definition: Im linearen Modell (5.3) mit 3 € R™, Y,, € R” und einem Vektor rn_m = (Fmi1,.-.,7n) "
rekursiver Residuen heif3t

C. .= g:erl riz

==

- n 2
Zi:m+1 T

die CUSUMSQ-Teststatistik.

j=m+1,...,n,

Nach Definition B.2.9 gilt im Falle normalverteilter Fehler und unter Vorliegen der Hypothese (6.44) C; ~
ﬁ(jme, %), j=m+1,...,n—1. Der Vektor der Zuwéchse Cj;1 —Cj, j =m+1,...,n—1, der CUSUMSQ-
Teststatistik besitzt unter denselben Voraussetzungen nach Definition 6.4.6 eine Dirichlet-Verteilung mit den
Parametern %4 = %, i=1,...,n—m.

In der Literatur gibt es verschiedene Ansitze, Konfidenzschranken fiir die CUSUMSQ-Teststatistik zu ap-
proximieren. BROWN, DURBIN UND EVANS passen in ihrem Artikel von 1975 lineare Konfidenzschranken

Su(n —m) = {n_im—c(n—m), i:l,...,n—m} und s,(n — m) ::{ L+ c(n—m), i:l,...,n—m}

n—m
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an die auf das Zeitintervall [0, 1] transformierte CUSUMSQ-Teststatistik an. Dabei ist ¢(n —m) eine von n —m
und a abhingige Konstante. Die Hypothese einer konstanten Varianzfunktion wird genau dann verworfen, wenn
die CUSUMSQ-Teststatistik an mindestens einer Stelle den Konfidenzbereich verlésst. Es ist bekannt, dass die-
se linearen Konfidenzschranken in den Randbereichen seltener und im mittleren Bereich hiufiger iiberschritten
werden, als es dem angegebenen Niveau entspricht. TANIZAKI (1995) gibt einen Simulations-Algorithmus an,
mit dem zu gegebenem n — m und « genauere Konfidenzschranken fiir die CUSUMSQ-Teststatistik berechnet
werden konnen.

In Tabelle 6.5 sind die Werte ¢(n —m) nach BROWN ET AL. (1975) (siehe auch DURBIN (1969)) auszugsweise
angegeben. In Klammern wurden simulierte Niveaus o/(n — m) hinzugefiigt. Verwendet man diese, wird die
Hypothese genau dann zum Niveau a verworfen, wenn die auf das Zeitintervall [0, 1] transformierte CUSUMSQ-
Teststatistik an mindestens einer Stelle —— das O‘,(n;m)— oder das (1 — M)—Quantil der (%, 2=p=t)
Verteilung unter- bzw. iiberschreitet (i € {1,...,n —m — 1}).

Tabelle 6.5: Die Werte c(n —m) und o’ (n —m) (in Klammern) fiir die CUSUMSQ-Teststatistik fiir verschiedene o und
Differenzen n — m

a\n—m]| 40 60 80 100 120 200
0.1 0.23781 0.19985 0.17595 0.15911 0.14641 0.11549
(0.0084)  (0.0060) (0.0056) (0.0051) (0.0046) (0.0040)
0.05 0.26685 0.22383  0.19684 0.17785 0.16355 0.12881
(0.0037)  (0.0026) (0.0024) (0.0022) (0.0021) (0.0018)
0.01 0.32459 0.27168 0.23857 0.21534  0.19786  0.15555
(0.0007)  (0.0005) (0.0004) (0.0004) (0.0004) (0.0003)

Die Abbildung 6.2 zeigt eine CUSUMSQ-Teststatistik mit n —m = 100 und den simulierten Konfidenzbereich
nach Tabelle 6.5. Die linearen Konfidenzschranken von Brown, Durbin und Evans sind gestrichelt eingezeichnet.

0.8 1.0
1

CUSUMSQ(X)
06
Il

0.4
1

0.2

0 20 40 60 80 100
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Abbildung 6.2: CUSUMSQ-Teststatistik mit Konfidenzbereichen

Die MOSUMSQ-Teststatistik

6.4.10 Definition: Im linearen Modell (5.3) mit 8 € R™,Y,, € R und einem Vektor ry_m = (Tm41, - - - ,rn)—r

rekursiver Residuen heifit fir G € {1,...,n —m — 1} die Statistik

J 2
i=j—G4+1Ti n—m—-G

M;(G) := ——
! Zz:ngl Ti2 + Z?:j«l»l T"L’2 G

MOSUMSQ(G )-Teststatistik.

,j=m+G,...,n,
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Die MOSUMSQ-Teststatistik besitzt bei normalverteilten Fehlern und unter Hy : Var(r;) = o2 Vj, an jeder
Stelle j € {m+G@G,...,n} eine F-Verteilung mit G und n—m— G Freiheitsgraden. HACKL (1980) wihlt konstante
Konfidenzschranken fiir die MOSUMSQ(G)-Teststatistik, die in Tabelle 6.6 eingetragen sind. Aufgrund von
Korrelationen zwischen den F-verteilten Zufallsvariablen wird das Niveau des Tests mit diesen auf theoretischen
Uberlegungen beruhenden kritischen Werten nicht ausgeschopft. D.h., das nominale Nivaeu « ist grofer als
die tatséchliche Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler erster Art. Als Alternative gibt HACKL (1980) simulierte
Konfidenzschranken an. Diese sind in der Tabelle in Klammern angegeben.

Tabelle 6.6: Einige Konfidenzschranken fiir die MOSUMSQ(G )-Teststatistik

n—m | 40 40 40 80 80 80 120 120 120
a\G | b5 10 20 5 10 20 5 10 20
0.1 153 358 335 | 446 332 269 | 451 329 259
(3.98) (3.01) (2.70) | (3.94) (2.86) (2.28) | (3.95) (2.87) (2.23)
0.01 6.38  4.92 480 | 586 419 333 | 582 405 3.10
(5.68) (4.39) (4.05) | (5.33) (3.74) (2.95) | (5.12) (3.17) (2.77)

F-Test mit variabler Trennlinie

Ein weiterer Test auf Homoskedastizitéit fiir einen normalverteilten Residuenvektor ergibt sich, wenn wir im
CUSUMSQ-Test an jeder Stelle j =m +1,...,n — 1 den §-Test durch einen F-Test mit der Teststatistik

J 2
? re
. i=m-+1"1
Fj = :

n P} -
Zi:j+1 o) m

n—7j

ersetzen. Berechnet man nach Realisierung des Residuenvektors an jeder Stelle j = m +1,...,n — 1 den p-
Wert p; der Teststatistik I}, so ldsst Ppip 1= min?;}I +1(pj) auf das Niveau « schliefen, zu dem die Hypothese
Hy : Var(rj) = 02 ¥j verworfen werden kann. Dieser Test ldsst sich auch fiir einseitige Alternativen formulieren.
In diesem Fall nimmt die Hypothese die Form H|, : Var(r;) < Var(r;) fir i < j an.

In Simulationen wurden fiir den Fall einseitiger Alternativen untere Schranken fiir P,,;, ermittelt. Man kann
damit die Hypothese H|, zum Niveau « verwerfen, falls P, den entsprechenden Wert aus Tabelle 6.7 annimmt
oder unterschreitet.

Tabelle 6.7: F-Test mit variabler Trennlinie (einseit. Alternative): untere Schranken fir Pmin

a\n—m 40 80 100 120

0.1 0.0091 0.0063  0.0053  0.0044
0.05 0.0037  0.0026  0.0022  0.0019
0.01 0.0006  0.0004 0.0004 0.0004

Fiir diesen Test kann man auch eine graphische Darstellung wéhlen. Man verwirft die Hypothese H{, genau dann
zum Niveau «, wenn die Teststatistik F; an mindestens einer Stelle j € {m + 1,...,n — 1} die Konfidenzschranke
F nn—m—j;1—a’(n) Uberschreitet. Dabei ist Fj_,, »—m—ji1—a’(n), das (1 —a/(n))-Quantil der F-Verteilung mit
j—mund n—m — j Freiheitsgraden und o’ (n) bezeichnet den zum Stichprobenumfang n —m und zum Niveau
« korrespondierenden Eintrag in Tabelle 6.7. In Abbildung 6.3 ist eine solche graphische Darstellung des Tests

zu sehen mit n —m = 100, a = 0.05 und o/(n) = 0.0022.

Hsu (1977) wahlt an Stelle von P,,;, das arithmetische Mittel

n—1

T > (o)

j=m+1

Mnfm =

als Teststatistik und gibt (auf Simulationsstudien beruhende) kritische Werte fiir die Hypothese Hy : Var(r;) =
02 Vj an. Die Hypothese H{, : Var(r;) < Var(rj) fir i < j kann (ebenfalls auf Basis von Simulationsstudien)
verworfen werden, wenn M, _,, den entsprechenden Wert aus Tabelle 6.8 iiberschreitet.
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Abbildung 6.3: F-Teststatistik (variable Trennlinie) mit Konfidenzschranke

6.4.11 Beispiel: In BISCHOFF ET AL. (2005) wird mit dem F-Test von Hsu eine statistisch signifikante
Abhéngigkeit der Varianz doppeltdifferenzierter GPS-Trigerphasenbeobachtungen von den Elevationen der be-
teiligten Satelliten nachgewiesen.

Tabelle 6.8: F-Test mit variabler Trennlinie (einseit. Alternative): obere Schranken fir Mp_m

a\n—m 40 80 100 120

0.1 0.765 0.765 0.765  0.760
0.05 0.820 0.820 0.820 0.815
0.01 0.900 0.900 0.900 0.900

6.4.5 Ein Test auf Homoskedastizitit in linearen Modellen

Gegeben sei das lineare Modell

Y, = Xnﬁ +€n

mit bekannter Designmatrix X,, und einem Vektor €, normalverteilter, unkorrelierter Fehler. Der nun folgende
Goldfeld-Quandt-Test (GOLDFELD / QUANDT (1965)) eignet sich zum Testen der Hypothese einer konstanten
Varianz gegen monotone Alternativen.

Goldfeld-Quandt-Test
Zum Testen der Hypothese

Hy: Var(e,) = const
gegen die Alternative

Hy : Var(e,) ist monoton und % const
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mit dem Goldfeld-Quandt-Test unterteilt man den Beobachtungsvektor Y;, in drei Bereiche der Lingen 25% k

2 I
und "—;k (Es wird empfohlen, die Linge k des mittleren Bereiches so zu wiihlen, dass alle drei so er-
haltenen Vektoren in etwa die gleiche Dimension besitzen.) Anschliefend fithrt man anhand der Vektoren
Y1) .— (Yoi, ... ,Ym%)T und Y@ .= (Ynm_%kﬂ, ey Y,m)T getrennt eine lineare Regression durch und be-
stimmt jeweils die Summe der quadrierten Residuen (Residual Sum of Squares, RSS). Werden zur Berechnung
der Residual Sum of Squares unkorrelierte, normalverteilte Residuen verwendet, so gilt unter der Hypothese

nach Definition B.2.7 und Lemma 5.2.9 fiir die RSS der Vektoren Y1) und Y@
1 . .
= RSS; ~ X%L%k—m , 7 =1,2, m = dim(p).

Bei Verwendung der LS-Residuen gilt diese Verteilung approximativ. Man beachte in diesem Zusammenhang
Bemerkung 5.2.10. Entsprechend ist die Teststatistik

RSS,
GQ =
@ RSS,
unter Hy F-verteilt (bzw. approximativ F-verteilt) mit "T_k —m und "T_k —m Freiheitsgraden (Definition B.2.8).
Man verwirft Hy genau dann zum Niveau «, wenn
GQ < F%_m)%%_m;a/2 Oder GQ > F%—m,%—m;l—a/? .

Testet man Hy gegen die Alternative Hy : Var(e,) ist monoton fallend und # const, so wird Hy genau dann
verworfen, wenn

6.4.6 Ein nichtparametrischer Test

Nichtparametrische Tests bieten den Vorteil, dass sie auf eine Modellspezifikation (z.B. auf die Kenntnis der
Regressionsfunktionen eines linearen Modells oder der Verteilung der Fehlervektoren) verzichten und daher
Fehler aufgrund falscher Modellannahmen nicht oder in geringerem Umfang auftreten kénnen. In der Regel zahlt
man dafiir jedoch den Preis eines asymptotischen Verfahrens, das erst bei relativ hohen Stichprobenumfingen
gute Ergebnisse liefert.

Dette-Munk-Test

Der Dette-Munk-Test wurde fiir unkorrelierte Zeitreihen mit deterministischem Trend entwickelt und kann daher
direkt auf einen unkorrelierten Beobachtungsvektor Y;, angewendet werden. Er basiert auf der Uberlegung, dass
im Falle einer konstanten Varianzfunktion o?(-) ein ¢ € R existiert, so dass 02(t) — ¢ = 0 fiir alle ¢t aus dem
Versuchsbereich [a, b] gilt. Die Teststatistik des Dette-Munk-Tests schéitzt approximativ den L?(a,b)-Abstand
zwischen der Varianzfunktion o2(-) und einer geeigneten konstanten Funktion f(t) = const, indem sie den
Ausdruck

iiber ¢ minimiert. 72 kann als Heteroskedastizitéitsmafl betrachtet werden und verschwindet genau dann, wenn
die Hypothese Hy : 02 = const vorliegt. Man beachte, dass unter Hy gilt

n n 2
T? = %Z <02(tm-) - %Zﬁ(t@)
1 il 1 — ?
= - Za‘*(tm) - (E 202(%)) (6.45)
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schitzt. Gegeben sei nun das lineare Modell
Yo = g(tni) + 02(tni)€nia t1=1,...,n, (646)

mit Erwartungswertfunktion ¢ und Varianzfunktion 2. Dabei sei fiir jedes n € N der Fehlervektor
(€nls---s€nn) | ein Vektor unabhiingiger Zufallsvariablen mit E(e,;) = 0 und Var(e,;) = 1, i = 1,...,n, und
die Funktionen g und o2 seien auf [a,b] Lipschitzstetig der Ordnung ~ > %

6.4.12 Definition: Eine auf dem Intervall [a,b] definierte Funktion f heifit auf [a,b] Lipschitzstetig der Ord-
nung 7, falls eine Konstante C' existiert, so dass fiir alle s,t € [a, ] gilt

[f(s) = fOI < C-[s =1

SchlieBlich wird fiir das Design a < t,1 < ...tp, < b eine bestimmte “Glattheitseigenschaft” vorausgesetzt
(s. DETTE / MUNK (1998)), die sicherstellt, dass die Verteilung der Punkte t,1,...,t,, auf dem Versuchsbe-
reich [a, b] nicht allzu unregelméBig ist (insbesondere sollte sie keine Liicken aufweisen). Diese Glattheitseigen-
schaft ist z.B. im Falle eines dquidistanten Designs erfiillt.

Sind alle diese Voraussetzungen erfiillt und definiert man Pseudo-Residuen gemé R; =Y;=Y,_1, j =2,...,n,
so lisst sich T2 aus (6.45) konsistent schiitzen (s. DETTE / MUNK (1998)) durch

2

n—2
1 1
2. - 2R2 [ ——— 2
M= 1o ;:2 FiRe = | 50— ;:2 R . (6.47)

Da R; und R; korreliert sind fiir i — j| € {0,1}, enthédlt der zweite Term in (6.47) Produkte korrelierter
Zufallsvariablen. Um dies zu vermeiden, kann die Teststatistik wie folgt modifiziert werden (vgl. SCHOKNECHT
(2001)):

n—2 n—1
- 1 1
M2:=—— Y RR? ,— — R?. R?
" 4(n—3),Z 5T 4(n—3)(n—4),Z 4 Z ‘
Jj=2 j=3 2<i<n

ig{i—1,7,5+1}

In DETTE / MUNK (1998) wird die asymptotische Normalverteilung der Statistik M2 bewiesen. Der entspre-
chende Beweis fiir die Statistik M? funktioniert analog. Die Varianzen der Statistiken M2 bzw. M2 werden
in den entsprechenden Literaturquellen unter allgemeinen Verteilungsannahmen fiir die Fehler ¢,; angegeben,
insbesondere wird keine Normalverteilung der Fehler vorausgesetzt.

Die Testvorschrift fiir den Dette-Munk-Test lautet dann:

Verwirf Hy <= < Pg oder

M2
\/Var(M32) Var (M,

wobei ®,, das a-Quantil der Standard-Normalverteilung bezeichnet, bzw.

> (1)1,% B

Q
75
S
=

M
Verwirf Hy +— —=—— < ®2a oder

2
\/ Var(M32) ’ Var

> (1)1,% .

l

—~ :N
2
S
~—

Spezialfall: Dette-Munk-Test fiir eine nach einer Funktion der Satellitenelevationen geordnete
GPS-Residuen-Zeitreihe

Im konkreten Fall geodétischer GPS-Messdaten sollte nachgewiesen werden, dass sich deren Varianz in
Abhéngigkeit von der Satellitenelevationen monoton verdndert. Zu diesem Zweck wurden doppeltdifferenzierte
Messdaten aus der Region der antarktischen Halbinsel mit der Berner GPS-Software ausgewertet und die daraus
erhaltenen Residuen entsprechend einer Funktion der Satellitenelevationen angeordnet. Abbildung 6.4 zeigt eine
solche Residuen-Zeitreihe eines Satelliten-Empfanger-Paares in Abhéngigkeit von der Elevation.

GPS-Residuen-Zeitreihen kénnen einen z.T. deutlichen Trend aufweisen. Durch die Umordnung beziiglich der
Satellitenelevationen erhélt man dann eine Zeitreihe mit zwei “Asten”, wie Abbildung 6.4 beispielhaft zeigt.
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Zum Testen solcher Zeitreihen ist daher eine weitere Modifikation der Statistik M? notwendig, die die Trends
der beiden Aste (mittels Bildung der Pseudo-Residuen) getrennt eliminiert.

Hierzu bezeichne a < s,1 < -+ < s, < b das Design des ldngeren, a < t,; < -+ < t,r < ¢ das Design des
kiirzeren Astes mit k = k(n) € {0,...,n} und ¢ € [a, b]. Weiter seien

X = Y(Snl) = f(Sm) + 02(87”‘)6(87”‘), 1=1,...,n, (648)
Y, = Y(tn) = g(tn;) +*(tnj)n(tng), 5=1,....k, (6.49)

Q

die Beobachtungen und

Ry = Xpi—Xni1, 0=2,...,n,
Snj = Ynj - Yn,jflv Jj= 2,.. -7ka

die jeweiligen Pseudo-Residuen. Neben denselben Bedingungen, die an das Modell (6.46) gestellt wurden, wird
fiir (6.48) und (6.49) zusétzlich gefordert, dass

e 5pj —lnj = O(%), j=1,...,k, sowie

o E(en; - mpy) =0firallei=1,...,nund j=1,...,k.
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Abbildung 6.4: Fine GPS-Residuen-Zeitreihe in Abhdngigkeit von der Elevation

Die neue Teststatistik lautet dann
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Die Statistik ]\7[3 ist unter der Hypothese einer konstanten Varianzfunktion asymptotisch normalverteilt mit
Erwartungswert 0. Im Falle normalverteilter Fehler besitzt M?2 die Varianz

8
9 90

TSt k—9)

Schétzt man o8 = (02)4 konsistent durch

=3 1
o8 - -
16(n + k —14)
n—6 k—2 k—2
2 p2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Z RiRG o Ry Ry 6+ Z Ry 1 Rj (157 15740+ Z R 1 Rj (557 15741 |
j=k+1 7=3 j=3

so gilt im Spezialfall normalverteilter Fehler

20k =9 e 2 w01,

3Vo® !

Man verwirft daher die Hypothese einer konstanten Varianzfunktion genau dann zum Niveau o, wenn der Wert
der Teststatistik 7" das (1 — §)-Niveau der Standard-Normalverteilung iiber- oder das §-Niveau unterschrei-
tet. In Abbildung 6.4 wird der Wert 7' = 2.17099 der Teststatistik und der zugehorige p-Wert (Definition s.
Abschnitt 6.5), p = 0.02993, angegeben. Der Dette-Munk-Test verwirft also bei dieser Zeitreihe die Hypothese
homoskedastischer Fehler zu einem 5%-Niveau.

T .=

6.4.13 Bemerkung: Im Falle & = 0 (1 Ast) reduziert sich T auf die in SCHOKNECHT (2001) angegebene
Teststatistik.

6.4.14 Bemerkung: Die Erfahrung hat gezeigt, dass der Dette-Munk-Test die Alternative erst bei relativ
groBen Stichprobenumfiingen (ca. n > 250) einigermaflen zuverliissig erkennt.
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6.5 Giitevergleich von Tests

Es sollen nun einige der in den Abschnitten 6.2 bzw. 6.4 eingefithrten Tests beziiglich ihrer Giite verglichen
werden.

6.5.1 Tests fiir IID-Prozesse

Es wurden jeweils drei Tests auf Basis der Autokorrelationsfunktion, der Spektraldichte bzw. des Partialsummen-
prozesses, sowie drei nichtparametrische Tests beziiglich verschiedener Alternativen auf ihre Giite hin untersucht.
Zu jeder Alternative wurden 10 000 Zeitreihen mit unterschiedlichen Stichprobenumfingen (n = 50, 100, 200)
simuliert und der Anteil der zum Niveau « = 0.05 abgelehnten Hypothesen ermittelt.

Fiir den Giitevergleich wurden die folgenden Alternativen ausgewéhlt:

(X;) ~ AR(1) mit ¢, = 0.9,
(X;) ~ AR(1) mit ¢, =—0.9,
(X)) ~ MA(1) mit ¢; = 0.9,
(X)) ~ MA(1) mit ¢, = —0.9.

Zusammenfassend lasst sich sagen, dass grofie Giiteunterschiede, teilweise in Abhéngigkeit der Alternative und
/ oder des Stichprobenumfangs, festgestellt werden konnten. Es folgt nun eine detailliertere Beschreibung der
Simulationsergebnisse:

Tests aufgrund der empirischen Autokorrelationsfunktion

Als einziger Test dieser Kategorie erkannte der von Neumann Ratio (VNR) alle vorliegenden Alternativen
zuverldssig. Man beachte dabei, dass hier mit dem VNR einseitige Alternativen getestet wurden, d.h. es wurde
vorausgesetzt, dass bekannt ist, ob p(1) > 0 oder p(1) < 0. In der Praxis diirfte dies jedoch keine grofie
Einschrinkung darstellen, da p(1) durch p(1) erwartungstreu und konsistent geschiitzt werden kann.

Der auf der Teststatistik p(1) beruhende Test sowie der Portmanteau-Test zeigten sich gegen die AR(1)-
Alternativen ebenfalls recht zuverléssig, schnitten jedoch bei den MA(1)-Prozessen relativ schlecht ab. In Tabelle
6.9 ist der Anteil der erkannten Alternativen zum Niveau o = 0.05 von jeweils 10 000 simulierten Prozessen
aufgelistet (gerundet).

Tabelle 6.9: Untersuchung der Giite der auf der empirischen ACFE basierenden Tests

p(1) VNR (einseitig) Portmanteau

Hy p(1) =01 p(1)<0p(1) 20 | p(h)=0Vh=>1

Simulation | n \ H1 | p(1) #0 | p(1) >0 p(1) <0 | 3o >0:p(h) #0
AR, | 50 0.97 | 1.00- 0.94
¢1 =09 100 1.00 - - 1.00
200 1.00 - - 1.00
AR(1), | 50 009 | - 100 0.08
o1 =—0.9 | 100 1.00 - - 1.00
200 1.00 - - 1.00
MA(D), | 50 0.10 | 0.99- 0.33
01 =0.9 100 0.10 -- 0.35
200 0.11 - - 0.37
MA(D), | 50 0.09 | - 098 0.31
6, =-0.9 | 100 0.10 -- 0.35
200 0.10 - - 0.37
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Tests aufgrund der empirischen Spektraldichte

Von allen untersuchten Tests, die die Hypothese gegen die allgemeine Alternative
Hy : es existiert ein h > 0: p(h) #0

testen, erreichte in den Simulationen der Cramér-von Mises-Test die besten Ergebnisse, direkt gefolgt vom
Kolmogorov-Smirnov-Test. Der Test von Fisher war gegen die AR(1)-Alternativen ebenfalls sehr gut, bei MA(1)-
Prozessen jedoch verhéltnisméaBig schwach. Tabelle 6.10 zeigt den Anteil der erkannten Alternativen zum Niveau
a = 0.05 (ebenfalls gerundet).

Tabelle 6.10: Giitevergleich: Tests aufgrund der empirischen Spektraldichte

KS (Spektrald.) | CM (Spektrald.) | Fisher

o, p(N)=0Vh>1 | p(h)=0Vh>1 | plh) =0Vh =1

Simulation | n\ Hy | 3h >0:p(h) 20 | 3h>0:p(h)#0 | 3h>0:p(h) #0
AR(1), | 50 1.00 1.00 0.96
¢1=0.9 100 1.00 1.00 1.00
200 1.00 1.00 1.00
AR(1), | 50 1.00 1.00 0.08
¢1=-—0.9 | 100 1.00 1.00 1.00
200 1.00 1.00 1.00
MA(1), 50 0.85 0.97 0.33
0, =0.9 100 1.00 1.00 0.40
200 1.00 1.00 0.48
MA(1), 50 0.88 0.98 0.33
6, =-0.9 | 100 1.00 1.00 0.41
200 1.00 1.00 0.49

Auf dem Partialsummenprozess beruhende Tests

Die auf dem Partialsummenprozess (PSP) basierenden Tests sind offenbar nicht in der Lage, die negativ kor-
relierten Alternativen AR(1) mit ¢1 < 0 bzw. MA(1) mit 6; < 0 zu erkennen. Auch gegen den MA(1)-Prozess
mit #; > 0 waren sie in den Simulationen duflerst schwach.

Lediglich die AR(1)-Alternative mit ¢ > 0 wurde von diesen Tests erkannt. Dabei waren die Ergebnisse des
B(1)-Tests eher miflig, jene von Cramér-von Mises- und Kolmogorov-Smirnov-Test recht gut, besonders fiir
hohere Stichprobenumfinge.

Tabelle 6.11: Giitevergleich: Tests basierend auf dem Partialsummenprozess

B(D) KS (PSP) CM (PSP)

H, () =0Vh>1 | p(h)=0Vh>1 | p(h)=0Vh>1

Simulation | n\ Hy | 3h>0:p(h) 20 | 3h>0:p(h)#0 | 3h>0:p(h) #0
AR(1), 50 0.68 0.87 0.88
01 =09 100 0.67 0.95 0.94
200 0.66 0.99 0.97
AR(1), 50 0.00 0.00 0.00
01 =—0.9 | 100 0.00 0.00 0.00
200 0.00 0.00 0.00
MA), | 50 0.17 0.18 0.20
0, =0.9 100 0.17 0.22 0.21
200 0.17 0.25 0.22
MA(D), | 50 0.00 0.00 0.00
6, =-0.9 | 100 0.00 0.00 0.00
200 0.00 0.00 0.00
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Nichtparametrische Tests

Von den nichtparametrischen Tests kann lediglich der Turning-Point-Test mit Einschrankung empfohlen werden.
Dieser Test erzielte bei den meisten Alternativen ein fiir ein nichtparametrisches Verfahren iiberraschend gutes
Ergebnis. Eine Ausnahme war der negativ korrelierter MA(1)-Prozess. Bei kleinen bis mittelgroien Stichproben-
umfingen war der Test dort sehr schwach. Bei sehr grofien Stichprobenumfingen wurden die Ergebnisse etwas
besser.

Kendall’s Rangtest hatte in den Simulationen nur bei dem positiv korrelierten AR(1)-Prozess (méBigen) Erfolg.
Der Vorzeichen-Test erwies sich gegen die vorliegenden Alternativen als vollig unbrauchbar.

Tabelle 6.12: Gitevergleich: Nichtparametrische Tests auf iid-Verteilung

Kendall Turning Point Vorzeichen

Hy p(h)=0Vh>1 | p(h)=0Vh>1 | p(h)=0Vh>1

Simulation | n\ Hy | 3h>0:p(h)#0 | 3h>0:p(h)#0 | 3h>0:p(h) #0
AR(1), 50 0.63 0.70 0.10
¢1=0.9 | 100 0.64 0.92 0.07
200 0.65 1.00 0.07
AR(1), 50 0.00 0.97 0.00
¢1=-0.9 | 100 0.00 1.00 0.00
200 0.00 1.00 0.00
MA(1), 50 0.15 0.83 0.15
0, =0.9 100 0.16 0.99 0.03
200 0.16 1.00 0.05
MA(1), 50 0.00 0.19 0.03
6, =-0.9 | 100 0.00 0.32 0.02
200 0.00 0.61 0.04

6.5.2 Tests auf Homogenitit der Varianz
Zwei-Stichproben-Tests

Sind die Voraussetzungen an die Zufallsvariablen wie in Abschnitt 6.4.1 (insbesondere die Voraussetzung der
Normalverteilung) erfiillt, so ist unter den Zwei-Stichproben-Tests zum Testen der Hypothese Hy : o7 < o3
gegen die Alternative Hy : o7 > 03 der F-Test gleichméBig bester Signifikanztest zum Niveau . Zum Testen
der Hypothese Hy : 0} = 03 gegen die Alternative Hy : o} # o3 hingegen ist der 3-Test gleichméBig optimal
zum Niveau « (jeweils unter Annahme einer Neyman-Pearson-Schadensfunktion, vgl. LEHMANN (1986)).

Multiple Tests

HARTLEY (1950) vergleicht seinen in derselben Arbeit erschienenen Maximum-F-Ratio-Test mit dem Bartlett-
Test und stellt fest, dass letzterer unter den dort gewéhlten Alternativen eine etwas hohere Giite besitzt. Ein
UMP Test existiert in der Klasse der multiplen Tests auf Homoskedastizitét jedoch nicht (s. LEHMANN (1986)).

In selbst durchgefiihrten Simulationsstudien wurde der Dirichlet-Test von Wludyka und Nelson (6.42) mit dem
multiplen Beta-Test (6.43) und dem Bartlett-Test verglichen. Als Alternativen wurden die Varianzfunktionen

1 ,t<
a0 ={ 1 13

betrachtet. Fiir die Anzahl der Teilvektoren k£ und die Anzahl der Freiheitsgrade v wurden die Werte k =
3,4,6,10 bzw. v = 5,10, 15, 35 gewahlt.

[SIINT

1 n
’ sowiegg(t)—{ i ’tgi
’ 2

)

Bei diesen Simulationsstudien erzielte der Bartlett-Test eine hohere Giite als der Dirichlet-Test. Wahrend der
Unterschied bei kleinen Werten von k gering ausfillt, schneidet der Bartlett-Test fiir grole k wesentlich besser
ab als der Dirichlet-Test.
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Die Giite des multivariaten Beta-Tests hangt deutlich von der Alternative ab. Beziiglich der fallenden Varianz-
funktion g; ist die Giite des multivariaten Beta-Tests i.d.R. hoher als die des Bartlett-Tests. Ausgenommen
hiervon sind sehr grofle Stichprobenumfinge. Im Falle der steigenden Varianzfunktion gs schneidet der Bartlett-
Test i.d.R. besser ab als der multivariate Beta-Test. Eine Ausnahme bilden hier sehr kleine Stichprobenumfinge.

Die Giite des Dirichlet-Tests iiberschreitet fiir keine der beiden Alternativen die Giite des multivariaten Beta-
Tests.

Tabelle 6.13 zeigt den Anteil der erkannten Alternativen zum Niveau av = 0.05 von jeweils 10 000 Simulationen.

Tabelle 6.13: Giitevergleich: Bartlett-, Dirichlet- und multivariater Beta-Test

Bartlett mult. Beta Dirichlet
Sim. | v\ k| 34610 34610 34610
g1 5 0.07 0.09 0.10 0.12 | 0.14 0.13 0.15 0.19 | 0.07 0.07 0.07 0.07
10 0.13 0.18 0.22 0.28 | 0.14 0.22 0.26 0.32 | 0.12 0.14 0.15 0.14
15 0.19 0.28 0.34 0.45 | 0.21 0.32 0.38 0.45 | 0.16 0.22 0.22 0.23
25 0.29 0.49 0.58 0.75 | 0.32 0.49 0.57 0.68 | 0.28 0.38 0.38 0.42
35 0.42 0.65 0.76 0.90 | 0.40 0.64 0.73 0.83 | 0.40 0.52 0.54 0.58
go 5 0.08 0.09 0.10 0.12 | 0.12 0.08 0.08 0.08 | 0.07 0.07 0.07 0.07
10 0.13 0.18 0.21 0.29 | 0.12 0.15 0.14 0.14 | 0.12 0.14 0.14 0.15
15 0.18 0.29 0.34 0.45 | 0.19 0.23 0.24 0.25 | 0.17 0.22 0.22 0.23
25 0.30 0.48 0.59 0.74 | 0.28 0.40 0.43 0.46 | 0.29 0.37 0.39 0.42
35 0.40 0.66 0.77 0.90 | 0.39 0.57 0.60 0.68 | 0.40 0.52 0.54 0.59

CUSUMSQ-, MOSUMSQ und Dette-Munk-Test

Vergleicht man CUSUMSQ-, MOSUMSQ- und Dette-Munk-Test beziiglich der Alternativen g; und g2, so schnei-
det der CUSUMSQ-Test in allen Féllen deutlich besser ab als der MOSUMSQ-Test. Dabei sind die Ergebnisse
bei fallender und steigender Varianz vergleichbar. Dasselbe gilt fiir die linearen Varianzfunktionen

t t
g3(t) =2— —sowie g4(t) =14+ —, t=1,...,n.
n n

Der Dette-Munk-Test weist bei kleinen bis mittelgrolen Stichprobenumfingen sowohl eine hohe Wahrschein-
lichkeit fiir einen Fehler erster Art auf, als auch - bei den vorliegenden Alternativen - eine sehr geringe Giite.
VerhéltnisméBig gering schwankende Varianzfunktionen wie die hier vorgestellten lassen sich also mit diesem
Test quasi nicht von der Nullhypothese unterscheiden (vgl. Tabelle 6.14).

Tabelle 6.14: Gitevergleich: CUSUMSQ-, MOSUMSQ- und Dette-Munk-Test

CUSUMSQ MOSUMSQ | Dette-Munk

Simulation | v \ « | 0.10 0.05 0.01 0.10 0.01 0.10 0.05 0.01
Hy 40 0.11 0.06 0.01 0.07 0.01 0.27 0.14 0.10
80 0.12 0.06 0.01 0.07 0.01 0.24 0.11 0.07

120 0.11 0.06 0.01 0.07 0.01 0.23 0.10 0.06

200 0.11 0.06 0.01 | - - 0.22 0.08 0.05

g1 40 0.41 0.28 0.11 0.23 0.06 0.27 0.14 0.10
80 0.63 0.51 0.27 0.27 0.08 0.25 0.11 0.07

120 0.78 0.69 0.44 0.31 0.08 0.25 0.09 0.06

200 0.940.89 0.74 | - - 0.25 0.09 0.05

g3 40 0.49 0.36 0.16 0.24 0.07 0.27 0.14 0.10
80 0.72 0.60 0.35 0.30 0.09 0.24 0.11 0.07

120 0.87 0.78 0.55 0.36 0.12 0.23 0.09 0.06

200 0.970.950.82 | -- 0.22 0.08 0.04

Erfahrungsgemifl lidsst sich der Dette-Munk-Test erst ab Stichprobenumfingen von ca. n = 250 bei stark

ausgeprigten Alternativen (z.B. exponentiell fallende Varianz) sinnvoll einsetzen.
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Multiple F-Tests gegen fallende Alternativen

Ein Vergleich der beiden multiplen F-Tests mit variabler Trennlinie (einseitige Alternativen, vgl. Abschnitt
6.4.4) zeigt beziiglich der fallenden Varianzfunktionen ¢g; und gs eine in der Regel hohere Giite des von Hsu
(1977) vorgeschlagenen Verfahrens. Lediglich bei grofien Stichprobenumfingen erreicht die P,,;,-Teststatistik
im Falle der Varianzfunktion ¢; eine durchschnittlich hohere Giite, siehe Tabelle 6.15.

Tabelle 6.15: Giitevergleich multipler F'-Tests: Ppin und Hsu-Teststatistik

P,in (einseitig) | Hsu (einseitig)

Simulation | ¥ \ « | 0.10 0.05 0.01 0.10 0.05 0.01
g1 40 0.42 0.28 0.10 0.47 0.32 0.11

80 0.61 0.47 0.23 0.65 0.49 0.20

120 0.75 0.62 0.39 0.78 0.63 0.31

200 0.91 0.85 0.69 0.91 0.82 0.49

g3 40 0.27 0.16 0.05 0.33 0.21 0.07

80 0.37 0.24 0.08 0.47 0.33 0.11

120 0.44 0.30 0.12 0.56 0.42 0.17

200 0.59 0.45 0.24 0.74 0.60 0.29
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Kapitel 7. Erzeugung von Homoskedastizitat

Verwirft ein Test auf Homoskedastizitét die Null-Hypothese einer konstanten Varianz, so kénnen in der Regel
durch Transformation und/oder Gewichtung homoskedastische Beobachtungen erzeugt werden. Es folgt nun
ein kurzer Uberblick zu diesem Themenbereich. Weiterfithrende Informationen findet man z.B. in CARROLL /
RUPPERT (1988) oder SEBER / WILD (1989).

7.1 Transformation

Eine Transformation des Beobachtungsvektors Y;, := (Y1, .., Ynn)T empfiehlt sich in erster Linie bei nicht-
linearen Modellen und zur Erzeugung annihernd normalverteilter Daten. Schwankt die Varianz eines nichtli-
nearen Modells proportioanal zur Erwartungswertfunktion, so kann durch Transformation unter Umstdnden
Homoskedastizitéit erzeugt werden.

Transformation Both Sides (TBS)

Bei manchen Anwendungen ist ein funktionaler Zusammenhang des Beobachtungsvektors bekannt, z.B.

Y'n,'i zf(xnhﬁ)v izlv"'vna

wobei 3 ein unbekannter Parametervektor ist. In diesen Féllen kann es sinnvoll sein, sowohl den Beobachtungs-
vektor als auch das funktionale Modell zu transformieren. Man sucht zu diesem Zweck eine Transformation h,
so dass das transformierte Modell

h(Ynl) - h(f(xnz;ﬁ)) + €nq, 1= 1a ceey N,

annihernd normalverteilte und homoskedastische Fehler besitzt.

Box-Cox-Transformationen

Eine géngige Familie von Transformationen sind die Boz-Coz-Transformationen (siche Box / Cox (1964))

coy M.

hl(Ym 1+ /\2) B )\1 =0 ’

Dabei sind die Parameter A\; und Ay so zu wihlen, dass die Verteilung des transformierten Datenvektors
yAre) (Yﬁ‘l”\”, e Yn(él’h))T einer Normalverteilung moglichst nahe kommt. In SEBER / WILD (1989)
wird ein Verfahren zur Bestimmung von evtl. existierenden optimalen Transformationsparametern angegeben.
Héaufig existieren solche optimalen Parameter jedoch nicht.

7.1.1 Beispiel: Die Logarithmus-Transformation

Yoty Yon) T — (InY,1,...,InY,,) "

wird héufig bei Wachstumsdaten, wie z.B. Borsenindizes, eingesetzt. Sind X1, ..., Xy, unabhingig und iden-
tisch verteilte Zufallsvariablen und existieren Skalare 7,,; > 0 mit Y,; = 7, Xni, 0t = 1,...,n, so gilt

Var(lnY,,;) = Var(In7,,; + In X,,;) = Var(In X,,;).

Damit besitzt der Log-transformierte Datenvektor (InY,1,...,InY,,)" eine konstante Varianz.

7.1.2 Bemerkung: Die Box-Cox-Transformation unterscheidet sich von der oben beschriebenen TBS in er-
ster Linie dadurch, dass lediglich der Beobachtungsvektor transformiert wird. Man geht bei einer Box-Cox-
Transformation davon aus, dass der transformierte Datenvektor durch ein lineares Modell

Yrg)\h)\Z) = XnB+€n

mit anndhernd homoskedastischen Fehlern €,;, ¢ = 1, ..., n, beschrieben werden kann.

7.1.3 Bemerkung: Die Normalverteilungsannahme kann anhand der (Pseudo-) Residuen mit den Methoden
aus Abschnitt 6.3 iiberpriift werden.
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John-Draper-Transformation

Eine leicht abgewandelte Form der Box-Cox-Transformationen sind die John-Draper-Transformationen

1=1,...,n,

[Vi]*—1
YA sgn(Yoi) - —5—, A#0
n sen(Yoi) Y|, A=0"

wobei sgn(Y;,;) das Vorzeichen von Y;,; bezeichnet. Auch hier wird der Parameter A so gewiihlt, dass der trans-
formierte Beobachtungsvektor annédhernd normalverteilt ist.

7.2 Gewichtung

Wie bereits erwahnt, ist eine Transformation der Daten nur bei nichtlinearen Modellen empfehlenswert. Liegt
bereits ein lineares Modell vor, oder ergibt eine Transformation zwar Linearitét, nicht jedoch Homoskedastizitét,
so kann eine (evtl. zusétzliche) Gewichtung der Daten sinnvoll sein. Hierfiir muss in der Regel zunichst die
Varianzfunktion geschitzt werden.

7.2.1 Schitzung der Varianzfunktion

Héaufig besteht bereits eine Vorstellung iiber die etwaige Form der Varianzfunktion. So kann z.B. eine Verénde-
rung im Versuchsablauf (Wartung oder Austausch von Versuchsgeriiten, etc.) zu einem Sprung in der Varianz-
funktion fithren. In anderen Fillen liegt aufgrund von theoretischen Uberlegungen eine Vermutung iiber die
Form der Heteroskedastizitdt vor. Wir wollen uns zunéchst mit dem Spezialfall einer zweistufigen Varianzfunk-
tion (Sprungfunktion) beschéftigen.

Zweistufige Varianzfunktion

Gegeben sei das lineare Modell Y,, = X, + €, mit einer zweistufigen Varianzfunktion, d.h.

Var(Y,;) = o2, i=1,...,t", (7.1)
Var(Y,;) = o3, i=t"+1,...,n, (7.2)

wobei 1 < t* < n und o? # 3. Ist t* bekannt, so kénnen o7 und o3 leicht mittels der (rekursiven) Residuen
und des erwartungstreuen Schiitzers (6.30) geschiitzt werden. Ist ¢* jedoch unbekannt, so kénnen u.U. die
mehrdimensionalen Teststatistiken aus den Abschnitten 6.4.3 und 6.4.4 bei der Bestimmung von ¢* hilfreich
sein. Diese Teststatistiken weisen in der Ndhe von ¢* in der Regel das folgende Verhalten auf:

e Die CUSUMSQ-Teststatistik iiberschreitet die obere (das bedeutet fallende Varianz) bzw. die untere Kon-
fidenzschranke (bei steigender Varianz) um einen maximalen Wert.

e Die MOSUMSQ-Teststatistik fillt rapide ab (bei fallender Varianz) bzw. steigt rapide an (bei steigender
Varianz).

e Die multiple Beta-Teststatistik iiberschreitet an einer zu t* korrespondierenden Stelle (im Fall des Beispiels
7.2.1 in der Mitte) die obere (das bedeutet fallende Varianz) bzw. die untere Konfidenzschranke (bei
steigender Varianz).

e Die F-Statistik mit variabler Trennlinie iiberschreitet die obere (d.h. fallende Varianz) bzw. die untere
Konfidenzschranke (bei steigender Varianz) maximal.

7.2.1 Beispiel: Es sei n = 120 und

Z, % N(0,1), t=1,...,60,
i 1
z, N(0,3), t=61,...,120.
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Abbildung 7.1 zeigt die CUSUMSQ-, MOSUMSQ-, multiple Beta- sowie die F-Statistik (F-Test mit varia-
bler Trennlinie) fiir eine Realisierung von (Z;). Fiir Beta- und F-Test wurden einseitige Konfidenzschranken
gewihlt. In diesem Beispiel erwiesen sich die CUSUMSQ-Teststatistik, die multiple Beta-Teststatistik (einseitige
Alternativen) und die F-Statistik mit variabler Trennlinie (einseitige Alternativen) als relativ zuverldssig, die
MOSUMSQ-Teststatistik lieferte im Vergleich héufiger irrefithrende Ergebnisse.
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Abbildung 7.1: Die CUSUMSQ-, MOSUMSQ-, mult. Beta und mult. F'-Statistik

Allgemeine Form einer Varianzfunktion

Ein heteroskedastisches lineares Modell kann man schreiben geméif

Yni = (Xn(z))—rﬁ + Oni€nis Oni > 07 E(enz) = 07 (73)

Cov(€nis €nj) :{ (1)’ z;j’ (i=1,...,n),

wobei (X,,(i)) T die i-te Zeile von X,, bezeichnet. Im Allgemeinen geht man bei Vorliegen von Heteroskedastizitiit
davon aus, dass sich die Varianzfunktion mit dem Erwartungswert E(Y;,;) des Regressionsmodells verédndert und
von unbekannten Parametern abhidngt. Auflierdem sind weitere Einflussfaktoren denkbar. Beispielsweise nimmt
man bei geodatischen GPS-Messungen eine Abhéngigkeit der Varianz von den Satellitenelevationen an. Als
allgemeine Form einer Varianzfunktion wihlt man daher

02, = g*(E(YVni), 2,0), i=1,...,n. (7.4)

Dabei ist g2 eine unbekannte, positive Funktion, # ein unbekannter Parametervektor und z ein Vektor simtlicher
sonstiger Einflussfaktoren.
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Fiir das lineare Modell (7.3) ist der gewichtete LS-Schétzer

Be = (X, S, X)X, 81, B, = diag(od,. .., 02,),
der Best Linear Unbiased Estimator (BLUE). Doch die Fehlervarianzen o2, ...,02, und somit 3, sind unbe-
kannt, weshalb tiblicherweise der herkémmliche LS-Schétzer

A= (X X)XV, (7.5)

verwendet wird. Dieser Schétzer ist BLUE fiir das homoskedastische Regressionsmodell

Yoi = (X0(i)) "B+ 0eni, o> 0, E(ens) =0,

Loi=j
Cov(eni, €nj) = { 0 it (i=1,...,n).

Die mit dem LS-Schiitzer (7.5) berechneten Residuen r,; = Yy,; — (X, (i))" 3, i = 1,...,n, spiegeln die bei der
Berechnung von (7.5) nicht beriicksichtigten Varianzen o2, ..., 02, des Modells (7.4) wider. Aus diesem Grund
ist die Schéitzung der Varianzfunktion durch Schéitzen von

Var(ry,;) = BE(r2;)
eine naheliegende Vorgehensweise. SEBER UND WILD (1989) schlagen unter anderem vor, die Varianzfunktion
durch Schétzen des Erwartungswertes der quadrierten Residuen (mittels nichtlinearer Regression) zu schéitzen.
Alternativ kann versucht werden, durch eine (z.B. in Abschnitt 7.1 beschriebene) Transformation der qua-
drierten Residuen ein lineares Modell mit zumindest symmetrisch verteilten Fehlern zu erzeugen und dort eine
lineare Regression durchzufithren. Etwas Aufmerksamkeit verdient in diesem Zusammenhang die Logarithmus-
Transformation

T(ry;) = n(rs,). (7.6)
Wie bereits in Abschnitt 7.1 erwihnt wurde, besitzen die Log-transformierten quadrierten Residuen eine kon-
stante Varianz (siehe auch CARROLL / RUPPERT (1988)). Dies kann gerade zum Schiitzen der unbekannten Va-
rianzfunktion von Vorteil sein. Da ein Residuum nahe dem Wert 0 nach der Transformation (7.6) betragsméBig
sehr grofle Werte im negativen Bereich annehmen kann, sind die Log-transformierten quadrierten Residuen i.A.
jedoch sehr unsymmetrisch verteilt. Abhilfe kann in diesem Fall die Box/Cox-Transformation

T(r2,) = In(r2, + \2) (7.7)
schaffen. Dabei gewéhrleistet Ao > 0 eine untere Schranke fiir die transformierten Daten und kann so gewihlt

werden, dass die transformierten Daten in etwa symmetrisch um ihren Median verteilt sind. Wahlt man z.B. Ay
geméf

. (med(r?))?
Ag = “max(r?) (7.8)
so erzielt man damit
In(max(r?)) — In(med(r?)) = In(med(r?)) — In(\a). (7.9)

Sind die Residuen symmetrisch um 0 normalverteilt, kann man davon ausgehen, dass min(r?) einen Wert nahe
0 annimmt. Ferner lisst sich Ay ”grof” wihlen im Vergleich zu min(r?), aber "klein” im Verhiltnis zu med(r?)
und max(r?). Die Eigenschaft (7.9) lisst sich also ersetzen durch

In(max(r?) + Xo) — In(med(r?) + A2) ~ In(med(r?) 4+ A2) — In(min(r?) + o). (7.10)
Wegen

max (7T (r?)) = T(max(r?)), med(T(r?)) = T(med(r?)), etc.
ist (7.10) gleichbedeutend mit

max(T(r?)) — med(T(r?)) ~ med(T(r?)) — min(T(r?)),
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d.h. die transformierten Daten sind in etwa symmetrisch um ihren Median verteilt. In Experimenten wurden
mit dieser einfachen Box/Cox-Transformation recht gute Erfahrungen gemacht. Sie wird daher in BISCHOFF
ET AL. (2006) zur Schitzung der Varianzfunktion geoditischer GPS-Messreihen verwendet. Jedoch auch die
Transformation
1

T(rp:) = Irnil®
erzielte bei der Anwendung auf quadrierte (normalverteilte) Residuen annghernd symmetrisch verteilte Daten.
Einen Uberblick iiber verschiedene Transformationen zur Schitzung der Varianzfunktion und deren Eigenschaf-
ten findet man z.B. in CARROLL UND RUPPERT (1988).

7.2.2 Beispiel: Wir wollen die GPS-Residuen-Zeitreihe aus Abbildung 6.4 aufgreifen. In Abschnitt 6.4.6 ver-
warf der Dette-Munk-Test die Hypothese, dass diese Zeitreihe homoskedastisch sei, zum Niveau 0.05. Wir wollen
nun eine geeignete Gewichtsfunktion fiir diese Zeitreihe finden.

Da die Residuen-Zeitreihe aus Abbildung 6.4 einen starken Trend aufweist, eignen sich die Residuen in diesem
Falle nicht fiir das oben beschriebene Vorgehen zur Schitzung der Varianzfunktion. Wir behandeln daher die
Residuen-Zeitreihe wie eine herkémmliche Zeitreihe mit unbekanntem Trend und bilden wie in Abschnitt 6.4.6
auf jedem Ast gesondert die Pseudo-Residuen R,; = 7ni — Tn,i—1, @ = 2,...,n. Der Erwartungswert E(R,;)
wird als "klein” angenommen und bei der Schitzung der Varianzfunktion vernachlissigt. Damit kénnen wegen

(5.26) die Groen %Rfu-, i=2,4,...,2[%], zum Schétzen der Varianzfunktion verwendet werden.

Bei geoditischen GPS-Messungen geht man von einer Abhéngigkeit der Varianz von den Elevationen der Sa-
telliten aus, nicht aber von einem Einfluss des Erwartungswertes E(Y,;). Da es sich in unserem Beispiel um
Residuen doppeltdifferenzierter GPS-Beobachtungen handelt, muss man die Elevationen zweier Satelliten bzgl.
jeweils zweier GPS-Empfanger beriicksichtigen. Ist elf‘ic (tni) die Elevation (in Grad) des Satelliten S; bzgl. des
Empfingers Ay zum Zeitpunkt ¢,;, ¢ =1,...,n, j,k = 1,2, so bezeichnet im Folgenden

S.
, 90 — el’)’ (tni

die entsprechende Zenitdistanz, auf das Intervall [0, 1] transformiert (j,k = 1, 2).

Zur Modellierung der Varianzfunktion sind verschiedene Ansétze denkbar. Zunéchst entscheiden wir uns fiir
eine Funktion der Satellitenelevationen, der Kiirze halber ” ELEV” genannt, und eine geeignete Transformation
T.

0.21537

0.06
1

-0.20576

TRANS

0.00
1

0.2 0.4 0.6 0.8

ELEV

Abbildung 7.2: Transformierte Pseudo-Residuen der GPS-Zeitreihe aus Abb. 6./

Dabei wéhlen wir ELEV und T so, dass die nach der Funktion ELEV angeordneten Daten T(%R?”) durch ein
lineares Modell mit zumindest symmetrisch verteilten Fehlern beschrieben werden kénnen. In diesem Beispiel
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entscheiden wir uns fiir

BLEV () 1= 5 - (%, ()? + (252 (000))? + (205, (1)) + (245 (001))°)

und T'(z) = (2)%, = > 0. Als Regressionsfunktionen des linearen Modells wiihlen wir
fi=1und fotn;) = cos? (ELEV ().

Wir bestimmen nun fiir das lineare Modell

T(%R,?”) = “\E/’g' = 6 + 6y-cosT(ELEV (tn;)) + 0ni (7.11)
E(6ni) =0, i = 2,4,...,2[%] ,

die LS-Schiitzer fiir die Parameter #; bzw. 6, und erhalten 6, = 0.21537 und 65 = —0.20576. Abbildung 7.2 zeigt
1

die transformierten Pseudoresiduen T (%Riz) = (%Riz) Y, i1=2,4,...,2[%], in Abhéngigkeit von der Funktion

ELEV. Der geschiitzte Mean M := 0.21547 — 0.20576 - cosz (ELEV) ist als Kurve eingezeichnet.

Wir wollen uns nun noch versichern, dass wir mit 7'(x) = (x)7 eine geeignete Transformation und mit (7.11)
ein brauchbares lineares Modell gewahlt haben und betrachten zu diesem Zweck den Normal-QQ-Plot und die
geschétzte Dichte der standardisierten Residuen des linearen Modells (7.11). Wie man in Abbildung 7.3 sehen
kann, ist der Normal-QQ-Plot der standardisierten Residuen des Modells (7.11) nahezu linear, und die empirische
Dichte stimmt relativ gut mit der (gestrichelt eingezeichneten) Dichte der Standard-Normalverteilung iiberein.
Lediglich die augenscheinlich vorliegende Heteroskedastizitéit der quadrierten und transformierten Pseudo-
Residuen (vgl. Abb. 7.2) ist eine weniger befriedigende Eigenschaft der transformierten Residuen T'(3RZ;)
mit 7 wie in (7.7) und (7.8).

Normal Q—Q Plot density(x = (RES — mean(RES))/sqrt(var(RES)))
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Abbildung 7.3: QQ-Plot und geschitzte Dichte der Residuen aus Modell (7.11)

Wendet man nun die Umkehrabbildung 7! der Transformationsfunktion 7" auf den geschitzten Mean M des
Modells (7.11) an, so erhilt man einen Schétzer fiir die Varianzfunktion der Residuen-Zeitreihe durch
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7.2.2 Gewichtung

Hat man wie in Abschnitt 7.2.1 die Varianzfunktion o( -) geschiitzt, gewichtet man die Beobachtungen in ¢,,; mit

— /
Wy 1= (02(tm-)) , ©=1,...,n. Ist die Varianz korrekt geschétzt, zeigt der gewichtete Beobachtungsvektor

(W1 Yna,- . ,w,mY,m)—r eine homogene Varianz. Nach erfolgter Gewichtung sollte daher erneut ein Test auf
Homoskedastizitéit durchgefiihrt werden, um die Eignung der geschétzten Varianzfunktion zu iiberpriifen.

7.2.3 Bemerkung: Man beachte, dass sich durch eine Gewichtung des Beobachtungsvektors Y,, auch die
Designmatrix des linearen Modells Y;, = X,,8+¢,, bzw. die Mean-Funktion m( -) der Zeitreihe Y; = m;+ Z;, t =
1,...,n, verdndert. Z.B. besitzt das gewichtete lineare Modell (7.3) die Form

SRy, = STV2X, B+ 50 2, mit B7Y2 = diag(w, ..., wy). (7.12)
Der BLUE fiir das Modell (7.12) ist nun gegeben durch den gewichteten LS-Schitzer

Ba= (XS X)X ey, (7.13)

7.2.4 Beispiel: In Beispiel 7.2.2 ergab die Schéiitzung der Varianz der R681duen-Ze1trelhe aus Abbildung 6.4
die Funktion 02 (t,;) = (M(t A i=2,4,. ,2[5], mit M( i) :=0.21547—0.20576- -cosz (ELEV (ty;)). Daraus
erhalten wir eine mogliche Gew1chtsfunkt10n

W 1= { 1/(]\}[(1%”1»))27 1=2,4,. 2[[%]

wn7i+1, Z = 1 3

Abbildung 7.4 zeigt die mit wy,;, i = 1,...,n, gewichtete Zeitreihe aus Abb. 6.4, den Wert 0.43399 der Dette-
Munk-Teststatistik und den entsprechenden p-Wert 0.6643. Im Gegensatz zur ungewichteten Zeitreihe aus Abb.
6.4 verwirft der Dette-Munk-Test im Falle der gewichteten Zeitreihe die Hypothese nicht mehr.

20
|

0.43399

0.6643

gew.res

-10

0.2 0.4 0.6 0.8

elev
Abbildung 7.4: Die gewichtete Zeitreihe aus Abb. 6.4
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7.2.3 Verallgemeinerte Kleinste Quadrate Schitzung

Um die Genauigkeit der Varianz- und Parameterschétzer zu erh6hen, kann man diese iterativ verfeinern, d.h.
nach den folgenden Schritten vorgehen:

1.) Schiitze die Varianzen o2, ...,02 anhand der LS-Residuen r = Y — X3, wobei 8 = (XTX) ' XTY der
herkémmliche LS-Schétzer ist.

2.) Gewichte das lineare Modell mit der Matrix /2 = diag(67",...,6; 1), ;' = (;?)*1/2, i=1,...,n,
und berechne den gewichteten LS-Schétzer (7.13)

3.) Schiitze die Varianzen 0%, ...,02 anhand der Residuen r = Y — X Bg, wobei BG der gewichtete LS-Schétzer
aus dem zweiten Schritt ist.

4.) Wiederhole die Schritte 2.) und 3.) k-mal, wobei die Anzahl k der Iterationen vom Anwender festgelegt
wird.

Dieses iterative Schétzverfahren findet man in der Literatur unter den Bezeichnungen Generalized Least Squares
oder [lteratively Reweighted Least Squares (siche z.B. SEBER (1977) oder CARROLL / RUPPERT (1988).

7.2.5 Bemerkung: In BISCHOFF ET AL. (2006) wurden die Varianzfunktionen geodétischer GPS-Messreihen
sowohl ohne Tteration (nur Schritt 1), als auch iterativ (Schritte 1 bis 4) geschéitzt. Ferner wurden fiir die einfache
Schitzung (keine Iteration) quadrierte LS-Residuen, fiir die iterative Schiitzung hingegen rekursive Residuen
verwendet. Anschlieend wurden die gewichteten Zeitreihen jeweils auf Homogenitéit der Varianzfunktion ge-
testet. Ein Vergleich zeigte in drei von 18 Fillen deutlich bessere Testergebnisse bei iterativer Schétzung. Die
anderen Zeitreihen wiesen keine signifikanten Unterschiede in den Testergebnissen auf.
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Kapitel 8. Erginzung: Bispektralanalyse

8.1 Bispektralanalyse

8.1.1 Die Bispektraldichte

Als Fourier-Transformierte der Autokovarianzfunktion beinhaltet die Spektraldichte einer stationiren Zeitrei-
he lediglich jene Informationen, welche in der Autokovarianzfunktion enthalten sind. Man spricht hierbei von
Informationen zweiter Ordnung, da lediglich die Kovarianz zwischen jeweils zwei Zufallsvariablen X, X; beriick-
sichtigt wird. In manchen Fillen sind jedoch auch Informationen dritter Ordnung, d.h. jene, die die Kohérenz
dreier Zufallsvariablen X,, X, X; beriicksichtigen, von Bedeutung. Informationen dritter Ordnung sind in der
Bispektraldichte enthalten.

8.1.1 Definition: Eine reellwertige Zeitreihe (X;), ¢ € Z, heifit stationdr bis zur Ordnung k (k € N), falls

(i) E(X}F) < oo fiir alle t € Z,

(ii) fir alle ¢1,...,t, € Z, n € N, und fiir alle kq, ..., k, € Ny mit Z;;l kj < k gilt:

VheZ: B(X, oo Xy, ) =B (X LX),
Im Falle k = 2 entspricht dies der schwachen Stationaritidt aus Abschnitt 3.2.

8.1.2 Definition: Es sei (X;) reellwertig und stationér bis zur Ordnung 3 mit p := E(X};). Dann heifit
C(h1, he) == E(Xy = p)E(Xo1n, — )EXiyn, —p) (ha, he € Z)

die Kumulante dritter Ordnung fiir hy und he. Aufgrund der Stationaritét bis zur Ordnung 3 ist C(hq, ha)
konstant in ¢. Ist die Kumulante dritter Ordnung absolut summierbar, d.h.

S [C(h k)| < oo,
hi=—00 ho=—00

so wird fiir wy,wy € [—m, 7] durch

1 = = —iw —iw
sonen) = g DD Clinha)e

h1:—OO th—OO

(8.1)
die Bispektraldichte von X; definiert.
8.1.3 Bemerkung: Ist (X;) ein reellwertiger Prozess und stationir bis zur Ordnung 3, so gilt

a) C(hl, hg) = C(hg, hl) = C(—hl, h2 — hl) = C(hl — hg, —hg).

b) Die Bispektraldichte ist eine in jedem Argument 2m-periodische, komplexwertige Funktion mit
g(—w1, —w2) = g(w1,ws). Weiter folgt aus a) g(wi,ws) = g(wa,w1) = g(—w1 — wa,wa) = g(wr, —w1 — wa).

¢) Aufgrund von b) ist die Bispektraldichte durch ihre Werte im Dreieck D := {0 < w; < 7, 0 < wy <
w1, 2wi + wy < 27} vollstéindig spezifiziert.
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Beweis: Von den Aussagen in a) und b) soll lediglich die Gleichung g(w1, —w1 —ws) = g(w1, ws) gezeigt werden.
Der Rest ist leicht nachzupriifen.

I - —iwrha-tiws hatiwsh
g(wl,—wl _w2) = (271')2 Z Z M e 1ha+iwaha
hi1=—00 hg=—00 =C(h1—ha,—h2)
I - - | |
_ _ _ —iw1 (h1—h2)—iw2(—h2)
o (2m)? Z Z C(h1 — ha, —hg)e™ "R mteai i
h1=—00 ho=—o00
, - 00 . _ —twa (—
= (27T)2 Z Z C(hl _h27_h2)e lwl(hl h2) 2( h2)
h1—hz=—00 —hg=—00
= g(wi,w2).

¢) Es seien die Werte der Bispektraldichte auf dem Dreieck D gegeben. Durch die Eigenschaft g(wy,ws2) =
g(w1, —w1 — we) ist dadurch auch die Bispektraldichte auf dem Dreieck F := {0 < wy < 71, —2w; < wg <
—w1, wa > —27 + w} spezifiziert. Durch g(wy,w2) = g(—wi — wa,ws) ist weiter die Bispektraldichte auf
F:={-rm—-w <ws <-wy, 0<wy <wi/2, wo > —27 — 2wy} bestimmt. Alle anderen Punkte des Intervalls
[-7, 7] x [—m, 7] erhélt man durch Spiegelung der Dreiecke D, E und F an der Geraden {w; = wa} (dies
entspricht der Abbildung S; : R? — R?, ) (w1, ws) = (wa,w1)), Verschiebung (entspricht der 27r-Periodizitéit der
Bispektraldichte), sowie der Punktspiegelung der Dreiecke D, E und F am Nullpunkt (entspricht der Abbildung
52 : R2 — R2, Sg(wl,wg) = (—wl, —(UQ)). O

Ist (X;) ein stationirer linearer Prozess

Xi= Y e, (&) ~ID(0,07), (8.2)

j=—00

dann heift

H(w) := Z e

j=—o00

die Transfer-Funktion von (Xj).

8.1.4 Lemma: Fiir den stationéren Prozess (8.2) gilt

a) v(h) =02 (Z?’;_OO 1/1j1/)j+h) (Bemerkung 3.2.8)

b) Fiir die Spektraldichte gilt
2 2 —_—
g(w) =5 [Hw)]* = §- H(w)H(w) = £ H(w)H(-w).

2m

Ist in (8.2) (X}) stationér bis zur Ordnung 3 und ps := E(e?), so gilt auflerdem

¢) C(hi,ha) = ps3 (Z;O:_OO 1/1j1/)j+h1‘/’j+hz)

d) Fiir die Bispektraldichte gilt g(w1,ws) = =25 H(w1)H (w2)H(—wi — wa).

Beweis: SUBBA RAO / GABR (1984).

8.1.5 Definition: Es sei X eine Zufallsvariable mit existierendem 3. Moment E(X?). Es bezeichne ux den
Erwartungswert und ox die Standardabweichung von X. Dann heifit

,_ E[(X - MX)3]
S3 = 703
X

der Skewness-Parameter von X.
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Der Skewness-Parameter misst gewissermafien die Nicht-Symmetrie einer Verteilung. Ist X symmetrisch verteilt,
so gilt s3 = 0. Die Normalverteilung z.B. besitzt als symmetrische Verteilung den Skewness-Parameter 0. Ist
im Modell (8.2) der Prozess (X;) stationér bis zur Ordnung 3 und (e;) gauBverteilt, so ist demnach p3 = 0 und
nach Lemma 8.1.4 ¢) und d) ist sowohl die Kumulante dritter Ordnung als auch die Bispektraldichte konstant
0.

8.1.6 Definition: Es seien ¢(-) und g(- ,-) die (nichtnormierte) Spektral- bzw. Bispektraldichte eines bis zur
Ordnung 3 stationéiren Prozesses (X;). Dann wird durch

g(w1,w2)
V9(wi)g(wa)g(wr + ws)

flwr,ws) ==
die normierte Bispektraldichte definiert.

Ist der lineare Prozess (8.2) stationir bis zur Ordnung 3 und u3 := E(e?), so gilt nach Lemma 8.1.4 b) und d)

2 _ |g(w1, wa)|? Y
Flonwa)l” = oo onglon F o) ~ 2mos? 1@2) €D (8:3)

|f(w1,ws)|? ist in diesem Falle also konstant fiir alle (w1, ws) € D. Insbesondere ist | f(wy,w2)|? = 0, falls (X;)
symmetrisch verteilte Zuwéchse (¢;) besitzt. Somit ist es moglich, anhand eines Schiitzers fiir die Bispektraldichte
Tests zu konstruieren, die die Hypothese Hy : u3 = 0 testen. Muss diese Hypothese verworfen werden, so kann
man davon ausgehen, dass €, t € T, nicht symmetrisch verteilt ist, insbesondere, dass (e;) kein GauB-Prozess
ist.

8.1.2 Ein Schitzer fiir die Bispektraldichte

Soll die Bispektraldichte eines bis zur Ordnung 3 stationéren Prozesses geschétzt werden, so geht man im Prinzip
wie bei der Schitzung der Spektraldichte vor. Man berechnet zundchst das Periodogramm dritter Ordnung, ein
Pendant zum Periodogramm und gléttet dieses anschliefend mittels eines Fensters.

Man betrachte die bis zur Ordnung 3 stationére Zeitreihe (X;), ¢ € Z, zu den Zeitpunkten ¢t = 1,..., N. Ein
natiirlicher Schétzer fiir C'(hy, ha) ist

N—h
(Xt — Y)(Xﬂrhl — Y)(Xt+h2 — Y), h,l, h2 Z O, h = IIlElJX(O7 h,l, h2)
t=1

~ 1
O(hl, hg) = N

Nun definiere man fiir wy,ws € [—m, 7]

1 N-1 N—-1 R ‘ .
I(wl,wg) = 5 Z Z C(hl,hg)e_wlhl_“"zh? )
Ly R Wy O

Man nennt I(- ,-) das Periodogramm dritter Ordnung von (X:). Das Periodogramm dritter Ordnung ist ein
asymptotisch erwartungstreuer Schétzer fiir die Bispektraldichte, jedoch wie das Periodogramm zweiter Ordnung
i. A. nicht konsistent (s. BRILLINGER / ROSENBLATT (1967)). Also muss auch I(- ,-) durch ein geeignetes
Window geglittet werden. In SUBBA RAO / GABR (1984) werden verschiedene Bispektral-Windows eingefiihrt,
eines davon soll an dieser Stelle vorgestellt werden.

Es sei G die Ellipse {(01,02) : 07 + 03 + 6102 < 7?}. Die Funktion

V3 (1— 102 + 03 + 610 falls (0.0
W(91,92) Z:{ Oﬂ'%( 7r2( 1+ 2+ 1 2))7 sinsst( 1, 2)€G7
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heiflt Optimum Bispektral Window.

Man wihle nun eine Folge (My) so, dass MTJZ)V — 0 fiir My, N — oo. (Niheres zur Wahl von My bei gegebenem
N € N siehe SUBBA RAO / GABR (1984)). Zu gegebenem N € N ist dann ein konsistenter Schétzer fiir die
Bispektraldichte gegeben durch (vgl. SUBBA RA0 / GABR (1984))

f](wl,wz) = / M]%W(MN(Hl — wl), MN(92 — w2))[(91, 92)d6‘1d6‘2
Somit ist

Flw. we) == §lwr,wn)
fon ) = e s T on)

ein Schétzer fiir die normierte Bispektraldichte.

Abbildung 8.1: Das Optimum Bispektral- Window

8.1.3 Ein Test fiir 3 = 0 und Linearitat

Wie bereits erwihnt, gilt fiir einen linearen Prozess mit drittem Moment ps = 0, dass die normierte Bispek-
traldichte f(w1,ws) konstant ist fiir alle i, 7 € N. Insbesondere trifft dies fiir einen Prozess mit gauBiverteilten
Zuwichsen zu. Abschnitt 8.1.2 erlaubt eine Beurteilung von |f (w1, ws)|? anhand graphischer Kriterien. In der
Regel ist es jedoch wiinschenswert, die Hypothese

Hy : (X3) ist linear und stationdr bis zur Ordnung 3 mit pz =0

auch zu testen. SUBBA RAO UND GABR (1984) testen Hy in zwei Schritten. Hier soll ein einfacher Test von
HiNnicH (1982) vorgestellt werden, der auf der y2-Verteilung basiert.

Zunéchst wird der Bereich D aus Bemerkung 8.1.3 mit einem Punktegitter L iiberzogen. Hierfiir sei My = N"
fiir ein n € (%, 1). HiNICH (1982) merkt an, dass zu Testzwecken 1 nur geringfiigig grofler als % gewiihlt werden

sollte. Man setze wy, = 22 (2m — 1), w, = M2 (2n — 1)7 und
N 3
L= myWn):n=1...,m, 1 <2 < — 4 =5,
{(w wp):in m m+n MN+2}
Anschlieend wihle man ein feineres Gitter L so, dass jeder Gitterpunkt (Wm,wp) von L der Mittelpunkt eines
Quadrates Qy, , ist, das M3 Gitterpunkte des Gitters L enthélt. Diese Gitterpunkte miissen nicht notwendi-
gerweise in D enthalten sein. Fiir jeden Punkt (w;,w;) des Gitters L wird nun I(w;,w;) berechnet. Anschliefend
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wird das Periodogramm dritter Ordnung auf einfache Weise geglittet, indem fiir jeden Gitterpunkt (wi,,wy,)
von L

g (%(Qm — 1)m, %(211 - 1)7r> = % Z I(w;,wj)

N (wi,0;)€Qm.,n

als Schétzer fiir die Bispektraldichte verwendet wird. Besitzt ein Quadrat Qp,, , Punkte (w;,w;) aulerhalb des

Bereiches D, so werden diese Punkte bei der Mittelbildung nicht beriicksichtigt. In diesem Fall muss der Faktor

ﬁ durch einen geeigneten Vorfaktor ersetzt werden (ersetze M% durch die Anzahl der Summanden). Nach
N

HINICH (1982) ist (- ,-) ein konsistenter Schitzer fiir g(- ,-).

Entsprechend schitzt man ¢(- ) durch Mittelung von My benachbarten Periodogramm-Ordinaten (Periodo-

gramm zweiter Ordnung, s. Abschnitt 4.2.1) und erhélt fiir jeden Gitterpunkt (wp,,w,) von L den Schitzer

2 . |g (wmawn)|2

Flemon] = G 8@na (o )’

Es bezeichne nun ¢, , die Anzahl der Punkte in D N @y, , wobei die Punkte auf dem Rand von D N Q. p
doppelt gezdhlt werden. Setze

21 2

}/} = _
m,n N1-4n. Gmn

f <%(2m 1, 2 (2 1)7r>

8.1.7 Lemma: FEs sei (X;) ein linearer Prozess geméf (8.2), stationér bis zur Ordnung 3. Dann ist unter der
Hypothese Hy die Teststatistik T := 2Z(m,n)eL Y,n.n approximativ x2-verteilt mit 2A Freiheitsgraden, wobei
A die Anzahl der Gitterpunkte (wp,,wy) in L ist.

Beweis: HINICH (1982).

Das Testverfahren ist nun klar. Man verwerfe Ho, falls T > X3, ,_,, , wobei x5, ;_, das (1 — a)—Quantil der
x2-Verteilung mit 2A Freiheitsgraden ist.

Muss der Test verworfen werden, so kommen als Ursachen in Frage

(i) Die Zuwiichse () sind nicht symmetrisch verteilt,
(i) Die Zuwichse (e;) sind nicht éid-verteilt,
(#41) Der Prozess (X;) ist nicht stationér bis zur Ordnung 3,
(iv) Es liegt kein linearer Prozess vor.
Zur Kléarung der Frage, ob tiberhaupt ein linearer Prozess vorliegt, hat HINICH (1982) einen Test entwickelt, der

auf dem Quartilsabstand der nicht-zentralen y2-Verteilung (siehe z.B. JOHNSON ET AL. (1995)) basiert. SUBBA
RAO UND GABR (1984) haben einen entsprechenden F-Test entwickelt.

Verwirft ein solcher Test die Hypothese eines linearen Prozesses, stellt sich die Frage, wie im Falle (iv) ein
nichtlinearer Prozess modelliert werden kann. Mogliche Modellansétze, z.B. Bilineare Prozesse, Threshold-
Autoregressive Prozesse, Exponentiell-Autoregressive Prozesse, werden z.B. in PRIESTLEY (1980) eingefiihrt.
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Anhang A. Begriffe aus der Funktionalanalysis

A.1 Grundlegendes aus der Funktionalanalysis

A.1.1 Definition: Es sei K ein Korper (K =R oder K = C) und E eine nichtleere Menge. Ist fiir alle z,y € F
und « € K eine Summe z + y € E und ein Produkt ax € E definiert, so dass

(i) 24+ (y+2) = (x +y) + z (Assoziativitit),

(i) x +y=y+ 2 (Kommutativitit),

(7i7) es existiert ein Nullelement in F,

(v) oz +y) = az+ay,
(vi) (a+ B)x = ax + Bz,

(aB)z = a(fx),

X =

)
)
)
(iv) fiir jedes x € F existiert ein inverses Element —z,
)
)
(vii)
) 1

(viti

so heifit E ein Vektorraum iiber K.
A.1.2 Beispiel: Der R" := {(zy,...,2,)" :2; €R,i=1,...,n} ist ein Vektorraum iiber R.

A.1.3 Beispiel: Der Raum C[0,1] aller reellwertigen, auf dem Intervall [0,1] stetigen Funktionen ist ein
Vektorraum iiber R.

A.1.4 Definition: Eine nichtleere Teilmenge U eines Vektorraumes E heifit (linearer) Unterraum von E,
wenn fiir alle z,y € U und alle a € K gilt:

(i) x4+yeU,
(17) ax € U.

A.1.5 Bemerkung: Fiir einen Vektorraum E und einen beliebigen Unterraum U von FE gilt (vgl. HEUSER
(1992)):

(1) U enthilt das Nullelement von E und ist selbst ein Vektorraum.
(74) Der Schnitt beliebig vieler Unterrdume von E ist wieder ein Unterraum von E.

(7i7) {0} ist ein Unterraum von E.

A.1.6 Bemerkung und Definition: Es sei M eine nichtleere Teilmenge des Vektorraumes E. Nach Bemer-
kung A.1.5 (ii) ist der Schnitt aller Unterrdume, die M enthalten, ein Unterraum von E. Man nennt diesen
Unterraum den von M erzeugten (oder aufgespannten) Unterraum oder die lineare Hiille von M und schreibt
(M) oder sp(M).

A.1.7 Bemerkung: Die lineare Hiille einer Menge M entspricht der Menge aller (endlichen) Linearkombina-
tionen von Elementen aus M.
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A.1.8 Definition: Sei F ein Vektorraum iiber einem Koérper K (K = R oder K = C). Ist fiir jedes Paar (z,y)
mit z,y € E eine Zahl (z,y) € K so definiert, dass

(i
(ii

) (& +y,2) = (,2) + (y,2),

)
(iid)

)

y) = alr,y), aeK,

x
y,x) = (z,y), ( {z,y) die zu (z,y) konjugiert komplexe Zahl ),

(
@
(
() (z,2) >0V 2z € Fund (z,z) =0 < 2 =0,
so heifit (x,y) Innenprodukt. Der Raum E, versehen mit einem Innenprodukt, heifit Innenproduktraum.

A.1.9 Beispiel: Auf dem Vektorraum R™ ist durch (z,y) := Y0 zy; = 2'y, @ = (v1,...,2,) ",y =
(Y1,--,yn) " € R™, ein Innenprodukt definiert.

A.1.10 Definition: Es sei E ein Vektorraum iiber einem Korper K. Ist jedem Element x € E eine Zahl ||z||
so zugeordnet, dass gilt

(i) [z 20V 2 € Eund ||z|| =0« z =0,
(i) ozl = |zl o € K,

(#i2) [lz +yll < =l + [lyll
so heifit ||z|| die Norm von z. Der Raum E, versehen mit einer Norm, heifit normierter Raum.

Ist nun auf einem Vektorraum E iiber K ein Innenprodukt (-,-) gegeben, dann wird durch ||z := /(z, x) eine
Norm auf E definiert (vgl. z. B. HEUSER (1992)), die durch (-,-) induzierte Norm.

A.1.11 Beispiel: Die euklidische Norm ||z|| = />, 22, 2 = (z1,...,2,) " € R", ist die durch das Innen-
produkt aus Beispiel A.1.9 induzierte Norm des R".

A.1.12 Satz: (Schwarz’sche Ungleichung) Ist E ein Innenproduktraum, so gilt fiir x,y € E stets

(@, )l < [lz]l -yl

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn x und y linear abhéngig sind.

Beweis: s. HEUSER (1992).

Ist (zy) eine Folge in E derart, dass zu jedem e > 0 ein ng € N existiert, so dass fiir alle n,m > ng gilt
|2 — zm]|| < €, so spricht man von einer Cauchyfolge.

A.1.13 Definition: FEin normierter Raum E heifit vollstindig, falls jede Cauchyfolge (x,,) aus E gegen ein
Element aus E konvergiert, falls also fiir jede Cauchyfolge (z,,) C F ein x € E existiert mit

|z — 2|l = 0 (n — o0). (A1)
Ein vollstdndiger normierter Raum wird auch Banachraum genannt.

A.1.14 Beispiel: Der R”, versehen mit der euklidischen Norm, ist ein Banachraum.

A.1.15 Beispiel: Der Raum C0, 1] aller reellwertigen, auf dem Intervall [0, 1] stetigen Funktionen, versehen
mit der Maximumsnorm

— t A2
(B tgl[gﬁ]lw()la (A.2)

ist ein Banachraum.
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A.1.16 Definition: Eine Teilmenge M eines normierten Raumes E heifit abgeschlossen, wenn der Grenzwert
jeder konvergenten Folge (x,,) C M ein Element aus M ist.

A.1.17 Definition: Es sei M eine Teilmenge des normierten Raumes E. Der Schnitt aller abgeschlossenen
Teilmengen, die M enthalten, heifit Abschluss von M. Man schreibt M. Die Menge M N E\M heifit der Rand
von M.

A.1.18 Bemerkung: Der Abschluss M ist die Menge alle Grenzwerte konvergenter Folgen aus M. Es gilt
M = M <= M abgeschlossen.

Ist M = E, so sagt man, M liege dicht in E.

A.1.19 Bemerkung: Es sei U ein Untervektorraum des vollstindigen normierten Raumes E. Dann ist U
selbst ein normierter Raum und als solcher genau dann vollstdndig, wenn er als Unterraum von F abgeschlossen
ist. (Fiir einen unvollstéindigen normierten Raum F folgt aus der Abgeschlossenheit des Unterraumes U nicht
die Vollsténdigkeit von U.)

A.1.20 Definition: FEinen Innenproduktraum, der beziiglich seiner durch das Innenprodukt (-, -) induzierten
Norm vollstandig ist, nennt man Hilbertraum.

A.1.21 Beispiel: Der Vektorraum R”, versehen mit dem Innenprodukt (z,y) := Y ., x;y; ist ein
Hilbertraum.
A.1.22 Definition: Sind x1,x2,... Elemente des normierten Raumes FE, so sagt man, die Reihe Z;il T;

konvergiere gegen ein Element aus E, wenn ein € F existiert mit
m
m— 00
|z — g x| — 0.
i=1

In diesem Falle schreibt man z =) .~ @; .

A.1.23 Definition: In einem Innenproduktraum FE heiflen zwei Elemente z,y zueinander orthogonal (i.Z.
2 Ly), wenn ihr Innenprodukt verschwindet, also falls (z,y) = 0.

Eine Folge {u1,us,...} von Elementen u; € E heilt Orthogonalfolge, falls die u; paarweise orthogonal sind,
falls also gilt (u;,u;) =0, i # j. Eine Orthogonalfolge {u1,us,. ..} heifit Orthogonalbasis tir E, falls die u;, u;
zueinander orthogonal sind (i # j) und jedes Element z € E darstellbar ist in der Form

:CzZaiui, a; €K, i=1,2,... (A.3)
i=1

Allgemein nennt man eine Menge zueinander orthogonaler Elemente Orthogonalsystem.

Eine Menge {u1,us,...} von Elementen eines normierten Raumes E heifit Orthonormalfolge , falls die u;
paarweise orthogonal sind und fiir jedes Element gilt |lu;|| = 1. Ist {uy, ua,. ..} zusétzlich eine Basis von E, ist
also jedes z € E darstellbar in der Form (A.3), so hei8t {uy, us,...} Orthonormalbasis.

A.1.24 Beispiel: Im R” bilden die Einheitsvektoren e;, ¢ = 1,...n, die an der i-ten Stelle eine 1 und sonst
Nullen besitzen, eine Orthonormalbasis.

A.1.25 Satz: Es sei {uj,us,...} eine Orthonormalfolge des Hilbertraumes E und a; € K, i € N. Dann

konvergiert Y2 | a;u; gegen ein Element aus E genau dann, wenn » .-, |a;|* < co. Ist z ein Element aus dem
Hilbertraum E mit

o0
T = E iU,
i=1

so sind die Koeffizienten a; eindeutig bestimmt durch a; = (x,u;), i € N.

Den Beweis findet der Leser z.B. in HEUSER (1992) oder BACHMAN ET AL. (2000).



148 Kapitel A. Begriffe aus der Funktionalanalysis

A.2 Erginzungen zur Fourier-Theorie

In Anhang A.2 werden einige Begriffe eingefiihrt, die in der Literatur zur Fourier-Theorie haufig verwendet
werden.

A.2.1 Faltungen

Unter der Faltung (engl. convolution) zweier reellwertiger Funktionen ¢ und ¢ versteht man das Integral

(px)(t) = /Oo o(s)Y(t — s)ds.

— 00

A.2.1 Lemma: Bezeichnet f die Fourier-Transformierte der quadratisch integrierbaren Funktion ¢ und g die
Fourier-Transformierte von 1 € L?, so ist die Fourier-Transformierte h der Faltung o * v gegeben durch

Beweis: Es ist

hw) 29 L OO< /Oo <p(s)¢(t_s)ds>ewtdt

— 00 — 00

2m
v=t—s 1 e ° —iw(s+v)
= o w(s)v(v)e dsdv
™

— 00 — 00

21

— 00 — 00

- L /OO o(s)e ™3 ds /OO Y(v)e” ™ dy
=  f(w) gw)-27. (A4)

O

A.2.2 Lemma: Die Fourier-Transformierte k des Produktes ¢(t) - 1(t) der quadratisch integrierbaren Funk-
tionen ¢ und 1 ist die Faltung der Fourier-Transformierten von ¢ und v, also

k(w) = (f * g)(w).

Beweis:
fN) - glw— )\)d)\) e“tdw

[ e

= /_OO FN)eMdA - /_OO g(w)e™tdv
= et)-9()

@ -1 ist also die inverse Fourier-Transformierte von & und somit, wegen der Eindeutigkeit in L?, k die Fourier-
Transformierte von ¢ - . m

A.2.2 Distributionen und Dirac-Impuls

Motivation: Ein physikalischer Impuls, z.B. ein Lichtblitz, benotigt in der Realitdt eine bestimmte Zeitdauer,
innerhalb derer er sich entwickeln und auch wieder abklingen kann. Abbildung A.1 zeigt eine Funktion, die z.B.
als Energie eines Lichtblitzes im Laufe der Zeit interpretiert werden kann. Im Allgemeinen ist sowohl die Dauer
als auch die genaue Form des Impulses nicht bekannt und auch nicht von Interesse. Von Interesse ist vielmehr
der Effekt, den dieser Impuls z.B. bei seiner Messung ergibt.
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Abbildung A.1: Physikalischer Impuls

In Abbildung A.1 erreicht die Energie des Lichtblitzes zur Zeit A € R ihr Maximum. Es soll die gesamte Energie
(also die Energie iiber den gesamten Zeitraum) gemessen werden und wir nehmen an, die Messung ergebe einen
Wert ¢(\) € R. Diesen Messvorgang kénnte man theoretisch durch Integration der Funktion aus Abbildung A.1
beschreiben, doch die genaue Form dieser Funktion ist unbekannt. Zur Behebung dieses Problems behilft man
sich mit Distributionen (verallgemeinerten Funktionen).

A.2.3 Definition: Eine auf dem R" definierte Funktion ¢ heifit finit, wenn sie auflerhalb einer beschréinkten
Menge M C R"™ verschwindet. Die Menge aller im R™ finiten und beliebig oft stetig differenzierbaren Funktionen
¢ : R™ — C bezeichnet man mit D. Die Elemente von D nennt man Grund- oder Testfunktionen.

A.2.4 Definition: Man sagt, die Folge (¢r) C D konvergiert in D gegen 0, falls

(i) eine beschrinkte Menge M existiert, so dass alle ¢ auBerhalb M verschwinden

.. k—oo
(i) supern |¢x(z)] — 0

(i) Supyepn (527" ... (52)P" dro ()] "= 0 fiir alle py, ..., p, € N,

Eine Folge (¢) konvergiert in D gegen ¢, falls (¢ — ¢) — 0. Die Schreibweise ¢ = Y .=, ¢; bedeutet, dass die
Folge der Teilsummen Zle ¢; gegen ¢ konvergiert.

Die Definition der Konvergenz in D fordert also neben der gleichméifiigen Konvergenz auf R™ (Bedingung (i7))
auch, dass die Folgen der partiellen Ableitungen (beliebiger Ordnung) gleichmiflig auf R™ konvergieren (ii4).
Ist auBlerdem M}, die definitionsgeméf zu ¢y, existierende Menge, aulerhalb derer ¢, verschwindet, so bedeutet
(i), dass die Vereinigung aller Mengen M}, beschrinkt sein muss.

A.2.5 Definition: Eine Abbildung 7" : D — C heifit Funktional auf D. T heifit linear, falls gilt
T\ + pab) = AT (p) + pT (v) fiir alle ¢, € D und A, pu € C.

Ein Funktional T heifit stetig, falls aus ¢,, — ¢ stets T'(¢,) — T(¢) folgt (fir jede Folge (¢,) C D).

Ein Funktional auf D ist eine komplexwertige (oder reellwertige) Abbildung, die auf einer Menge von Funk-
tionen definiert ist. Linearitdt und Stetigkeit in D sind also vollig analog zu Linearitdt und Stetigkeit von
Funktionen auf R definiert.

A.2.6 Definition: Eine Distribution oder verallgemeinerte Funktion ist ein stetiges lineares Funktional T :
D — C.
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A.2.7 Beispiel: Der Dirac-Impuls ¢ ist jenes Funktional, welches einer Funktion ¢ : R — C, ¢ € D, ihren
Wert an der Stelle 0 zuordnet. Man schreibt

5(6) = [ o030 = 0(0) (A.5)

Aufgrund der Eigenschaft (A.5) stellt der Dirac-Impuls ¢ eine bequeme Schreibweise dar, um einen physikalischen
Impuls zu beschreiben. Man stellt sich § daher hiufig als einen unendlich kurzen, unendlich starken Impuls vor.
Findet dieser Impuls nicht an der Stelle 0, sondern an einer beliebigen Stelle A € R statt, so schreibt man

5t — A)(6) = / SO3(E — Nt = 6(N). (A.6)
Der Effekt einer Folge von Impulsen an den Stellen A1, Ao, ... ldsst sich damit schreiben in der Form
(Z 5t —Xi))(9) = Z(‘W —Ai)(9) = Z¢()\i)' (A7)
i=1 i=1 i=1

A.2.8 Bemerkung: Es soll betont werden, dass eine Distribution keine auf dem R™ definierte Funktion
im herkdommlichen Sinne ist, dass man vielmehr eine Testfunktion ¢ auf sie anwenden muss, um ihr einen
Wert zuzuweisen. Héufig ist es jedoch sinnvoll, eine Distribution in Abhiingigkeit von ¢ € R zu betrachten (man
vergleiche die Schreibweisen (A.6) und (A.7)). Dies fiihrt in gewissem Sinne auf eine Verallgemeinerung des
Funktionen-Begriffes. Man bezeichnet Distributionen daher auch als verallgemeinerte Funktionen.

Eine kurze, empfehlenswerte Einfithrung in die Theorie der Distributionen bietet GOPFERT / RIEDRICH (1994).
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Anhang B. Begriffe aus der Wahrscheinlichkeitstheorie

B.1 Grundlegendes

B.1.1 Definition: Es sei X eine Zufallsvariable. Dann nennt man dasjenige Wahrscheinlichkeitsmafl P, das
jeder geeigneten Teilmenge A des Zustandsraumes von X den Wert PX(A) = P(X € A) zuordnet, die Verteilung
von X.

B.1.2 Definition: Ist P ein Wahrscheinlichkeitsmafl und A ein Ereignis, so sagt man, A gelte P-fast sicher
(P-f.s.), falls P(A) = 1.

Es seien X1,...,X,, Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilungsfunktion F und fiir j = 1,...,n bezeich-
ne F; die Verteilungsfunktion von X;. Dann sind die Zufallsvariablen Xq,...,X,, genau dann (stochastisch)
unabhdngig, wenn fiir alle t1,...,t, € R gilt
Flti, . ota) = Fi(t1) .. - Fulty).
Im Falle einer diskreten Verteilung sind X7, ..., X,, genau dann unabhdngig, wenn fir alle z4,...,z, € R:
P(Xl :Il,...,Xn:In):P(Xl :Il)' P(Xn:In)

Besitzen alle X1, ..., X, dieselbe Verteilung, so sagt man, X1,...,X,, sind identisch verteilt. Sind X1,..., X,
unabhéngig und identisch verteilt mit Verteilungsfunktion F', so schreibt man
X1, X, "R

W F, B(X,) = p, Var(X;) = 02, schreibt man

Ist (X;) eine Zeitreihe mit X, Xo, - -
(X¢) ~ IID(p, 0?).
Dabei steht “iid” bzw. “IID” fir “independent and identically distributed”.

B.1.3 Definition: Zwei Zufallsvariablen X und Y heiflen unkorreliert, wenn

E(XY) = E(X)E(Y). (B.1)
(B.1) ist gleichbedeutend mit Cov(X,Y) = 0. Die Zufallsvariablen X1, Xo,... heiflen unkorreliert, falls
Cov(X;, X;) =0 fiir alle 7 # j.

Unabhéngige Zufallsvariablen sind stets unkorreliert. Aus der Unkorreliertheit folgt jedoch (aufler bei normal-
verteilten Zufallsvariablen) nicht die Unabhéngigkeit.

B.1.4 Definition: Es sei Py ein von einem Parameter 1 € © abhingiges Wahrscheinlichkeitsmafl und Ey
bezeichne den entsprechenden Erwartungswert. Dann heifit eine Folge von Schitzern (T,),>1 fiir ¢ asymptotisch
erwartungstreu, falls fiir alle ¥ € © gilt

lim Eg(T)) = 0.

n—oo

B.1.5 Definition: Es sei Py ein von einem Parameter ¢ € © abhéngiges Wahrscheinlichkeitsmafl. Dann heif3t
eine Folge von Schitzern (T,)n>1 fiir O konsistent, falls fiir alle ¥ € © gilt

lim Py(|T,, — 9| >¢€) =0 Ve > 0. (B.2)

n—oo

B.1.6 Bemerkung: Der Einfachheit halber sagt man auch, der Schéitzer T, sei asymptotisch erwartungstreu
bzw. konsistent fiir ). Man beachte, dass (B.2) gleichbedeutend ist mit T, Lo, 9 (s. Abschnitt B.4.2).

B.1.7 Bemerkung: Ist T}, asymptotisch erwartungstreu und gilt Var(T},) "== 0, so ist T}, konsistent.
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B.1.8 Definition: Es seien X,...,X,, Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte fy, wobei ¥} ein unbekannter
Parameter ist. (ZB. 9 = (u,02) im Falle X1,..., X, % N(u,02).) Zu den Zufallsvariablen X1, ..., X, seien

Realisierungen 1, ..., z, gegeben. Dann heifit die Funktion
Lx(ﬁ) = f’ﬂ(xla e ,In)

die Likelihood-Funktion zu © = (21,...,xy). Die Likelihood-Funktion beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass
unter Annahme des Parameters 9 die Werte 1, . . ., x,, beobachtet werden. Es ist also jener Wert ¥ ein plausibler
Schétzer fiir ¥, der zu gegebenen beobachteten Werten z1, .. ., z,, die Likelihoodfunktion bzgl. 4 maximiert. Ein
solcher Schétzer hei3t Maximum-Likelithood-Schidtzer fiir ¥.

Die Maximum-Likelihood-Schéitzung ist ein parametrisches Verfahren, d.h., abgesehen von dem zu schéitzenden
Parameter 9 muss die Verteilung der X7, ..., X,, bekannt sein. Im Allgemeinen wird fiir Maximum-Likelihood-
Verfahren eine Normalverteilung der Zufallsvariablen X7, ..., X,, vorausgesetzt, da sich dann In(L, (1)) leicht
berechnen und ableiten lésst.

B.2 Spezielle Verteilungen

B.2.1 Definition: Fiir a € R sei §, dasjenige Maf§ auf R mit

1, €A,
5“(‘4)_{ 0 Z¢A.

Man nennt d, das Finpunktmaf$ oder die Einpunktverteilung in a. Eine Zufallsvariable mit dem Einpunktmaf}
als Verteilung heifit singuldr verteilt. Eine Zufallsvariable ist genau dann singuldr verteilt, wenn sie f.s. (fast
sicher, vgl. Definition B.1.2) konstant ist.

B.2.2 Definition: Es sei X eine Zufallsvariable mit Dichte

_ 1 (z —p)?
f(z) = o eXP(—T

dann heit X normalverteilt mit Erwartungswert 4 und Varianz o2, i.Z. X ~ N (p,0?).

), 0% >0,

B.2.3 Bemerkung: Ist X ~ A(u,0?), dann besitzt die Zufallsvariable Y := v 47+ X eine N'(v 4 71u,7% - 0?)-
Verteilung.

B.2.4 Bemerkung: Ist X ~ A (y,0?) und Y ~ N (v, 72?), dann besitzt die Zufallsvariable X +Y die Verteilung
N(p+tv,0?+72).

B.2.5 Definition: Essei X = (Xi,...,X,)" ein d-dimensionaler Zufallsvektor und fiir jedes X, j=1,...,d,
existiere der Erwartungswert E(X;) von X;. Dann heifit

E(X):= (EX,...,EX,)"
der Erwartungswertvektor von X. Ist zusétzlich EX ]2 < 00 V7, so heifit die d x d-Matrix

5 = (Cov(Xy, X;))?

ij=1

die Kovarianzmatriz von X.

B.2.6 Definition: Der Zufallsvektor X = (Xi,...,X4)" besitzt genau dann eine d-dimensionale Normalver-
teilung, falls fiir jedes ¢ = (c1,...,cq) " € R? die Zufallsvariable
d
CTX = Z CiXi
i=1

eindimensional normalverteilt ist.

Die d-dimensionale Normalverteilung ist durch Erwartungswertvektor und Kovarianzmatrix eindeutig bestimmt.
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B.2.7 Definition: Sind X}, ..., X} stochastisch unabhéngig und je N(0, 1)-verteilt, so heiit die Verteilung
von
x?2-Verteilung mit k Freiheitsgraden (xi-Verteilung).

B.2.8 Definition: Sind X ~ x2, und Y ~ x2 stochastisch unabhingig, so nennt man die Verteilung der

Zufallsvariablen
Lx
F= 4=
=Y

eine F-Verteilung mit m und n Freiheitsgraden, i.Z. F' ~ F,, , .

B.2.9 Definition: Sind X ~ x2, und Y ~ x2 stochastisch unabhingig, dann heifit die Verteilung der Zufalls-
variablen

X
B =
X+Y
eine (3-Verteilung mit Parametern 4 und 4, 1.Z. B~z 2 .

B.2.10 Bemerkung: Die Dichte der Normalverteilung ist auch als Gaujf’sche Glockenkurve bekannt, die Nor-
malverteilung wird auch als Gauflverteilung bezeichnet. Die Normal-, Chi-Quadrat-, Beta- und F-Verteilungen
sind, neben vielen anderen, ausfiihrlich in den Biichern JOHNSON ET AL. (1994) bzw. JOHNSON ET AL. (1995)
beschrieben.

B.3 Der Raum L?*(P)

B.3.1 Definition: Es sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafi auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). Fiir
k € R, k > 0, bezeichnet L¥(P) die Menge aller reellwertigen Zufallsvariablen X auf (Q, 4, P) mit

E|XF < cc.
Sind X und Y zwei Zufallsvariablen aus L¥(P) mit X =Y P-fs., so werden X und Y in L*(P) miteinander
identifiziert.

B.3.2 Bemerkung: L*(P) ist ein Vektorraum iiber R, denn

(i) XeL¥(P) = aXeclL*P)(acR),
(i) X,Y € L*(P) = X+Y € L*P).

Dabei folgt (i7) aus der Ungleichung

X+ Y[ (X[ + YD
(2max(| X[, [Y])*

28(1X1F + |Y1F).

IAINCIA

Fiir k > 1 wird auf L*(P) durch

1
1 1 = (B[X[*)"

eine Norm definiert, d.h. es gilt

(i) | X||x >0, wobei | X|x =0« X =0 P-fs,,
(@) faX|lk = [af[[X]lr, «eR,
(iid) X+ Yk < [ Xk + Y]]
Die Normeigenschaften (i) bis (ii) sind mit dem entsprechenden mafitheoretischen Hintergrund leicht zu iiber-

priifen. Interessierte Leser werden in diesem Zusammenhang auf die mafitheoretische Standardliteratur (z.B.
BILLINGSLEY (1995)) verwiesen.
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B.3.3 Definition: Sind X, X;, Xo,... Zufallsvariablen aus L*(P), k> 1, mit
E|X, — X|F "= 0,

k
so sagt man, die Folge (X,,)n>1 konvergiert im k-ten Mittel gegen X, i.Z., X, LiE) X.

B.3.4 Satz: Der normierte Raum L*(P), k > 1, ist vollstindig, d.h. jede Cauchyfolge (X, )n>1 in LE(P)
konvergiert im k-ten Mittel gegen ein X € L*(P). L*(P) ist also ein Banachraum.

Beweis: z.B. BILLINGSLEY (1995).

Von besonderer Bedeutung ist der normierte Raum L?(P) aller reellwertigen Zufallsvariablen mit existierendem
zweiten Moment E(X?). Auf diesem Banachraum wird durch

(X,Y) :=E(XY) (B.3)

ein Innenprodukt definiert, denn mit (B.3) sind die definierenden Eigenschaften eines Innenproduktes erfiillt:

(i) (X+Y,2) =(X,2)+(Y,2),
(17)  (aX)Y) =a(X)Y), aeR,
(ii1) (Y, X) =(X,Y),
(i) (X,X) >0, wobei(X,X)=0e X =0 P-fs.

Wegen (X, X) = E(X?) induziert das Innenprodukt (B.3) die Norm auf dem vollstéindigen normierten Raum
L?(P). Der Raum L?(P) ist also ein Hilbertraum.

B.3.5 Bemerkung: Nach Definition sind zwei Zufallsvariablen X und Y aus L?(P) genau dann zueinander
orthogonal, falls (X,Y) =0, d.h

X1Y < E(XY) =0.

Sind X,Y € L?(P) mit EX = EY = 0, dann sind X und Y genau dann zueinander orthogonal, wenn sie
unkorreliert sind.

Der folgende Satz ist in der Stochastik von grofler Bedeutung und soll daher fiir einen beliebigen Hilbertraum
H, versehen mit einer Norm || - ||, formuliert werden. In Bezug auf den Hilbertraum L?(P) ersetze man also H
durch L?(P), das Element y € H durch eine Zufallsvariable Y € L?(P), etc.

B.3.6 Satz: (Projektionssatz) Es sei F ein abgeschlossener Unterraum des Hilbertraumes H und y € H
beliebig. Dann existiert genau ein y* € F mit

TV B.4
ly — vl gggl\y x| (B.4)
und es gilt

y* € F und ||y — y*| :ngg”y—x” — y*eFundy—y*LF.
T

Beweis: z.B. BROCKWELL / Davis (1991).

Der Projektionssatz besagt also, dass ein Element y* aus F genau dann den Abstand zu y minimiert (bezgl. der
Norm in H und iiber alle Elemente aus F), wenn y — y* orthogonal zu F ist. Der Projektionssatz gewihrleistet
auch die Eindeutigkeit dieses Elementes y*.

B.3.7 Definition: Das eindeutig bestimmte Element y* € F aus Satz B.3.6 heifit Orthogonalprojektion (OGP)
von y auf F. Der Operator prr, der jedem y € H seine Orthogonalprojektion przy = y* zuordnet, heiit OGP-
Operator auf F. Ein Operator M ist genau dann OGP-Operator auf F, wenn gilt:

(i) yeF = My=y,
(i) ylF = My=0.
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Abbildung B.1: Orthogonalprojektion

Abbildung B.1 veranschaulicht die Orthogonalprojektion graphisch.

B.3.8 Bemerkung: Fiir eine Projektionsabbildung pr gilt stets

pr s = pra. (B.5)
Ist pr eine Orthogonalprojektion, so ist pr zusétzlich selbstadjungiert, d.h. es gilt

(prrx,y) = (z,prpy) fir alle z,y € H. (B.6)

Ist H = RY und M die Abbildungsmatrix eines OGP-Operators, so entsprechen (B.5) und (B.6) den Eigen-
schaften

d.h., M ist symmetrisch (ii) und idempotent (i).

Beweis: CHRISTENSEN (1987).

B.4 Konvergenzarten

B.4.1 Konvergenz in L?(P)

B.4.1 Definition: Sind X, X, X»,... Zufallsvariablen aus L?(P) und gilt
E|X, - X|*? =% o,
so heifit (X,,)n>1 im quadratischen Mittel gegen X konvergent, 1.Z.
L2(P)

X, — X oder Lim. X,, = X in L*(P).

2 2
B.4.2 Lemma: Sind X, X1, Xo,...,Y,Y1,Ys, ... Zufallsvariablen aus L*(P) und gilt X,, LB X, Y, L&)

so gilt auch

Y,

2
Xo1Y, "D x4y

Beweis:

E[(Xn + Yo — X = V)2 = E[(X, = X)} + E[(Ya = V)2 42 El(X,— X)(¥n—Y)] —0,

SE((Xn—X)2V2E[(Yo—Y)2]1/2
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B.4.3 Lemma: Es seien X, k € N, normalverteilte Zufallsvektoren und X}, konvergiere in L?(P) gegen
X, d.h. E(| Xy — X|3) — 0. Dann ist auch X normalverteilt und fiir den Erwartungswertvektor bzw. die
Kovarianzmatrix gilt

E(X) = lim E(X}) und Cov(X) = klirrgo Cov(X}).

k—oo

Beweis: S. OKSENDAL (1995).

B.4.2 Stochastische Konvergenz
Es seien X, X1, Xo, ... Ré%wertige Zufallsvariablen.
B.4.4 Definition: Man sagt, die Folge (X,,)n>1 konvergiert stochastisch gegen X (i.Z. X, i X ), falls gilt

P(| X, — X|| > €) "= 0 Ve > 0.

Dabei ist || - || eine beliebige Norm des R¢. Besitzt X eine Einpunktverteilung §, im Punkt a € R%, so schreibt
man auch X, £, ..
B.4.5 Lemma: Esseien X, X1, X, ... Zufallsvektoren mit Werten in R%. Dann gilt fiir jede stetige Funktion
h:R¢ — R®

P P
X, — X = h(X,) — h(X).

Beweis: z.B. GANSSLER / STUTE (1977).

B.4.3 Verteilungskonvergenz
Es seien X, X1, Xy, ... Ré%wertige Zufallsvariablen mit zugehorigen Verteilungsfunktionen F, I, Fs, . ..

B.4.6 Definition: Die Folge (X,,),>1 konvergiert nach Verteilung (oder konvergiert schwach) gegen X, falls
gilt

lim F,(z) = F(x)
fiir alle Stetigkeitsstellen « von F'. Die Verteilung von X heifit Grenzverteilung von (X,,). Man schreibt
X, 25 X,

B.4.7 Bemerkung: (Fiir d = 1:) Die Grenzverteilung einer schwach konvergenten Folge ist eindeutig be-
stimmt, d.h. aus X, L2, X und X, 2y folgt, dass X und Y dieselbe Verteilung besitzen.

Beweis: z.B. GANSSLER / STUTE (1977).
B.4.8 Bemerkung: (Fiir d =1:) Aus X, Ix folgt X, 2. X,

Beweis: z.B. BILLINGSLEY (1995).

B.4.9 Bemerkung: (Fiir d = 1:) Besitzt X eine Einpunktverteilung 4, fiir eine reelle Zahl a € R, so folgt aus

der Verteilungskonvergenz X, 2. X die stochastische Konvergenz X, £,
Beweis: z.B. BILLINGSLEY (1995).
B.4.10 Satz: (Cramér-Wold) Es seien X, X1, Xs,... d-dimensionale Zufallsvektoren. Dann gilt

X, B X+e=a"X, 2a XVa=(a1,...,aq) € R%



B.4 Konvergenzarten 157

Beweis: z.B. BILLINGSLEY (1995).

Fiir beliebige normierte Raume S definieren wir die Verteilungskonvergenz wie folgt:

B.4.11 Definition: Es sei S ein normierter Raum und X, X, , n € N, Zufallselemente aus S mit zugehorigen
Verteilungen P, P,, , n € N. Gilt fiir jedes Ereignis A mit P(0A) = 0 (0A bezeichnet den Rand der Menge A,
siehe Definition A.1.17)

lim P,(A) = P(A),

n—oo
so sagt man, P, konvergiert schwach gegen P (1.Z. P, = P) oder X,, konvergiert nach Verteilung gegen X (i.Z.
X, = X).

B.4.12 Satz: (Abbildungssatz) Es seien S und S’ normierte Riume und X, X1, Xs, ... Zufallselemente mit
Werten in S sowie X, L. X in S. Weiter sei h: S — S' eine stetige Abbildung. Dann gilt

hX,) = h(X)in S

Beweis: z.B. BILLINGSLEY (1968).

B.4.13 Lemma: Es sei S ein normierter Raum, X, X1, Xo,...,Y1,Ys, ... Zufallselemente mit Werten in S
sowie a € S. Dann gilt

D
Xn o X } = (X,,Y,) = (X, a).

Y, —a
Beweis: z.B. BILLINGSLEY (1968).
B.4.14 Lemma: Gilt X, 2, X sowie Y, £, a, so folgt

X, +Y, 2 X+a

X, Y, 2 X-.a

Beweis: folgt sofort aus Lemma B.4.13 und dem Abbildungssatz.

B.4.15 Satz: Es sei S ein normierter Raum und X, X,,,Y,, n € N, Zufallselemente mit Werten in S. Dann
gilt
X, =X

i — Y, > X.
[ Xn = Yol — 0

Beweis: z.B. BILLINGSLEY (1968).

B.4.16 Definition: Es sei g von beschrinkter Variation auf [0,1] und B eine reelle, normale Brown’sche
n—oo

Bewegung. Weiter sei 0 = 2,0 < - -+ < zpp, = 1 mit maxg?:l |Zn; — #nj—1| — 0. Dann definiert man
1 n
/ 9(2)dB(2) :=1im.y oo > 9(20;)[B(2nj) — B(zn j1)] (Grenzwert in L*(P)).
0 —
Jj=1

B.4.17 Lemma: Ist B eine reelle, normale Brown’sche Bewegung und g von beschrénkter Variation auf [0, 1],
so gilt

/01 g(2)dB(z) ~ N <o, /01 g(z)2dz> .
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Beweis: Es seien z,9 < -+ < zp, wie in Definition B.4.16. Aus B(z,;) — B(zn j—1) ~ N(0, zn; — 2, j—1) folgt
(da die Zuwiichse der Brown’schen Bewegung unabhingig sind), dass

n

> 9(20))[B(2ns) — B(znj-1)] (B.7)
J=1

ebenfalls normalverteilt ist mit Erwartungswert 0 und Varianz > 25, 9(2n;)*[2nj — 2n.j—1). Da (B.7) in L?(P)

gegen fol 9(z)dB(z) konvergiert, folgt mit Lemma B.4.3 die Behauptung. O

B.4.18 Definition: Ist B eine reelle, normale Brown’sche Bewegung und ¢ von beschrinkter Variation auf
[0, 1], so definiert man

1 n
/0 B(2)dg(z) :=1.im.,—eo Z B(2n,j-1)[9(2n;) — 9(2n.j—1)] (Grenzwert in L*(P)).
j=1

mit 2,0 < -+ < Zn, wie in Definition B.4.16.

B.4.19 Lemma: FEs gilt
/ 9(2)dB(z) = g(1)B(1) - / B(2)dg(2).
0 0

Beweis: Es seien 2,0 < - -- < zp, wie in Definition B.4.16. Dann ist

n

> 9(20j)[B(znj) = B(znj-1)] = 9(201)[B(2n1) — B(2n0)] + 9(2n2)[B(2n2) — B(2n1)]

j=1
4+ 4 g(Znn)[B(Znn) — B(Zn,nfl)]

= —g(zn1)B(zno) — ; B(zn,j-1)[9(2nj) — 9(zn,j-1)]

=0 P—f.s.
D B)dg(2)
+ 9(2nn) B(znn) -
=9(1)B(1)
O
B.4.20 Lemma: Ist B eine reelle, normale Brown’sche Bewegung, so gilt
/01 B(z)dz ~ N(0, %)

Beweis: Da B ein GauB-Prozess ist, besitzt jede Linearkombination von Komponenten eines Vektors
(B(2n0)s - - -, B(2nn)) " eine Normalverteilung, insbesondere auch die Summe Y7 | B(2n;)(2ni — 2n,i—1). Somit

ist fol B(z)dz als L?*(P)-Grenzwert dieser Summe nach Lemma B.4.3 ebenfalls normalverteilt. Nach Lemma
B.4.19 und Lemma B.4.17 ist

E (/01 B(z)dz) —E(B(1))—E (/01 de(z)> =0 P—fs.

AufBlerdem gilt

Var </01 B(z)dz>

Var(B(1)) + Var </01 de(z)> — 2Cov (3(1), /01 de(z))

1 L =
= 1+3 _QJLH;OZZM Cov(B(1), B(2nj) — B(2nj-1))

Jj=1

Cov(B(1),B(2n;))—COV(B(1),B(2n ;1))

1 -
= 1+§—27}LH;Oleznj(2nj—2n7j_1)

1 ! 1
= 1+--2 dz = =.
—|—3 /Ozz 3
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Anhang C. Buchstaben und Symbole

@ R

>R T DI AN 0

o <uw

> =

Tabelle C.1: Die gingigsten griechischen Buchstaben

alpha
beta
gamma
delta
epsilon
zeta
eta
theta
jota
kappa
lambda

W mi

v ni

& = xi

T 11 pi

P rho

o X sigma
T tau
o, P phi

X chi

P v psi

w Q omega

Tabelle C.2: Abkiirzungen und Symbole

es existiert

fir alle

Mengendifferenz

direkte Summe

orthogonal zu
Projektionsabb. auf U
Transponierte der Matrix A
verallgemeinerte Inverse v. A
Bildraum von A

Faltung

approximativ

besitzt die Verteilung

unabh. u. identisch verteilt
Verteilungskonvergenz
stochastische Konvergenz

Konvergenz in Lo(P)
Schétzer fiir 0

HHg g sz
.\§v%v 3=

G

® 8

(z,y)
(2)

9]
09
[=]

Nabla (Differenzenoperator)
partielle Ableitung

Rand der Menge M

orthogon. Komplement von M
Abschluss von M

lineare Hiille von M

lineare Hiille von M

abgeschl. lineare Hiille von M
abgeschl. lineare Hiille von M
arithm. Mittel des Vektors X
arithm. Mittel des Vektors X
zu z konjugiert komplexe Zahl

grofite ganze Zahl <z
Betrag von x
Norm von x

Innenprodukt von x und y
Vorzeichen von x
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