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Uber gewisse Umordnungen von Permutationen I.
Von Heinrich Tietze in Minchen.

Vorgelegt am 4. Juni 1943.

§ 1. Das Umordnungs-Verfahren.

1. Es seien V=7, + ... -+ #; Elemente in f (= 1) Kategorien
i, ..., faufgeteilt, derart daf3 #; Elemente zur Kategorie mit der
Nummer ¢ gehéren. Far diese Elemente sei eine bestimmte Rang-
ordnung ’

a) >ad)_ > ... >aP > af (1)
festgesetzt. Wir betrachten eine (echte oder unechte) Teilmenge
der Menge dieser Elemente, und zwar in einer bestimmten An-
ordnung:

4 =[a%, .. ., ofm (2)
(1 £m < N); und wir bezeichnen als in A enthaltene ,,ab-
steigende Linic** (oder kurz ,,Linie’) ein System von s Elementen
gleicher Kategorie

@y Bzvzp—s+1) ©)
wenn folgende zwei Bedingungen erfiillt sind: 1) alle Elemente
aus (3) kommen in (2) vor; 2) wenn (im Falle s > 1) 2!? und 2%
zwei verschiedene Elemente aus (3) sind und y > § ist, dann
kommt a(;’;) in (2) an fritherer Stelle vor als a®). — Das Element a(;;)
werde das ,,Anfangselement’’ der Linie genannt.

Eine solche Linie in 4 heiBe ,,vollstindig®, wenn es keine um-
fassendere absteigende Linie in 4 gibt, so da} die Elemente (3)
eine echte Teilmenge davon bilden. Es sei 7(4) die Anzahl der
vollstindigen in A enthaltenen Linien.

2. Als ,,Konversion mége nun das folgende Verfahren be-
zeichnet werden, durch das die Elemente von 4 in eine neue An-
ordnung X (4) gebracht werden. Hiezu betrachten wir zunidchst
die Anfangsglieder der vollstindigen Linien aus A; diese An-
fangsglieder mégen in umgckehrter Reihenfolge angeschrieben
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werden gegeniiber derjenigen Reihenfolge, in der sie in 4 an-
geordnet sind; auf jedes dieser Anfangsglieder mégen aber in
K (A) unmittelbar die Elemente der zugehérigen absteigenden
Linie (in absteigender Anordnung) folgen. Beispielsweise ist
Ve (A) — [a(g)’ a(;)’ a(é)’ (Z(})), a(;), (Z(é), ll(f), a(g)’ a(?), d(z)’ a(g)]’

wenn

A = [2D, a®, a2, a9, o, a, o, oD, oD, oV, o],
also

D R O O 4 JUN ( O S ( S () S O
die / (A4) = 6 vollstindigen Linien in 4 mit den Anfangsgliedern
a®,a®, a?, aY, oD, a9 sind. Jede vollstindige Linie in A ist
offenbar in K (A4) als (vollstindige oder unvollstindige) Linie
enthalten und es ist / (K (4)) <7 (4). Im Falle 7 (4) =1 ist
K (A = A4.

3. Ist
P=lxy. .. @

cine Anordnung (Permutation) aller V' Elemente, so mége fiir
jedes & (1 < x < NV) die Anzahl / (P,) =/, der vollstindigen
Linien in

Py =[xy ..., %] (s)

bestimmt werden. Offenbar ist

V=4 <L <. <1y

und
EINEYY ©
Ist dann g der gréBte Wert von A von der Art, dal / (P,) = f
ist, so werde P, =F (P) = F, (x,y,..., xy) =H gesetzt,
ferner symbolisch
P =[F H] (7)

geschrieben und unter Verwendung der gleichen Symbolik die
Permutation P’ durch

P =11, K (F)] ®
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definiert. Damit ist eine bestimmte Umordnung der Per-
mutation P erklirt.! Rekursorisch werde dann P® fiir v > 2
durch P" = (P*Y definiert.

§ 2. Finite und stationéire Permutationen.

4. Eine absteigende Linie in (2), deren Elemente in (2) un-
mittelbar aufeinanderfolgen, mége cin Verband in A heillen;
und zwar ein ,,vollstindiger Verband‘‘, wenn es keinen ihn ent-
haltenden umfassenderen Verband in A4 gibt. Bezeichnet o (4)
die Anzahl der vollstindigen Verbiande von 4, so gilt v (") <
< (P)'3; da somit

v(P)ZvPYZov P2 ... (9)
ist und da alle v (P")) > £ sind, existiert
o (P) =limy (P(”)) (10)

und es ist
wP)zf ¢ @)

Eine Permutation P, fiir welche v (£) = o (P) ist, also in
allen Ungleichungen (9) das Gleichheitszeichen gilt, heille ,,finit*,
Fir beliebiges P werde mit e () der kleinste Wert v bezeichnet,
fiir den PM finit, d. h. v (PY) = o (P) ist.

5. Es heile P, stationdr’, wenn es ein p 2> 1 gibt, so daf P
= P ist. Hiezu gehoren die trivialen Fille, fir welche v (P) = f
und dann (vgl. Nr. 3) g =N, F (P) = P, H leer ist, wo wir P
als ,,abgeschlossen’’ bezeichnen, und dann die nicht-trivialen, wo
P ,stabil” heile, mit v (£) > f. Wegen der endlichen Anzahl
(= NV!) aller iiberhaupt méglichen Permutationen muf} fiir be-
liebiges P ein v existieren, derart daB P stationir ist. Eine
genauere Untersuchung, die auf den Bau der finiten Permutatio-
nen niher eingeht, zeigt, daB jedes finite 2 stationir ist (das Um-

1 Es gibt ein Kartenspiel (Patience), das bei entsprechender Deutung diese
Umordnung realisiert, wobei giinstiger bzw. ungiinstiger Ausgang durch das
Gleichheitszeichen bzw. Ungleichheitszeichen in (11) bestimmt wird. Vgl.
Lc.k

12 Vgl die mit der vorliegenden Note gleichbetitelte Note II, Nr. 8,
Anm. 6. [Zusatz bei der Korrektur.]
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gekehrte ist selbstverstindlich), daf fiir belicbhiges 2 somit P
bereits fiir v == ¢ (P) stationdr ist. Weiters lassen sich, wenn auf
den Platz cines einzelnen ausgewihlten ,,Leit'-Elements y in
den verschiedenen P™ bzw. in den zugehérigen & (P™) (so-
ferne sie y enthalten) geachtet wird, Kriterien dafiir aufstellen,

daf3 P stabil ist.2

* Vgl. eine Arbeit, die im Jahresbericht der Deutsch. Math. Vereinigung

erscheinen soll.



