
Sitzungsberichte 

der 

mathematisch-physikalischen Klasse 

der 

K. B. Akademie der Wissenschaften 

zu jVLünchen. 

Band XXXVIII. Jahrgang 1908. 

München 

Verlag der K. B. Akademie der Wissenschaften 

1909. 

In Kommission des G. Franz'schon Verlags (J. Rolli). 



85 

Über den Legendre-Besselschen Kettenbrnch. 

Von Niels Nielsen. 

(Eingelaufen 4. Juli.) 

Herr Perron hat neuerdings einen strengen Beweis der 

Legendre-Besselsehen Kettenbruchentwicklung für den 
Quotienten zweier Zylinderfunktionen gegeben. *) Immerhin 

dürfte der folgende Beweis, den ich in meinen Universitäts- 
vorlesungen zu benützen pflege, wegen seiner relativen Kürze 
und Einfachheit vielleicht nicht ganz ohne Interesse sein: 

Bezeichnet a eine willkürliche endliche Zahl, die jedoch 
weder Null noch negativ ganz sein darf, so ist die Potenzreihe 

(1) (p{n,x) = + + 1 ! a 1 2!a(a+l) 1 3 ! a {a +1) (a + 2) , + ' 

beständig konvergent; aus (1) erhält man unmittelbar die 
Fundamentalgleichung : 

x2 

(2) cp (a, x) — cp (a + 1, x) = ^ • cp (a -)- 2, x). 

Setzt man demnach: 

(3) V («, %) = ~ 
cp (a -(- 1, x) 

cp (et, x) ’ 

so ergibt sich wegen (2): 

ip (a, x) = 
a -)- ip (a -f- l,x)' 

woraus man in ganz 

Kettenbruch 

(4) ip (a, x) = 

herleitet. 

f o r m a 1e r Weise 

x
2 x" x

3 

’ ö’ a + 1’ cT+lÜ 

unendlichen 

x) Sitzungsberichte d. Münchener Akad. ßd. 37 (1907), p. 483 — 504. 
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Um nun in aller Strenge die Richtigkeit dieser Entwick- 

lung nachzuweisen, haben wir diejenige aus den Annäherungs- 
brüchen des Kettenbruches reckterhand in (4) gebildete Zahlen- 

folge 

/ h h y 2 ïh 
1°/ 1 1 „)•••!„!••• 

«o ä
\ *2 s

n 

zu untersuchen. Direkt findet man: 

2/i=«a, y2 = (a + l)x
2
, ya = (a 1)(a + 2)x

2 4-æ4 

— a> z.2 = u(a+l) +^2, ^ = a(aj-l)(a-f2) + 2(a+l)a:ä, 

und die Rekursionsformeln 

2/» = (a 4~ n — l)y„-i -f Æ2 

Z,i = (« + »- l) + «3 Æ'n-2 

ergeben dann allgemein: 

<’2 

(6) Zn = £ (
n

 "7 
S
 ) • -2» (« + s) x

2s
, 

wo der Kürze halber 

Qr (a) — a (a -f- 1) . . . (a fi- v — 1), G'0 (a) — 1 

gesetzt worden ist, während yn aus zn~\ gebildet wird, indem 
man a -f-1 anstatt a einführt und den so erhaltenen Ausdruck 

mit x
2 multipliziert. Setzt man nunmehr: 

F,, (rt, X) = 1 + £ 
(n — s) (n — s — 1) . . 

^(a -j- n — 1) (a -j- n — 2) 
(w — 2 s 4~ 1) 

. . {a-\- n — s) 

s!a(a + l"),,.(a-f s-j 1)’ 

so ergibt sich wegen (6) nach einer einfachen Umformung: 

zn = a (a 4- 1) (a -f 2) . . . (a + n — 1) • -F„ (n, æ), 

und somit hat man für jedes n > 1 

(8) 
//n   Ffi — 1 (o 4- 1 , X) 

a .F„ («, æ) a 
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so daß uns nur übrig bleibt, das Verhalten von Fn(a, x) für 
unbegrenzt wachsendes n zu untersuchen, indem a weder Null 
noch negativ ganz angenommen wird. 

Bezeichnet us das allgemeine Glied unter dem Summen- 
zeichen rechterhand in (7), so hat man : 

us (n — s)(n—s — 1 + ö) (s -)- 1) (a + s) 

us+i (n — 2 s) (n — 2 s — 1) x
2 

wählt man demnach s groß, daß s — 1 j a | ist, so hat man 
offenbar: 

\n — s — l-\-a\>n —s — 1 — ja|>w — 2s, |a-f-s|^s — |a|> 1, 

woraus wegen (9): 

(10) 
! Us 

I tis + i 

s ~h 1 s -)-1. 
I 19 I I c» 9 I CG J ** I & ' * 

d. h. für hinlänglich große n nehmen die absoluten Beträge 
der Glieder us von einem gewissen Stellenzeiger an, ihren 

Quotienten nach, rascher ab als die Glieder der für e\
x

? er- 
haltenen Potenzreihe. Weiter ergibt sich, daß diese Glieder us 

sämtlich endlich sein müssen, und diese 'Eigenschaften be- 
stehen übrigens unabhängig von der Wahl von a und n. Es 

sei nun m eine solche positive ganze Zahl, die zwar mit n 

über jede Grenze hinaus wächst, aber jedoch so, daß der Quo- 
tient m : n verschwindet, z. B. : 

m <7 Vn < m -f-1 ; 

dann ist es möglich, eine solche positive ganze Zahl V, zu be- 
stimmen, daß für n > NL immer 

(H) ! Um4-1 -j- Um-j-2 + ‘ • ■ ( < 0 

wird, indem e eine vorgegebene, willkürlich kleine positive 

Größe bezeichnet. Um nun auch die Summe 

1 -f- Mj + M2 + ‘ • ' + u«i 

zu untersuchen, setzen wir der Kürze halber: 
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As = 

(12) 

(n—s) (n—s — 1)... (n— 2s-(-1) 

([a-\-n—Y)(a-\-n— 2 — s) 

P=i\ a + n — pj 
und erhalten somit: 

s=m 

(13) 1+Mj -f- «2 H f" u»> — 1 + S 
8 = 1 

aus (12) ergibt sich aber: 

s! a(a-|-l)...(a-|-s—1)’ 

p=n 

log As I <( £ 
P=i 

log 
a -f- s —1\ 

a -\-n — pj 

p=s 

p=i 

s + I a I — 1 
j I * ^ n — p — I a I 

wo ôp für unbegrenzt wachsendes n dem Grenzwerte 1 zustrebt; 
ist daher d obere Grenze der öp, so ergibt sich: 

log As ! <d 
s(s -j- [ a I — 1) ^ 2 Vre3 ^ 
n — s — j a I 

w — 2 y w 

Setzt man daher Hs = 1 -f- ASi„, so verschwindet 2Si„ mit 
unbegrenzt wachsendem n, und man hat wegen (1) und (13), 

weil (1) beständig konvergiert, 

(14) 1 u2 u2 • • • + Um = <p («j %) ö‘n, 

wo für n^>N2 immer |d(|<|--e wird; aus (11) und (14) er- 
gibt sich daher: 

(15) F„ (a, x) = cp (a, x) + »'», 

wo für n^>N immer | r„ \ < e wird ; d. h. es ist : 

(16) lim Fu (a, x) = cp (a, x), 
n — co 

und also hat man auch, wenn x keine Wurzel der Gleichung 
cp (a, x) = 0 bezeichnet, 

(17) lim y^=
X <p(a + 1, æ) 

a 99 (a, a:) = V («, *)> 

d. h. die Richtigkeit der Entwicklung (4) ist nachgewiesen; 
außerdem liegt auf der Hand, daß die Fundamentalreihe (5) 
für alle endliche x und a gleichmäßig gegen seinen Grenz- 
wert i/'(a, x) konvergiert. 


