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Uber den Legendre-Besselschen Kettenbruch.
Von Niels Nielsen.

(Eingelawfen 4, Juli.)

Herr Perron hat neuerdings einen strengen Beweis der
Legendre-Besselschen Kettenbruchentwicklung fiir den
Quotienten zweier Zylinderfunktionen gegeben.!) Immerhin
diirfte der folgende Beweis, den ich in meinen Universitiits-
vorlesungen zu heniitzen pflege, wegen seiner relativen Kiirze
und Kinfachheit vielleicht nicht ganz ohne Interesse sein:

Bezeichnet a eine willkiirliche endliche Zahl, die jedoch
weder Null noch negativ ganz sein darf, so ist die Potenzreihe

1 1 xZ x4 ) xﬁ

W ol =10 T ota a1 T sTater a2 T
bestiindig konvergent; aus (1) erhiilt man unmittelbar die
Fundamentalgleichung: '

@ r@—patin= et

Setzt man demnach:

2

(3) p (o, x) = fz. , LY —_’_ _)

o)

(e @) =~

ady(a-+1,z)

woraus man in ganz formaler Weise den unendlichen
Kettenbruch

2 x z*
) y (0, 2) = ( P ‘1“—?(—1;{_2-,...)

herlcitet

\]’—\

so ergibt sich wegen (2):

') Sitzungsberichte d. Miinchener Akad. Bd. 37 (1907), p. 433 —504.
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Um nun in aller Strenge die Richtigkeit dieser Entwick-
lung nachzuweisen, haben wir diejenige aus den Anniherungs-

briichen des Kettenbruches rechterhand in (4) gebildete Zahlen-
folge

(5) 1/1 ?/I ?/2 .@

zu untersuchen. Direkt findet man:
y,=a2 y,={(a 4 1)a? Yy="(a+ (a4 2)2? 4 2*
zn=a, z=ala+1)+2% zy=a(a+1)(a42)+ 2(a 4 1)a?,
und die Rekursionsformeln

Yn=(a+n—1)yu-1+ 2 yn 2,

= (a+n—1)z, +a2z, >

ergeben dann allgemein:

(6) Zn = 2 (n _S_ S) g Un—‘.’s (“ -+ S) x287
wo der Kiirze halber

Co(@)=ala+1).. . (at+r—1), C(0)=1
gesetzt worden ist, withrend y, ans 2z, gebildet wird, indem

man a -1 anstatt « einfithrt und den so erhaltenen Ausdruck
mit 22 multipliziert. Setzt man nunmehr:

(m—s)(n—s—1). (11—-234—1)
I"(u’g’)_l-*—}—’l(a +n—1)(a+n—:¢ ) Aa+n—ys)
(")

220
‘sla(@+1)...(a+s+ 1)
so ergibt sich wegen (6) nach einer einfachen Umformung:
m=alat+1)(a+2)...(a+n—1)F,(a, z),

und somit hat man fiir jedes n >1

(\,) ;I/n P ?:‘ j'n—l ((l + ] T)
: Ze o« I, (a, 1,) !
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so dafi uns nur ibrig bleibt, das Verhalten von F),(a, z) fiir
unbegrenzt wachsendes # zu untersuchen, indem a weder Null
noch negativ ganz angenommen wird.

Bezeichnet #, das allgemeine Glied unter dem Summen-
zeichen rechterhand in (7), so hat man:

gy M _r—s—s—1+a) (+I)(a+s)
®) U1 (m—28)(m —25—1) x? '

wiihlt man demmnach s grofi, dafi s —1>|al ist, so hat man
offenbar:

n—s—1+a>n—s—1— al>n—2s, ‘ats|>s—|al>1,
woraus wegen (9):

| s
(10) | s Soe MBS .s_—}—1>s—f—1.
Us 41

=n—2s—1 |z®  |x?’

d. b. fiir hinlinglich grofie » nehmen die absoluten Betriige
der Glieder #, von einem gewissen Stellenzeiger an, ihren
Quotienten nach, rascher ab als die Glieder der fir ¢ *? er-
haltenen Potenzreihe. Weiter ergibt sich, dafi diese Glieder 1,
simtlich endlich sein miissen, und diese ‘Eigenschaften be-
stehen ibrigens unabhiingie von der Wahl von « und »n. Es
sel nun e eine solche positive ganze Zahl, die zwar mit #
tiber jede Grenze hinaus wiichst, aber jedoch so, dafi der Quo-
tient a2 : % verschwindet, z. B.:

m<Vu<m+1;
dann ist es moglich, eine solche positive ganze Zahl N, zu be-

sthmmen, dafi fiir » > N, immer

( €
(11) fitl,;+1~|—26,,,+2 + PR l < L

wird, indem & eine vorgegebene, willkiirlich kleine positive
Grote bezeichnet, Um nun auch die Swnme

1 4=a, oy - 4wy,

i untersuchen, sctzen wir der Wiirze halber:
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_ (n—s)(n—s—1)...(n—2s-+1)

12) As_(a+n-—1)(a+n—-2)...(a—l—n—:s_)
( =PI=IS(1_a+s_——_1)
1 at+n—p)’

und erhalten somit:
s=m x?s

(13)1+ul+u2+m+um=1+EIAS's!a(a+1)...(a+s—1_);
aus (12) ergibt sich aber:
o < wbs 1| =t lal—1
IOg_As éz./ lOD (1—m)! ——p%_,l ’IZ-—]?—|(4I (Sp’

wo 0, fiir unbegrenzt wachsendes » dem Grenzwerte 1 zustrebt;
ist daher 6 obere Grenze der d,, so ergibt sich:

p=1

3,
Al — 2
uogAsi<a-sfjsf‘f_|aP < 2V
n—2Vn

Setzt man daher 4, =1 -+ A ., so verschwindet Z;, mit
unbegrenzt wachsendem #, und man hat wegen (1) und (13),
weil (1) bestindig konvergiert,

(14) 4oy oy + - 4wy = p(a,2) + 6n,

wo fiir #=> N, immer |5, <} -e& wird; aus (11) und (14) er-
gibt sich daher:

(15) By (o, 2) = ¢ (a,2) + ra,
wo fiir #> N immer |7,|<e wird; d. h. es ist:
(16) lim F), (a,2) = ¢ (a, x),

und also hat man auch, wenn z keine Wurzel der Gleichung
¢ (a2, 2) = 0 bezeichnet,

(17) lim 2 =2 . ¢(a+1,z)

= yYyila,xr
n=w “n a 12 ((l, 'L') / ( ’ )’

d. h. die Richtigkeit der Entwicklung (4) ist nachgewiesen;
auberdem liegt auf der Hand, daff die Fundamentalreihe (5)
fiir alle endliche  und « gleichmiiBig gegen semen Grenz-
wert v (a, ) konvergiert.



