Sitzungsberichte

der

mathematisch-physikalischen Klasse

der

K. B. Akademie der Wissenschaften

zu Minchen

1916, Heft I

Januar- bis Méarzsitzung

Miinchen 1916
Verlag der Koniglich Bayerischen Akademie der Wissenschaften

in Kommission des G. ¥ranz'schen Verlags (J. Roth)



113

Uber abnorme Horbarkeit.
Von R. Emden.

Vorgelegt von S. Finsterwalder in der Sitzung am 3. Juni 1916.

Durch zufillige, grifere Explosionen, die Lufterschiitte-
rungen bei Vulkanausbriichen und namentlich durch den Donner
der schweren Geschiitze im gegenwiirtigen Kriege konnte mit
Sicherheit festgestellt werden, da von dem Gebiete normaler -
Horbarkeit getrennt durch eine bis zu 100 Kilometer breite
Zone des Schweigens sich hiufig in einem begrenzten, wahr-
scheinlich in Windrichtung gelegenen Sektor (gleichzeitige Wind-
beobachtungen aus der Hohe liegen nicht vor) wieder ein Ge-
biet deutlicher Horbarkeit einstellt. Bei der Belagerung von
Antwerpen erstreckte sich das Gebiet normaler Horbarkeit iiber
eine Kreisfliche von rund 100 Kilometer Radius; in nordost-
licher Richtung begann dann in 160 Kilometer Entfernung
eine neue Zone der Horbarkeit, um bei 200 Kilometer am
stiivksten aufzutreten und in 230 Kilometer Entfernung wieder
zu verschwinden. Die kithne Hypothese von dem Bornes, die
Schallstrahlen durch eine akustisch diinnere, in Hohen von
iiber 60 Kilometer angenommene Wasserstoffatmosphire total
reflektieren zu lassen, wurde durch W. Schmidt durch den
Hinweis widerlegt, daBl auf diesem Wege nur ein verschwindend
kleiner Bruchteil der ausgesandten Schallenergie den Erdboden
wieder erreichen kann. Von verschiedenen Seiten wurden mit
der Hohe wechselnde Windstromungen zur Erklirung beige-
zogen, ohne aber diesem Gedanken die wiinschenswerte, priizise
Fassung zu geben.!) Ich werde im folgenden zeigen, dak durch

1) Siehe Anmerkung am Schlusse.
Sitzungsb. d. math.-phys. K1. Jahrg. 1916, 3
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die normalen, mit der Hohe sich stetig iindernden Tempera-
turen und Windgeschwindigkeiten die beobachteten, scheinbar
abnormen Verhiiltuisse sich qualitativ und quantitativ vollstiindig
erkliiren lassen.

Jede Strahlung bewegt sich bekanntlich in Gebieten stetig
veriinderlicher Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ in stetig ge-
krimmten Bahnen. Ist das durchstrahlte Medium horizontal
geschichtet, so ist der Krimmungsradius ¢ der einfach ge-
kriimmten Bahnkurve

¢ c
R T AN T T de .
do LY
(j{f) ist der Gradient von ¢ parallel 6, z die nach oben
gerichtete Vertikale, i der Winkel der Wellennormalen mit der
d

Vertikalen; o selbst und der Gradient( sind entgegengesetzt

¢
lz
gerichtet. Aus 1) folgt bekanntlich, daf lings des Strahles

2) ~% —konst.= 4
Sin ¢

sein muf. In einem vollkommenen Gase, das der Zustands-
gleichung pv= RT folgt, ist ¢ =V » R7. Die Kriimmung
eines Schallstrahles in der Atmosphire ist durch die Tempe-
raturverteilung lings der Vertikalen gegeben.

Gegeben sei eine polytrope Atmosphiire von der Klasse n.
Danu dndert sich die Temperatur linear mit der Hohe nach
dem Gesetze
. gdz
< l = - —_—
2) s (n+ DI
und die Hohe der polytropen Atmosphiive ist

b i, (DR
g

Fir =0 und 7'=273 ist H,=28000 m. Zu Tem-
peraturgradienten zwischen 0,85° und 0,49° auf 100 m ge-
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héren » zwischen 8 und 6 und Hohen H, zwischen 32000
und 56000 m; fir 7'=273.
Dann ergibt sich leicht

2 H,
3) o= -} -

sin &

Das heifit: In jeder polytropen Atmosphiire ist an jeder
Stelle der Kriimmungsradius des horizontal streichenden Strahles
gleich der doppelten Hohe der polytropen Atmosphire. Fiir
den Strahl folgt aus 2) die Gleichung

tm’—dx— ¢
°Tde  YVAr—g

die sich leicht integrieren lit und eine Cykloide ergibt. Kine
einfachere Bahnkurve folgt, wenn man in ¢ (mit geniigender

2
Genauigkeit) (H,.> gegen 1 vernachlissigt. Dann ergibt sich

die Kettenlinie x|
2 2H
1) e= —om, o,
2

H, gebildet an der Stelle z =0, # = 0. Handelt es sich
um keine zu grofien Spaunweiten, so kann die Kettenlinie
durch den Kriimmungskreis vom Radius ¢ = 2 If, ersetzt werden.
Liegt die Schallquelle auf dem Erdboden, so beschreibe man
von einem um die Strecke 2.H, héher gelegenen Punkte den
die Erde tangierenden Kreisbogen. Sieht man von Stérungen
durch den Erdboden, sowie von Beugungserscheinungen an
dieser Grenzkurve ab, so ist das Gebiet zwischen beiden eine
Zone des Schweigens. Sie beginnt fiir ein Ohr in der Hohe zm
in einer Entfernung D = Ve. é[:[,,—z, fiir #2=1,5m In rund
D =1/, Kilometer. Kin Wind von konstanter Stirke wiirde,
wie sich aus den unten gegebenen Formeln folgern lifit, die
Grenzkurve in Windrichtung niederdriicken, in entgegengesetzter
Richtung heben. Fiir gleiche Hohe wird auf der Leeseite die
Zione der Horbarkeit wachsen, auf der anderen Seite abnehmen.
Stets aber wiirde sich die Grenzkurve nach griferen Hohen

St
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verlingern, eine neue Zone der Hérbarkeit kionnte nicht auf-
treten. Temperaturzunahme nach oben kinnte den in die Hihe
strebenden Strahl wieder nach der Tiefe umlenken; in der dazu
erforderlichen Stiirke wiirde sie aber nur fufierst selten vor-
handen sein. Im Folgenden soll gezeigt werden, dali die in
der Regel auftretende Windzunahme nach oben die Temperatur-
abnahme iiberkompensieren und den Strahl wieder in die Tiefe
leiten kann. .

Da& Windzunahme nach oben einen horizontal streichen-
den Strahl nach der Tiefe abbiegen kann, ist leicht einzusehen.
Ein vertikal stehendes Element der Wellen-
fliche wird durch den Wind mitgefithrt, die
obere Kante rascher wie die untere Kante.
Die Wellennormale neigt sich nach abwiirts
und der Strahl geht in die Tiefe. Die Grifie
und Lage des Kriimmungsradius lifit sich,
falls die Schallgeschwindigkeit ¢ (Temperatur)
und die Geschwindigkeit  des horizontal

Fig. 1 streichenden Windes belde mit der Héhe sich
indern, leicht ermitteln (Fig. 1).

Die Normale eines Hlementes AR, AB = dag, der Wellen-
fliche bildet mit der Vertikalen den Winkel i. Die untere
Kante A verschiebt sich in der Zeit d¢ in Richtung der Nor-
malen um die Strecke (¢ -+ w sini) dt = W d¢, die obere Kante I3
um die Strecke (T/V-F (El IK) cZo) dt. Nach Ablauf der Zeit dt

do
. . aw
hat sich das Element um den Winkel dp = io

und wir erhalten, da A4’ =Wdt =o0dgp =0 <d PV) dt

) dt gedreht,

do
5) 0= —- wo . w ¢ =4 wsini
’ B aw - dWSi ; o d(c+wsini) . , ’
da P P S

In einer polytropen Atmosphiire von der Klasse n kinnen
wir nach a), b) den Temperaturgang darstellen in der Form
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2
I'=1, (1 — II,;)'
H, die im Niveau z =0 errichtete Hshe der polytropen
Atmosphiire. Daraus folgt fiir die Schallgeschwindigkeit der Gang

— g 2 2
¢c=VuRT = c(,]/ 1= = co(l—-z—]-[;) = ¢, (1 — p2);
1
p= 9
Denn die quadratischen Glieder konnen mit geniigender

Genanigkeit vernachldssigt werden. Setzen wir weiter die Wind-
geschwindigkeit linear mit Héhe an in der Form

w =1, (1 + as),
__ wy(l4ad)sini + ¢,(1—f2)

{(w,asini — ¢, ) sine

so folgt
6)

Haben wir es nur mit nahezu horizontal streichenden
Strahlen zu tuu, so kann sini==1 gesetzt werden
6) — M G (gt — )z
Wy ~— ¢, 0
und da die Gradienten kleine und entgegen gerichtete Grofen
sind, folgt schliefilich mit hinreichender Genauigkeit

wga—cyf

Je nachdem w,a Z ¢, iiberwiegt die Wind- oder die
Temperaturverteilung, ist der Kriimmungsradius nach unten
oder mnach oben gerichtet. Bereits schwache Windzunahme
nach oben kann die Temperaturabnahme kompensieren. Denn
zu dem starken Temperaturgradienten 0,85°100 m, n = 3, ge-
hort ein M, von rund 33000 m, f = 44isy. Fir den kom-
pensierenden Windgradienten ergibt sich wya = {3395 = 5 15.
Kine Windzunahme von nur 5 m pro Kilometer wiirde bereits
einen geradlinigen Strahl liefern.

Formel 6) gilt fiir das Verhalten des Strahles in Wind-
richtung; in der entgegengesetzten Richtung haben wir w, mit

7) - Wo Gy



118 R. Emden

neg. Vorzeichen anzusetzen; die beiden Gradienten unterstiitzen
sich, wodurch sich stark gekriimmte Strahlen ergeben kénnen.
Auf gleichmiiiigen Wind kdnnen wir durch a = 0 spezialisieren.
Die Kurve, deren Kriimmungsradien

l durch 5) dargestellt werden, kann auch auf

s folgendem Wege entwickelt werden (Fig. 2).

st Wir betrachten 2 aufeinander folgende diinne
Schichten von der Dicke dz. Zwei aufein-

ander folgende Wellennormalen 45 und

BC von der Linge ds bilden mit der Ver-

0 ' tikalen die Winkel i und i + di. Die Figur
Fig. 2 liefert die Beziehungen
. 1z 1
ds=——ad(p=~—od;=»(—.-; 6 war = — - L
—— sind

dW  cosidi
Daraus folgt W s

und schlieilich

w ¢

i sini -+ w = konst. = A4.
Fir w=0 ergibt sich Gl 2). Diese Gleichung liefert
das Brechungsgesetz, falls Schallgeschwindigkeit und Wind-
geschwindigkeit gleichzeitig sich iindern.

Der Kurvenzug, der durch die Gl. 8) definiert ist, wird
gebildet durch die aufeinander folgenden Elemente der Wellen-
normalen und darf nicht mit dem Strahle, dem Wege des
Energietransportes, der fiir unser Problem in erster Linie in
Betracht kommt, verwechselt werden. Jeder Wind trennt
Normalengang und Strahlengang. Dies lit sich am einfachsten
durchblicken, wenn eine ebene Welle, die bei konstantem Winde
vertikal nach oben geht, vorliegt. Die Ebene bleibt sich par-
allel, alle Normalenelemente sind vertikal gestellt; aber durch
den Wind getragen verschieben sich die Ebenen in sich selbst,
und jedes Ebenenelement verschiebt sich auf einer Geraden,

dem Strahle, die in Windrichtung um den Winkel i, tgi’ = "

8)

4
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geneigt ist. (In diesem Falle lassen sich die Elemente der
zusammengehorigen Elemente der Wellennormalen nicht mehr
zu Bahnen zusammensetzen.)

Um in dem allgemeinen Falle
den Zusammenhang zwischen Nor- 'd
male und Strahl, sowie die Strahl- '
gleichung festzustellen, leiten wir N
das Brechungsgesetz 8) nochmals
ab fiir den Ubergang zwischen ; N
2 Schichten I und II, wobei in il
jeder Schicht konstante Geschwin- 7
digkeiten ¢ und w, herrschen %
sollen, die sich an der Beriih- %
rungsstelle sprungweise indern Fig. 8
(Fig. 3).

In diesem Falle kann die Schicht I auch als ruhend ange-
nommen werden.

Eine ebene Welle OA4 falle unter einem Winkel i ein;
ihre Geschwindigkeit seit A3 =¢,. In der Schicht II schlagen
wir mit der herrschenden Geschwindigkeit OC = ¢ um O einen
Kreis, gehen von B um die Strecke BD = w dem Winde ent-
gegen und legen von D die Tangente an den Kreis; der Be-
rithrungspunkt sei . (Fiillt der Punkt D in den Kreis, also
links von ¢, so ist die Tangente nicht mehr moglich, und es
tritt Totalveflexion ein.) Nach Ablauf der Zeit 1 hat sich unter
Einflu des Windes DD’ parallel mit sich selbst nach BB
verschoben. BB’ stellt die gebrochene Wellenfront dar, die
Wellennormale N, die Verlingerung von OZF, bildet mit der
Vertikalen den Winkel i, und die Konstruktion gibt das
Brechungsgesetz der Normalen

- ¢ - W = _CO —
sin ' T siné konst.

Da die linke Seite der Gleichung konstant bleibt, wenn

wir ¢ und 2 beliebig findern, und w die Relativgeschwindig-

keit der Schicht IT gegen die Schicht I bedeutet, haben wir
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auch bei dem Durchgang durch beliebig viele Schichten wie-
derum Gl. 8)

c

4 —_— ED a0 _ < Fvad 4
8) + w == sin i + 1w, = konst. = 4.

s’
(Grenzen 2 gleich temperierte Schichten, ¢ =¢,, anein-
ander, so tritt Totalreflexion ein, wenn w — w, > ¢ ( P 1)

sin

wird. Fiir flach einfallende Wellen geniigen dazu bereits kleine,
sprungweise Anderungen der Windgeschwindigkeit, fiir i = 80°
schon w — w, = 5™[sec. Solche akustische Schlieven, hervor-
gebracht durch aneinander grenzende Konvektionsstrome, kénnen
in der stark durchmischten Gewitteratmosphiire wesentlich zum
Rollen des Donners beitragen.)

Den zur Normalen N gehorigen Strahl S zu finden gehen
wir von ¢ in Richtung des Windes um die Strecke w0 vor-
wiirts, treffen die Wellenfront in 7 und erhalten durch OF
den Strahl S, (01 = O 4 EF = ¢+ w), der mit der Ver-
tikalen den Winkel i* bildet. Die Figur und Gl. 8) ergeben

2 ] —a4n
b gt e ou
G cost V(A —w)—¢
Somit erhalten wir die Differentialgleichungen
fiir die Normalen
10) @ e
dz V(A4 —w)—¢?
fiir die Strahlen
1) d?:tgi“— Ft+d—w)w
ds cV—A-—u)2—o2
w=1,(1 4 az); c=c,(1—p2); p= -+
Hn
Beide Gleichungen lassen sich leicht integrieren, falls wir in

wund ¢ Glieder mit <j[ ) gegen 1 vernachliissigen. Den Anfangs-

punkt der Koordinaten verlegen wir in die horizontale Stelle
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des Strahles. Dann folgen mit hinreichender Genauigkeit fiir
die Normale

c 1 g ( wf=we, 0B "'o_az)
o 0__ - R — — € )

12) # coﬁ—woa+2 Coff — ,a . mne

und fiir den Strahl

1) Ba=lglV@ 14yl + Ve L
0

y=1+DBz; B= &ﬂ:c‘_“’og

(i}

Damit ist die Aufgabe gelost, die Zonen des Schweigens
und der Horbarkeit zu trennen. Liegt die Schallquelle am
Erdboden, so zieche man durch dieselbe den die Erde tangie-
renden Strahl und verfolge ihn mit Hilfe der Gl 13 durch
die abteilungsweise geschichtete Atmosphiire hindurch, wobei
dafiir zu sorgen ist, dafi an den Schichtgrenzen die Tangenten-
richtungen zusammenfallen.

Ich gebe ein einfaches Beispiel. Die Atmosphiire ist nach
der Polytropen n = 4,75 gebaut, der Temperaturgradient betrigt
0,62°100 m, f{, rund 46000 m. Auf der Erde liegt eine wind-
stille Zone, die sich bis 350 m Hohe erstreckt. Dann beginne
stetig Wind einzusetzen, dessen Geschwindigkeit auf je 1000 m
Erhebung um 4 mfsec zunimmt und so in der Hohe 3350 m,
die der Grenzstrahl erreicht, 12 mfsec betriigt. Die Schall-
quelle (Fig. 4) liege auf dem Erdboden in 4. Wir schlagen
durch A mit einem Radius 2 I, = 92000 m den die Erde tan-
gierenden Kreisbogen, der in einer Entfernung 45 = 8 Kilo-
meter die obere Schicht erreicht. In diese unter einem Winkel
85% eindringend kulminiert der Strahl in einer Entfernung BC =
72,6 Kilometer in einer Hohe von 3350 m und steigt von da
auf symmetrisch gelegenem Wege wieder zur Erde herab, die
er in I erreicht. (Der zugehorige Normalenbogen kulminiert
in gleicher Entfernung 300 m hoher.) Mit den in Wirklichkeit
hiiufig beobachteten Entfernungen von rund 150 Kilometern
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beginnt in F in einer Entfernung OF = 161 Kilometern eine
neue Zone der Horbarkeit. Die geringe Hohe, bis zu welcher
der Grenzstrahl ansteigt, bewirkt, dai in I die Intensitiit des
Schalles nicht quadratisch, sondern angeniihert linear mit der
Entfernung abgenommen hat. In der zwischenliegenden Zone
des Schweigens konnen Gebirge bis zur Hohe der Grenzkurve
aufsteigen, ohne die Horbarkeit in J7 zu beeintrichtigen. Da
der Grenzstrahl sich periodisch verlingern lifit, sind weitere,
durch Zonen des Schweigens getrennte Gebiete der Horbarkeit
nicht ausgeschlossen,

'
0 F 8okm g 8okm B 726 Kilomerer C 72 6K1/ometer D 8okim

Fig. 4

Giinzlich verschieden sind die Verhiiltnisse auf der Luv-
seite von der Entfernung OI" an, in welcher der Grenzstrahl
in die obere Schicht eindringt. Der Strahl kriimmt sich stark,
da Windgradient und Temperaturgradient sich unterstiitzen.
Das Element der Wellenfliiche des Grenzstrahles, das bei I
noch beinahe senkrecht steht (i = 85%), wird allmiihlich hori-
zontal gestellt, um durch die Schallbewegung nach oben,
durch den Wind in der Horizontalen fortgefiihrt, die Bahn &,
I’y J' zuriickzulegen. FEine neue Zone der Horbarkeit ist
auf dieser Seite nicht zu erwarten, der Schall erfiillte Raum
ist von der Kurve J*, H', I, A, B, (', D', I umschlossen.

Liegt die Schallquelle nicht unmittelbar auf dem Erdboden
auf, oder ist dieser nicht horizontal, so sind die Verhiiltnisse
wesentlich verwickelter. An Stelle des Grenzstrahles ergibt
sich eine Katakaustik und in dem Gebiete der Horbarkeit ge-
legene Orte kionnen durch verschiedene Schallstrahlen erreicht
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werden, so dak, in Analogie zur Luftspiegelung, ein Schall-
signal sich in zeitlich getrennte Signale auflosen kann. Uber
diese Verhiiltnisse soll an anderer Stelle berichtet werden.?)

1) Erst bei Durchsicht der Korrektur werde ich mit einer Publi-
kation: S. Fujiwhara, On the obnormal propagation of sound wave in
the Atmosphere; The Bulletin of the Central Meteorological Observatory
of Japan, vol. 1, No. 1, 1912, bekannt, die in anders gefiihrter, theore-
tischer Behandlung qualitativ ebenfalls zu den oben mitgeteilten FErgeb-
nissen fiithrt. Ich werde an anderer Stelle auf sie zuriickkommen, will
aber schon hier auf das reiche Beobachtungsmaterial hinweisen, wonach
bei Vulkanausbriichen in Japan der Sektor der abnormen Horbarkeit
stets in jener Richtung liegt, in welcher die Eruptionsprodukte durch
den Wind fortgefiihrt werden und niederfallen.



