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Komplexe Spannungsbherechnung der Verzahnungen

Von Heinz Neuber

Vorgelegt am 11. 6. 1971
Mit 3 Abbildungen

Fiir die Losung schwieriger Probleme der zweidimensionalen
linearen Elastizititstheorie eignet sich das Verfahren der kom-
plexen Spannungsfunktion {1, 2, 3, 4]. Mit Hilfe einer Verein-
fachung dieses Verfahrens lassen sich auf direktem Wege exakte
Loésungen der Grundprobleme der Verzahnungen aufstellen.

1. Die Ausgangsgleichungen

Es seien z, y kartesische Koordinaten und #, v die Parameter
eines orthogonalen krummlinigen Koordinatensystems. Die zu-
gehorigen komplexen Koordinaten sind

(1) s=x+iy,i=x—iy,w=u+iv,W=u—17v.
Bei konformer Abbildung gilt

(2) z =z (w).
Es gelte die Schreibweise

Die Komponenten des Linienelementes sind 42d# und 444,
wobei sich der metrische Faktor # aus

@ h® =23
und der Tangentenwinkel a aus

25 __ i
(s) e = =
errechnen.

Miinchen Ak. Sb. 1971
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Die Gleichgewichtsbedingungen der Spannungskomponenten
o,, 7., in kartesischen Koordinaten, bzw. o
krummlinigen Koordinaten, sowie die Bedingungen der geo-
metrisch-linearen Verformung bei Hookeschem Gesetz und ein-
deutigen Verschiebungskomponenten V. und V, sind gewihr-

leistet, wenn die Airysche Funktion in der Form

©) F=z/1(@) + 2f1(w) + f2(w) + f2(@)

gebildet wird und die Verschiebungs- und Spannungskompo-
nenten folgendermaBen hergeleitet werden:

O wr Ty Tyy 1N

P T
(8 ay—ax+22'rxy=422f,

(9 o,—o,+2i1,, =4¢"" Ga:; =%5-2- (f%)
(10) E(V, +iV)y=—20+9T 187

hierbei ist /2 der Elastizititsmodul und » die Querdehnzahl.

Sind I und II zwei Punkte innerhalb des Definitionsgebietes,
so gilt fir den KraftfluB3, der durch eine von I nach II innerhalb
des Materials verlaufende Linie tbertragen wird, (2, und 7,
Kraftkomponenten, 4/ Moment)

_ {oF oF
(11) P=Px+zPy=22l_(g)u—‘(§)I]’

oF | _oF or | or ‘
(12) M:[ZW—{—ZE——F]“—'[Z 7z +Z oz _FII

Am lastfreien Rand gilt mithin

a . :
7o — #2 (uist eine komplexe Konstante).

(13)

Das Verfahren vereinfacht sich, wenn fiir f; eine im Angriffs-
punkt der Last logarithmisch singulire Funktion eingesetzt wird.
Ist der Rand eine Linie 2 = #,, so 1Bt sich (13) mittels @ =
21y, = w in eine Funktion von @ umschreiben, aus welcher f,
direkt hervorgeht. Falls hierbei im Innern Pole auftreten, miis-
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sen diese durch Aufnahme entsprechender Zusatzfunktionen bei
/; kompensiert werden.

2. Der Zahn

Als erster Fall sei eine Halbebene mit zahnartigem Vorsprung
betrachtet (Abb. 1). Fiir gleichmiBige Zugbeanspruchung wurde
dieses Problem vom Verfasser in [5-6] behandelt.

b

vevy

i\

z

Abb. 1

Beliebige Zahnprofile lassen sich mit der allgemeinen Abbil-
dungsfunktion

”

(14) r=w D ok

wk
k=1

erfassen.
Bei Einzellast gilt der Ansatz

P <2
(15) f1=_‘471n (w——wo)+2—;7-

m=1

Die Anwendung von (13) fihrt bei der Bestimmung von f, zu-
nidchst an der Stelle w = 2 #, auf Pole von der Form (22 — )"
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mit 2 = 1, 2, ..., #. Diese verschwinden, wenn die Koeffizienten
¢,, aus den Gleichungen

n—¢
£+ +a a
oo 5 Salt ) spmant £ 3 fr—ame
=1 g =
firz=1,2,...,n
berechnet werden.
Den Verlauf der Randspannung fiir das Profilz = 1, g, = —1,
%y = 0.4 mit einer bei vy, = —0.2 normal zum Rand angreifenden

Kraft zeigt Abb. 1. Bezliglich weiterer Einzelheiten siehe [7].

3. Die Zahnstange

Eine fiir technische Zahnprofile geeignete Abbildungsfunktion
ist:

(17) z=w + 2”7 a,, coth” (—Zzi)

m=1

Bei Einzellast gilt

(18) £ = M[ Platw—ewp) + Z w_/’;’;m),,]

p=1 k=—o0

Das Verfahren liefert in allen Zihnen zunichst Pole von der
Form (2%, + 2 w 27 — w)~*; sie verschwinden, wenn die Koeffi-
zienten 4, , aus den Gleichungen

”n n—I¢
a9 2 5, M_,_Q[Pb“urz ZmA,,,ze“'>]+

p=t g= m=1 /=—o00

+ Z Z Do Con, p—t A—p,k_A_t,é =0
=t m=1
berechnet werden. Die hierbei auftretenden Hilfsgréen stehen
mit den folgenden Reihenentwicklungen in Zusammenhang:

oy = —2”1 coth™+1 (%) ———2—1 coth” 1 (—ui) =

2
o0

- Zcm,q(zuo-i—z,énz'—w)q,
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—Zb@(zu + 2kni —w),

w — Wy
g=0
<]
m Z )(2uy V- 2kmi — w),
W
COth" (7{0—7) 2{ (2%0 + 2/%7'[2 _w)q_

g=0

Bei der praktischen Durchfihrung geniigt es, fiir 2 und / die
Zahlen — 1, 0, 4+ 1 einzusetzen, wenn der belastete Zahn die

Nummer o erhilt (|vq| < 7).

A

. 4
(:)__ -

Abb. 2

Den Verlauf der Randspannung beim Profil # = 1,2, = —1,
2y = In 2 zeigt Abb. 2 fiir eine bei vy = 7/6 angreifende Nor-
malkraft. Bezliglich weiterer Einzelheiten siche [8].

4. Das Zahnrad

Fir die Anwendung auf technisch wichtige Zahnprofile eignet
sich die Abbildungsfunktion:

(21) g =" [1 + 2"7 a,, coth” (i;—u-)]

m=1

10 Minchen Ak, Sb, 1971
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Hierbei ist s die Zahl der Zihne.
Fiir Einzellast gilt der Ansatz

(22) f1=4—15[——P1n(e’” “’°)+1+va~} Ce?® +

”n s—1
D Y Y A5
U o 2 : 4
St im0 (l_e—w+~—:~knz)ﬁ

Die Funktion (1 4-v)w/4 gewihrleistet die Eindeutigkeit des ela-
stischen Verschiebungsvektors in der niheren Umgebung der
Radmitte, wo das Definitionsgebiet infolge der dort Gibertragenen
Reaktionskrifte zweifach zusammenhingt. Die Funktion Ce?*
dient zur Kompensation einer zusitzlichen Singularitit in Rad-
mitte, wobei sich

C—_ (Fn(+a)?

(23> 4(1—d1)62”o

ergibt. Zur Beseitigung der in den einzelnen Zihnen auftreten-
den Pole von der Form (1 — ¢~ 2%~ 247%= 5ind folgende Rei-
henentwicklungen erforderlich:

)
2 0 o .
g2y —w _% (1 +’V) e,un—Zw i Zb(gk) (1 . ew—‘lu,—?knx[;)q,

g=0

= [coth”‘”‘" 1 (ﬂ) — coth™ ™! (ﬂ)]— coth” (ﬂ) =
2 2 2 2

W — g%,

(24> 2/ m 9(1 o ew—2u0—2knz/:>q

coth? (suo ) Z g (1 — g¥ T e 2Rnilsyg—p

g=0

eu-dwienits Ee(él) po—2u—2hnilng
<l_g—w+2lnt/s)m+1 X

Die Pole verschwinden, wenn die Konstanten Ag‘) aus folgen-
den Gleichungen ermittelt werden:
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p—t = ”n
5 S ad [P S Tma ) +
g=0 p=¢

m=1 1=

(25) + Z Z amcm,ﬁ—tA—ik)—*—

p=t m=1

(1+9)(1 +a1)Pded;,;—1_‘A-Sk)=O'
p=t

+

2(1—a,)

Abb. 3
Der Verlauf der Randspannung beim Profil =1, ¢; =— 0.2,
s = 6, suy = — In 2 fur eine bei sy, = 7/6 angreifende Normal-

kraft zeigt Abb. 3. Bezliglich weiterer Losungen fiir periodische
Belastung und fiir Schrumpfspannungen in Zahnkrinzen siehe

fo].

5. Die Zahnfulbeanspruchung

Zur Berechnung der Beanspruchung am Zahnfull geniigt es
fir technische Zwecke, das Zahnprofil durch ein Ersatzprofil zu
approximieren, das sich mit dem wirklichen Profil zumindest in
der nidheren Umgebung der héchsten Beanspruchung deckt. Auf
diesem Wege lassen sich explizite Ndherungsformeln herleiten,
siche [10].

10*
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