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Die Integrabilititsbedingung fiir Ortsfunktionen

bei nichtintegrablen Bezugsystemen

Von Frank Lébell in Miinchen
Mit 2 Figuren

Vorgelegt am 4. Mai 1956

Bei der Untersuchung von Kurvenkongruenzen kann es vor-
kommen, daB3 Integrabilititsbedingungen zu beriicksichtigen
sind, denen die in die Betrachtung eingehenden Ortsfunktionen
geniigen miissen, daf aber die in der natiirlichen Differential-
geometrie gebriauchlichen Beziehungen dieser Art nicht den vor-
liegenden Verhiltnissen angemessen sind.

Nun sind Integrabilititsbedingungen unter sehr aligemeinen
Annahmen beziiglich der Anzahl der Dimensionen das Raumes
und der Art des zugrunde gelegten, von Ort zu Ort veridnder-
lichen Bezugsystems schon fruher aufgestellt worden. Thre An-
wendung auf Spezialfille ist jedoch, wenn die in ihnen auftreten-
den Koeffizienten als differentialgeometrische GréBen gedeutet
werden sollen, fast ebenso mithsam wie ihre unmittelbare Auf-
stellung. Deshalb mége hier die Herleitung einer solchen Bedin-
gung fiir einen besonderen Fall durchgefiihrt werden.

1. Im euklidischen Raum von drei Dimensionen sei in jedem
Punkt eines gewissen Bereiches B eine Basis von drei unterein-
ander senkrechten Einheitsvektoren ey, ey, ¢g als Bezugsystem
fir die Umgebung festgelegt; die Vektoren mégen in dieser
Reihenfolge ein rechtshindiges Tripel bilden.

In diesem Raume bedeute f cine Funktion des Orts, die alle
Voraussetzungen beziiglich Stetigkeit und Differenzierbarkeit
erfille, die sich im folgenden als notwendig erweisen werden.
Das gleiche gelte fiir alle vorkommenden differentialgeometri-
schen GréBen und Gebilde, insbesondere auch fiir die Ortsfunk-
tionen ¢; (i = 1, 2, 3).

3 Minchen Ak. Sb. 1936



34 Frank Lobell

Jedes der drei Vektorfelder e; bestimmt unter diesen Annah-
men eine Kongruenz von Feldlinien ¢; mit den Tangentenvekto-
ren ¢; ihre Bogenlingen mégen mit s, bezeichnet werden. Sie
durchziehen den Raum derart, dafl in einem beliebigen Punkt
P von B drei dieser Linien ¢y, ¢4, ¢5 sich unter rechten Winkeln
durchdringen.

Wir betrachten nun zwei Flichen §, und §,, von denen die
erste von denjenigen Kurven ¢; der ersten Kongruenz gebildet
sei, die die durch P laufende Linie ¢, schneiden, die zweite aber
von den Linien ¢, der zweiten Kongruenz, die die durch 2 gehen-
de Kurve ¢, treffen. Diese beiden Fliachen beriihren sich in 2,

da sie die beiden durch diesen Punkt laufenden und sich dort
nicht beriithrenden Kurven ¢; und ¢, gemein haben. Es wird
nétig sein, auch die orthogonalen Trajektorien der die Flachen
81 und §, erzeugenden Kongruenzkurven einzufithren; wir be-
zeichnen die Orthogonaltrajektorien der Kurvenschar ¢; auf §;
mit ¢,, die der Schar ¢, auf §, mit ;; ihre Bogenliangen seien §,
und §,, ihre berithrenden Einheitsvektoren ¢; und €,. Es sei her-
vorgehoben, dal3 auBer den durch 2 gehenden Linien Z; und &,,
die nach dem Erzeugungsgesetz der Flichen mit Kongruenz-
linien ¢, und ¢, zusammenfallen, die Kurven ¢; und ¢, im allge-
meinen keiner unserer Kongruenzen angehéren.
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Von den Kriimmungsgrofien der beiden Flichen §; und §,
werden zunichst die Seitenkriimmungen Gy, G4 und G, G, der
Kurven ¢y, ¢, auf §; und 74, ¢, auf §, cine Rolle spielen, ferner
die Normalwindunger fir die Richtungen e;, €, auf §, und fiir
die Richtungen €y, e, auf §,, die wir mit 77;, 7, und mit 7%,,
755 bezeichnen. An der Berthrungsstelle 7 der Flichen ist
Gy = G, und G, = G,; das folgt unmittelbar aus dem Gauss-
schen Ausdruck fur die Seitenkriimmung einer beliebigen Fli-
chenkurve mit dem Tangentenecinheitsvektor t und der Bogen-
lange s,

¢ G =utdt, (1)
in dem n den Einheitsvektor der Flichennormalen Dedeutet; es
ist nur zu bedenken, daf} beide Flichen in 2 dieselbe Normale ey
besitzen und daBl wegen des Zusammenfallens der durch P gehen-
den Linien ¢y und Z, bzw. ¢, und Z, lings dieser Linien ¢; = ¢,
und s; = 5; bzw. ¢, = ¢, und s, = §, ist, so dall speziell

de, 0%, d 0e, 08,

L Grolle e N _
fir die Stelle P folgt: 7, a5, wd 7 = 35, mithin Gy =
- O¢,

de,y N s de, 2
cgela = G 53 = G, und G, = eaegg}; = 03¢ 5= =

Gs. Daﬁrecren ist im allgemeinen 775, &= 75, und 77, 3= Tyy;
jedoch gilt nach dem Satz von Bertrand und Bonnet — der
besagt, daf in jedem reguliren Punkt einer Fliche die Normal-
windungen flr zwei zueinander senkrechte Tangentenrichtungen
entgegengesetzt gleich sind —:

75, =—77 und 775 = — 74y (2)

Nebenbei sei bemerkt, dal beide Flichen an der Stelle 2 in
den Richtungen e; und e, jeweils gleiche Normalkrimmungen
Ny = N, und N, = NV, haben; denn es ist wegen der Uberein-

stimmung der Normalen n = u = ¢; an dieser Stelle NV, =
dey — 0% L dae, 6e,, v
—n 5_:1. —n E — JVl und j\/vz = n 8&2 a&o ng,

selbstverstindlich kénnen in einer anderen Tangentenrlchtung

die Normalkriimmungen der beiden Flichen verschieden sein.
2. Fiir die Funktionen f des Ortes auf der Fliche §, hat, wie

man weif}, die Integrabilititsbedingung in jedem Punkt die Form

o of aaf:F1f+<2a_f @

5, B



36 Frank Lobell

da das Netz der Bezugslinien ¢; und z, orthogonal ist.! Dies
gilt natiirlich auch, wenn f als Ortsfunktion im Raum definiert
ist.

Wir wollen diese Bezichung nur an der Stelle £ betrachten,
an der §,; von §, berthrt wird. Es soll nun aber die Ableitung
nach der Bogenlinge 5, durch diejenige nach s, ersetzt werden.
Das koénnen wir folgendermalBen erreichen: Wir fithren den
Winkel ¢, ein, unter dem sich die Flachen §, und §, lings der
ihnen gemeinsamen Kurve ¢; schneiden; genauer ausgedriickt:
es sei ¢, der Winkel, durch den an ciner beliebigen Stelle 2, der
Kurve ¢, die Beriihrebene von §,, die durch ¢; und &, aufgespannt
wird, im positiven Sinn um e; gedreht werden mul}, um mit der
durch e; und e, bestimmten Berlihrebene von §, zusammenzu-
fallen. Weil nach diesen Festsetzungen

€y = €5 COS @y — €3 SIn @, @

L]

ist, gilt bekanntlich

g—é=%cowl—§{;sin%- (s)
Hiernach wird
o @ o of a
O, on, as, s, 0s @ — 55, sin ¢
und
%gsf;:% Tf*cosqyl— - sm(pl)
= ail 3{ cos<p1—~ail%sin(plﬁ: si 1%—0—{”L)S l{a%

I Vgl.etwa Cesaro- Kowalewski, Vorles. {i. natiirliche Geometrie, 2. Aufl.
Leipzig und Berlin 1926, S. 1981,
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Erinnern wir uns nun an die kinematische Bedeutung der Kriim-
mungsgroBen: Die Normalwindung, die Normalkriimmung und
die Seitenkrimmung einer Kurve auf einer Fliche sind die Werte
der Komponenten der Drehung des begleitenden Dreikants der
Flichenkurve in seinen Grundrichtungen, d. h. in den Richtun-
gen der Tangente, der Seitennormalen und der Flichennormalen,
wenn der Scheitelpunkt des Dreibeins mit der Einheitsgeschwin-
digkeit auf der Kurve fortbewegt wird. Da die Begleitkérper der
Flichen §, und §, lings ihrer Schnittkurve ¢; sich relativ zu-
einander um die Tangente drehen und der Winkel ¢, diese Dre-
hung mifBt, ist

P -
P = T21_‘T11r

05,
also wegen 74, =+~ Tyund 7y, = — 74,
¢ = —
%:”‘T11’—T22=T12+Tz1- ©)

0s,

Aus einem Grunde, der sogleich ersichtlich werden wird, bevor-
zugen wir den zweiten Ausdruck.

Lassen wir jetzt den Punkt 2, nach P riicken, so wird, wie aus
der Tatsache des gegenseitigen Berithrens der beiden Flichen
in P folgt,

@, — o, mithin cos ¢; — 1, sin ¢; — 0;

folglich wird an der Stelle P

o of 0 of
05, 0s;  0sy 8sy’
o of @ af of e, o of  of = B
ds, 05,  dsy 95, 8sy ds, 05 ds, sy (712 + 720,
of _ of
o5, _ o5,

und wir erhalten wegen G, = G, in P

0 ¢ 0 0 . — —
L/ A | f=G'f‘+G af_(le“}‘Tzl) :ﬁ: @)

0s, 05, a5, Os, Las, 2 3s,

Die GroBe 754 + 74, die Summe der Normalwindungen der
Flache §, in der Richtung e, und der Fliche §, in der Richtung
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¢y, hat in der Theorie der Kurvenkongruenzen, neben anderen
GrofBen, eine besondere Bedeutung, wie bei einer anderen Ge-
legenheit gezeigt wurde.? Da ndmlich ganz allgemein die Nor-
malwindung 7" ciner Fliache in der Tangentenrichtung t den

Wert 7= tn Z’? hat und §; lings ¢,, §, lings ¢; den Normal-

vektor ey besitzt, so ist im Punkte P
= = de de
Loy + 71z = &1 8s13 T ep ey 6::' ()

Dies ist aber der Ausdruck fur das Doppelte der mittleren
Schrinkung Ag der Kongruenz der Kurven ¢4 an der Stelle P,

Da auch den GréBlen &4 und G, eine von den Flichen §; und
Js unabhingige Bedeutung zukommt, so erkennen wir, daf} der
Integrabilititsbedingung fiiv die Funktion f des Ortes im Raum
folgende Gestalt gegeben werden kann, in der die Flichen §,
und §, keine Rolle mehr spielen, sondern nur noch die drei
Kurvenkongruenzen, die durch die in jedem Raumpunkt ange-
hefteten Bezugsdreibeine ey, ¢y, ¢5 bestimmt sind:

o aof 0 of af+Gzaf o o ©

8s, 05, 05, 05y ! a5, 8 dsy°

Die gefundene Beziehung ist eine Verallgemeinerung der in
der kinematischen Flichentheorie gebriuchlichen Integrabili-
tatsbedingung. Wenn die mittlere Schrinkung A, an der Stelle
P verschwindet, erhalten wir die aus der Flachentheorie be-
kannte Gestalt der Integrabilititsbedingung wieder, von der wir
ausgingen. Bekanntlich ist das identische Verschwinden der
mittleren Schrinkung einer Kurvenkongruenz die notwendige
und hinreichende Bedingung dafiir, dafy sie Orthogonalflichen
besitzt. In dem Falle 45 = o bilden also die Flichen §; und §,
eine einzige, zu den Linien ¢3 orthogonale Fliche.

Es sei noch auf ein Nebenergebnis hingewiesen, das uns durch
die folgende Betrachtung zufillt:

2 Vgl d. V. Arbeit iiber eine Natiirliche Geometrie der Kurvenkongruenzen,
Math. Zeitschr. 56 (1952) S. 213.
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Wir hitten die Bezichung (7) auch erhalten kénnen, wenn wir
von der Integrabilititsbedingung ausgegangen wiren, der jede
Ortsfunktion auf der Fliche §, unterliegt, und zwar speziell in
einem Punkt P, ihrer Schnittkurve ¢, mit §;. Wird der Schnitt-
winkel der Flichen an dieser Stelle, genauer der Winkel, durch
den die e, enthaltende Berlihrebene von §; um e, im positiven
Sinn zu drehen ist, um mit der € enthaltenden Beriihrebene
von §, in Deckung zu kommen, mit @, bezeichnet, so ergibt sich
durch eine Uberlegung, die der in Abschnitt 2 durchgefiihrten
analog ist, dal3 in P

o '
a{_f: =11+ T 6"

ist. Hiernach mul} an der Stelle 2 gelten:

oy 0py
o5, +‘352 =0 (10)

Diese Beziechung ist auch als Folgerung aus dem oben schon
herangezogenen Satz von Bertrand und Bonnet zu gewinnen.



