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Kinetographische Verwandtschaft ebener Systeme,
und réumlicher Systeme.
Von Ludwig Burmester.
(Eingeiaufen 19, Februar.)

Allgemeine Darlegungen.

Die Gesamtheit aller in einer Ebene befindlichen Punkte,
deren gegenseitige Lage sich nicht iindert, wird ein starres
ebenes System oder kurz ein ebenes System genannt; und
analog wird die Gesamtheit aller in einem Raum befindlichen
Punkte, deren gegenseitige Lage sich nicht findert, ein starres
riumliches System oder kurz ein riiumliches System
genannt.

Bei einer gesetzmiiBigen Bewegung eines ebenen Systems S
in einem anderen ebenen System X, welches wir als ruhend
annehmen, beschreibt ein angenommener Punkt A4, des beweg-
ten Systems S eine Bahnkurve « in dem ruhenden System X,
und ferner beschreibt ein angenommener Punkt A4 des ruhenden
Systems X eine Bahnkurve a in dem bewegten System S.

Wenn wir in dem System S auf einer gegebenen Kurve &
die Punkte A, B,, C,.. und in dem System £ auf einer
gegebenen Kurve x; zuniichst der Einfachheit wegen eindeutig
zugeordnete Punkte Ag, By, [g.. annehmen, dann beschreiben die
Punkte A,, B, C,.. des bewegten Systems S die Bahnkurven
o, B, 7.. in dem ruhenden System ¥ und die Punkte A, Bg, s..
des ruhenden System ¥ die Bahnkurven a, b, ¢.. in dem be-
wegten System S. In jedem Bewegungsmoment bestimmen die
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beschreibenden Punkte A,, B,, C, .. des Systems S auf den
zugehorigen Bahnkurven «, g, y.. Punkte A, B, .. in dem
System X, und ebenso bestimmen die beschreibenden Punkte
Ag: Bgy [g.. des Systems £ auf den zugehirigen Bahnkurven
a, b, c.. Punkte 4, B, C.. in dem System S. Die so in jedem
Bewegungsmoment bestimmten Punkte A, B, .. und 4, B.C..
nennen wir entsprechende Punkte, die beschriebenen Bahn-
kurven o, f, y.. und a, b, c.. entsprechende Kurven in den
ebenen Systemen X, S.

Die hierdurch definierte Beziehung der Systeme X, S
nennen wir eine kinetographische Verwandtschaft zweier
ebener Systeme. Dieselbe ist demnach bestimmt durch eine
gegebene gesetzmiiliige Bewegung des Systems S in dem Sy-
stem X und durch die eindeutige Zuordnung der Punkte auf
den in den Systemen S, ¥ gegebenen Kurven k,, x4

N
A 24,

Fig. 1.

Um die Bewegungsvorgiinge des einen der Systeme S, X
in bezug auf das andere' in Fig. 1 zu veranschaulichen, sind
in dem bewegten System S auf der Kurve k, die Punkte 4,,

B,, C,.. und in dem ruhenden System X auf der Kurve x4
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die eindeutig zugeordneten Punkte Ay, By, Iy .. angenommen.
Die Kurve k, sowie die Punkte A,, B,, C,.. des Systems S
befinden sich im Anfang der Bewegung in Deckung mit der
Kurve %, und den Punkten A,, B,, [,.. des Systems ¥; und
ferner befinden sich die Kurve x4 sowie die Punkte Ag, Bg, y. .
des Systems £ in Deckung mit der Kurve k, und den Punkten
Agy By. C, .. des Systems S. Die Punkte 4, B,, C, .. be-
schreiben die Bahnkurven «, 8, y .. in dem ruhenden System X
und die Punkte A, Bg, [ .. beschreiben die entsprechenden
Bahnkurven a, b, ¢ .. in dem bewegten System S. Durch die
Bewegung des Systems S gelangt die Kurve k, mit den Punkten
Ay, B,, C, .. aus der Anfangslage %, (A,. By, [ . .) in ver-
schiedene Lagen =, (A;, B,, I, ..), #, (A3, By, [y ..) .., die
man gleichsam als Abdriicke von k, (A,, B,, C,..) auf das
ruhenden System ¥ betrachten kann. Ferner gelangt die in
dem ruhenden System X liegende Kurve x4 mit den Punkten
Ag. Bg, [g.., von der anfiinglichen Deckung mit &, (d4,, B,, C,..),
ausgehend in denselben Momenten zur Deckung mit den Lagen
k (A, B,,C,.), k(4,, By, Cy..).., die auch gleichsam die Ab-
driicke von x5 (Ag, Bg, g ..) auf das bewegte System S sind
wenn es sich in der zeichneten Anfangslage befindet. Wiihrend der
Bewegung von S beschreiben die Punkte A, B,, C,.. die Bahn-
kurven «, f, y.. in X, und die ruhenden Punkte Ag, By, [y .
beschreiben die Bahnkurven a, b, ¢.. in S, die also iiber diese
Punkte gleiten. Wenn ferner die Kurve %, des bewegten Sy-
stems S in die Lagen x,, %,.. gelangt, dann treten die in S
liegenden Kurven k, %, .. nach einander in Deckung mit der
Kurve x4 des ruhenden Systems X. Demnach entspricht der
Schar der unter sich kongruenten Kurven ky, k,, k, .. in S die
Schar der unter sich kongruenten Kurven x,, »,, %, .. in X;
und diese Kurven wollen wir die Lagenkurven nennen. Da
auch die Schar der Bahnkurven a, b, ¢ .. in S der Schar der
Bahnkurven «, f8, 7 .. in X entspricht, so ergeben sich in den
Systemen S, ¥ die entsprechenden Netze der Kurven a, b, ¢. .,
koo by Ky oo und o, B,y .., %2, %, %, .. mit den entsprechenden
Netzpunkten
2.
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A, 4, 4,.. A A, A, ..
B, B, B,.. B, 8, B, ..
C,CC,.. r,E R

DieKurven a,b,c.., ky, k,, k,.. in S sowie die Kurven o, £, 7..,
Xgs %y, %g .. In X kinnen als Parameterlinien oder als krumm-
linige Koordinaten betrachtet werden. Einer Kurve in S, die
z. B. durch die Punkte 4,, B3;, C; geht, entspricht in dem
System X eine durch die Punkte A,, B,, Iy gehende Kurve.

Die Bahnkurven a, b,¢.. und «, g, y.. sind durch die
gesetzmiiliige Bewegung des System S bestimmt und ihre Ver-
teilung ist durch die Zuordnung der Punkte der angenommenen
Kurven k,, »; bedingt; und mit diesen Kurven sind die Lagen-
kurven kg, &y, ky.. und x,, %,, %, .. gegeben, deren Lagerung
durch die angenommenen Bewegungsmomente bestimmt sind.

Wenn wir insbesondere kongruente Kurven k,, »#; an-
nehmen, die in ihren Anfangslagen x,, k, zusammenliegen, und
die sich denkenden Punkte dieser Kurven als zugeordnete
Punkte betrachten, dann erhalten wir cine spezielle Zuordnung,
die wir eine identische Zuorduung nennen. Die speziellste
identische Zuordnung ergibt sich, wenn anstatt der Kurven kyy %
Gerade angenommen werden.

Die Bewegung des Systems S in dem System X ist be-
stimmt, wenn z. B. zwei Kurven &, 8 als Bahnkurven der Punkte
Ay, By gegeben sind. Um die so bestimmte Bewegung zu ver-
wirklichen und die Zeichnung in Fig. 1 auszufiihren, wird die
Kurve k, mit den Punkten Ay, I, C, .. auf ¢in durchsichtiges
Papierblatt, welches das System S vertritt, gezeichnet. Dann
fithren wir die Punkte A, I3, auf den Kurven «, 8, markieren
auf dem durchsichtigen Papierblatt i verschiedenen Lagen des-
selben die Punkte, die sich mit den Punkten A;, Bg, [y.. der
ruhenden Kurve x4 decken. Durch diese markierten Punkte
ergeben sich in S die Bahnkurven a, b, ¢. ., die wiihrend der
Bewegung iber die ruhenden Punkte Ag, By, [T . . gleiten.
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Zugleich markieren wir in den verschiedenen Lagen vermittelst
Stiche durch den Punkt C; die Punkte, welche die Kurve y
in X bestimmen.

Um die Definition der kinetographischen Verwandtschaft
zu verallgemeinern, nehmen wir auch eine mehrdeutige Zu-
ordnung der Punkte auf den Kurven %, x4 an; und es kann
jedoch auch bei Annahme einer eindeutigen Zuordnung durch
den Bewegungsvorgang eine mehrdeutige Zuordnung eintreten.
Wenn z. B. die Kurve k, mit den Punkten A, B,, C,.. eine
Gerade ist, die von ihrer anfiinglichen Lage x, aus geht und
durch die Bewegung wieder in diese Lage gelangt, aber so,
dat die auf der Geraden x, liegenden Punkte A,, B,, I, . -,
die sich anfinglich mit den Punkten A,, B,, C,.. der Geraden
k, decken, nun wieder mit anderen Punkten A, By, ;.. des-
selben zur Deckung gelangen; dann ergibt sich, dak auf der Ge-
raden k, die Punkte A}, B;, C|.. ebenso wie die Punkte A,
B,. C,.. den Punkten Ag, By, 5 .. der Kurve »; zugeordnet
sind. Demnach erscheint bei diesem Bewegungsvorgang eine
zweideutige Zuordnung und bei Wiederholung desselben eine
mehrdeutige. Das Gleiche gilt unter denselben Bedingungen,
wenn die Kurve k, ein Kreis ist.

Wird in jedem der Systeme S, X ein zweckmiikiiges Ko-
ordinatensystem angenommen, sind ferner die Gleichungen der
in dem ruhenden System X befindlichen Bahnkurven zweier
Punkte des bewegten Systems, deren Abstand bekannt ist,
gegeben, und ist die Zuordnung der Punkte auf den Kurven
kg, x5 durch Gleichungen bestimmt, so kann man unter giinsti-
gen Umstiinden die allgemeinen Gleichungen ableiten, welche
die bestimmenden Beziehungen enthalten. Die Eliminationen
zur Erlangung der vier reduzierten Gleichungen der kineto-
graphischen Verwandtschaft sind jedoch nur in geeigneten
Fillen ausfithrbar.

Zu einer kinetographischen Verwandtschaft zweier ebener
Systeme S, ¥, in denen sich Punkte entsprechen, ergibt sich
durch Dualitiit eine kinetographische Verwandtschaft zweier
ebener Systeme S, X, in denen sich Gerade entsprechen, wenn
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wir anstatt der zugeordneten Punkte der Kurven kg, x; zu-
geordnete Tangenten dieser Kurven annehmen.

Die Definition der kinetographischen Verwandtschaft ebener
Systeme gilt verallgemeinert auch fiir die kinetographische
Verwandtschaft riumlicher Systeme. Bei einer gesetzmiifigen
Bewegung eines riiumlichen Systems S in einem anderen riium-
lichen System X, welches wir als ruhend annehmen, beschreibt
ein angenommener Punkt A, des bewegten riiumlichen Sy-
stems S eine Kurve o in dem ruhenden riumlichen System X,
und ferner beschreibt ein angenommener Punkt A; des ruhen-
den riumlichen Systems ¥ eine Kurve a in dem bewegten
rdumlichen System S. Wenn wir nun den Punkten Ay, B,..
einer in dem bewegten System S gegebene Fliiche k, eindeutig
die Punkte A;, Bg.. einer in dem ruhenden System X ge-
gebenen Fliche »; zuordnen, so ist dadurch die kinetographische
Verwandtschaft der riiumlichen Systeme S, £ in analoger Weise
wie bei den ebenen Systemen definiert. Und durch eine An-
uahme einer mehrdeutigen Zuordnung der Punkte auf den
Flichen %y, %, wird diese Verwandtschaft verallgemeinert.
Werden anstatt der Punkte auf den Flichen %, x5 die Be-
rithrungsebenen an denselben zugeordnet, dann ergibt sich eine
kinetographische Verwandtschaft zweier riiumlicher Systeme S, X,
in denen sich Ebenen entsprechen.

Durch die kinetographischen Verwandtschaften wird ein
Gebiet neuer geometrischer Verwandtschaften erffnet; denn
mit jeder gesetzmiiBigen Bewegung eines Systems in einem
anderen System nebst einer gesetzmiiliigen Zuordnung ist eine
kinetographische Verwandtschaft gegeben, die zwar im allge-
meinen sehr kompliziert sein wird; aber in besonderen Fiillen
auch zu manchen interessanten Ergebnissen fithren kann.

Im Folgenden wollen wir noch auf einige Beispiele spe-
zieller Bewegungen und spezieller Zuordnungen hinweisen, aus
denen mannigfaltige kinetographische Verwandtschaften her-
vorgehen.
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Beispiele der Bewegungen und der Zuordnungen.

In Fig. 2 wird die Bewegung eines ebenen Systems S in
einem anderen ebenen System X dadurch erzeugt, dab sich
zwei Punkte C,, D, einer Geraden k, des Systems S auf den
senkrechten Geraden y, é in dem ruhenden System ¥ bewegen;
und ferner ist eine identische Zuordnung der Punkte A4,, B,,
Cy, D, .. der Geraden k; und der Punkte Ag, Bg, [ Ag. -
der Geraden x;, wobei die zugehdrigen Anfangslagen x,, k,
sich in der Geraden & befinden, angenommen. Fiir verschiedene
Bewegungsmomente sind die Lagen x, (A,, By, [0 A, - ),
% (A, By Ty A2, %, (Agy Byy Ty A,..) der Geraden k, und
die entsprechenden Lagen %, (4,, B,, C,, D,..), k, (4,, B,,
C, D,..), k (4,, By, Cy, D, ..) der Geraden x4 in der oben
angegebenen Weise gezeichnet.

feixq

Fig. 2.

Die Punkte 4, B,, C,, D, .. beschreiben in dem ruhen-
den System X die Bahnen «, f, y, 4.., die koaxiale Ellipsen
sind, deren Achsen in den Geraden y, & liegen!). Fiir die
Punkte C,, D, degenerieren die Ellipsen zu Strecken auf den
Geraden », 0. Die Punkte Ay, Bs, Mg, Og .. beschreiben in

1) L. Burmester, Lehrbuch der Kinematik. 1888, S. 37. 41.
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dem bewegten System S Bahnen a, b, ¢, d .., die allgemeine
Kardioiden (Pascalsche Kurven) sind und fiir die der Punkt D,
ein gemeinsamer Doppelpunkt ist. Fiir den Punkt [ de-
generiert die Kardioide ¢ zu einem Kreis und fiir den Punkt Ay
ist die Bahn eine gespitzte Kardioide d. Die Geraden x,, x,, %,
sind Tangenten einer vierspitzigen Hypotrochoide'), die auch
Astroide genannt wird; und die Geraden k,. %,, %, sind Strahlen
eines Strahlenbiischels, dessen Mittelpunkt D), ist. Hieraus
ergibt sich eine zwei-vierdeutige kinetographische Verwandt-
schaft der Ebenen System X, S, d. h. einem Punkt in S
entsprechen zwei Punkte in ¥ und einem Punkt in X ent-
sprechen vier Punkte in S.

Bei dieser Bewegung rollt der iiber C, D, als Durchmesser
beschriebene Kreis p, des Systems S, der mit dem Kreis ¢
identisch ist, innerhalb eines doppelt so grolien Kreises 714?).
Wir konnen auch fiir jene Kurven k,, x4 die Kreise pg, 4
annehmen, und konnen die Punkte des rollenden Kreises p,
und die Punkte des ruhenden Kreises 75, die in Berithrung
kommen als zugeordnete Punkte betrachten; dann sind jedem
Punkt des rollenden Kreises p, zwei Punkte des ruhenden
Kreises 715 zugeordnet, weil jeder Punkt des Kreises p; bei
einer ganzen Umrollung an den Kreis 75 zweimal mit den-
selben in Berithrung tritt.

Bei dieser Bewegung sind in dem System X die Babnen
der Punkte des rollenden Kreises p, Durchmesser des Kreises 5,
und ferner sind in dem bewegten System S die Bahnen der
Punkte des ruhenden Kreises 5 gespitzte Kardioiden.

Wenn ein Kreis p, innerhalb oder aulierhalb an einem
Kreis 15 rollt, deren Radien in ecinem rationalen Verhiiltnis
stehen, und eine identische Zuordnung der Punkte auf einer
zentralen Geraden angenommen wird, dann erhalten wir eine
kinetographische Verwandtschaft, bei der in beiden Systemen
die Bahnkurven geschlossene Trochoiden und die Lagen der
Geraden, Tangenten an gespitzten Trochoiden sind?®). Ferner

1) Aca. 0. 8. 185. %) Aoa 0. 8,37, 3) ALa. O, 8. 1567,
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konnen wir auch die Berithrungspunkte der Kreise p,, 75 als
zugeordnete Punkte betrachten, dann sind die Bahnkurven in
beiden Systemen gespitzte geschlossene Trochoiden.

Wenn insbesondere ein Kreis auf einem gleich grotien
anderen Kreis rollt, so ist die Zuordnung der Berithrungspunkte
eindeutig, und alle Bahnen sind kongruente gespitzte Kardioiden.

Die durch die Rollung eines Kreises auf einen anderen
und durch die Zuordnung der Beriihrungspunkte bestimmte,
kinetographisch verwandten Systemen sind von je zwei kon-
zentrischen Kreisen begrenzt und demnach ringformige Felder.
Ist der eine Kreis z. B. der ruhende unendlich grof; rollt also
ein Kreis auf einer Geraden, dann ist das Feld des ruhenden
Systems zwischen dieser Geraden und der zu ihr parallelen
Tangente dieses Kreises eingeschlossen, aber das Feld des be-
wegten Systems erstreckt sich ins Unendliche und wird einer-
seits nur von dem rollenden Kreis begrenzt. In diesem Fall
sind die Bahnen in dem ruhenden System kongruente gespitzte
Zykloiden und in dem bewegten System kongruente gespitste
Kreisevolventen.

Durch verschiedene Zuordnungen konnen bei einer Bewegung
eines Systems mannigfaltige kinetographische Verwandtschaften
entstehen. So z. B. in dem einfachen Fall, wenn sich das bewegte
System um einen Punkt dreht, und auf einer durch ihn gehen-
den Geraden eine identische Zuordnung angenommen wird;
dann sind die kinetographisch verwandten Systeme symmetrisch
kongruente Systeme, werden aber die entsprechenden Punkte
zweier kongruenter, zweier iihnlicher oder zweier projektiver
Punktreihen als zugeordnete Punkte angenommen, so ergeben
sich komplizierte kinetographisch verwandte Systeme.

Wir wollen ferner auf einige Beispiele der Bewegungen
eines ebenen Systems bei einfachen Getrieben und auch auf
einfache Zuordnungen hinweisen.

Bei einem Kurbelgetriebe in Fig. 3 bewegen sich die
Koppelpunkte F,, L, auf den Kreisen ¢, 4, deren Mittelpunkte
&g, A4 sind; und werden je zwei entsprechende Punkte der
ihnlichen Punktreihen F,, L,... und &g, A;.. als zugeordnete



26 Sitzung der math.-phys. Klasse vom 9. Februar 1907.

Punkte angenommen, dann sind die Bahnen in beiden Systemen
symmetrische Kurven sechster Ordnung resp. in bezug auf F,, L,
und 4 Ay als Symmetralgeraden.

L,
L
'
F A
A
14
& A, % As
Fig. 8. Fig. 4.

Wenn inshesonders, wie in Fig. 4 bei einem Zwillings-
kurbelgetriebe I’y L, = &y N, &g Fy = Ay L, ist, und die
entsprechenden Punkte der kongruenten Punktreihen F,, L,..
und @, Ag.. zugeordnete Punkte sind, dann sind die Bahnen
symmetrische Kurven vierter Ordnung resp. in bezug auf F, L,
s Ng als Symmetralgeraden. Diese Kurven sind Fufipunkten-
kurven einer Kllipse oder einer Hyperbel, je nachdem die
Koppel I, L, oder der Steg ¢d; Ay kiirzer oder linger als
die Kurbelarme &; F,, Az L, ist. Dies ergibt sich, weil bei
dieser Bewegung des Systems S ein Kegelschnitt, dessen
Brennpunkte F,, L, sind und deren Hauptachse gleich der
Liinge der Kurbelarme ist, auf einem kongruenten Kegelschnitt
rollt, dessen Brennpunkte g, Ay sind, so dafy symmetrische
Punkte dieser Kegelschnitte in Berithrung kommen'?).

1) A.a. 0. S. 303, S04.
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Bei dem zentrischen Schubkurbelgetriche in Fig. 5 be-
wegt sich der Koppelpunkt F, auf einem Kreis ¢, dessen
Mittelpunkt s ist, und der Koppelpunkt I, auf einer Ge-
raden Z, die durch den Mittelpunkt 4 geht. Die entsprechenden
Punkte der auf den Geraden F, L, und &; 1 liegenden kon-
gruenten Punktreihen F,.. und &.. betrachten wir als zu-
geordnete Punkte. Dann sind die Bahnen der auof F, L,
liegenden Punkte symmetrische Kurven vierter Ordnung in bezug
auf s 4 als Symmetralgerade und die Bahnen der auf ¢y 4
liegende Punkte symmetrische Kurven sechster Ordnung (Kreis-
konchoiden) in bezug auf F, L, als Symmetralgerade'). Ferner
konnen wir auch die entsprechenden Punkte der auf I I,
und F, 2 liegenden kongruenten Punktreihen F,.. und Fj..
als zugeordnete Punkte unnehmen; und wenn dann insbeson-
dere die Koppel gleich dem Kurbelarm, also F, L, = &; F,
ist, so ergibt sich in diesem speziellen Fall die S.24 genannte
zwei-vierdeutige kinetographische Verwandtschaft.

Jede gesetzmiibiige Bewegung eines ebenen Systems S in
einem anderen System X kann auch durch Rollung einer
Kurve p, des Systems S auf einer Kurve m; des Systems X
erzeugt werden®). Diese Kurven, die Rollkurven oder Pol-
bahnen hieifien, sind aber oft sehr komplizierte Kurven, z. B.
bei dem Kurbelgetriebe von achter Ordnung, und kommen
hauptsiichlich dann in Betracht, wenn sie als Kreise auftreten.

Zu den angefithrten Beispielen ergeben sich Analogien
fur die Bewegungen eines riinmlichen Systems 8™ in einem
anderen riiumlichen System X2 Betrachten wir die ebenen
Systeme S, X resp. als zu den riiumlichen Systemen S’, X°
gehorend, und die Rollkurven p,, 715 als Leitkurven zweier
Zylinderfliichen p:, ”‘?." diec auf der KEbene der Systeme S, &
senkrecht stehen, so kann eine Bewegung des riiumlichen Sy-
stems S" in dem ruhenden System X? durch die Rollung der
Zylindertliiche p” auf der Zylinderfliche a2 erzeugt werden.

6
Eine solche Bewegung des riiumlichen System S” in dem

1) A a. 0. 8.827. 329. 2 A.a. 0. 8. 32
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anderen riiumlichen System ¢ wird eine zylindrische Rol-
lung genannt!). Bei derselben bewegen sich die Punkte des
einen Systems in parallelen Ebenen des anderen Systems, und
die Punkte in einer aut diesen Ebenen senkrechten Geraden des
einen Systems beschreiben kongruente Kurven in dem anderen
System.

Als Beispiel einer zylindrischen Rollung nehmen wir das
Analogon zu der in Fig. 2 betrachteten Bewegung. Demnach
rollt eine Kreiszylinderfliiche p” innerhalb an einer doppelt so
grofien Kreiszylinderfliche a7, dann sind die Bahnen der Punkte
des bewegten riumlichen Systems S” in dem ruhenden riium-
lichen System X2 Ellipsen, deren Mittelpunkte in der Achse
Kreiszylinderfliiche =2 liegen. Fiir die Punkte der rollenden
Kreiszylinderfliche p” degenerieren die Ellipsen zu Durch-
messern der Kreiszylinderfliiche 7%, Ferner sind die Bahnen
der Punkte des ruhenden riiumlichen Systems E? in bezug
auf das bewegte riiumliche System S" allgemeine Kardioiden,
die fiir die Punkte der Kreiszylinderfliche a% in gespitate
Kardioiden iibergehen. Bei gleichformigem Rollen der Kreis-
zylinderfliiche p heifit die Rollung eine harmonische Rollung.

Wird nun eine identische Zuordnung der Punkte auf einer
durch die Achsen der heiden Kreiszylinderflichen p, a2 gehen-
den Ebene angenommen, so ergibt sich ebenso wie S. 24 bei den
ebenen Systemen X, S in Fig. 2 eine zwei-vierdeutige kineto-
graphische Verwandtschaft der riumlichen Systeme X?, S™.
Denn bei jeder zylindrischen Rollung mit ciner Zuordnung der
Punkte auf Zylinderflichen oder Ebenen, die parallel sind zu
den Rollzylinderflichen, ist durch die kinetographische Ver-
wandtschaft der ebenen Systeme X, S auch die kinetographische
Verwandtschaft der riiumlichen Systeme X€, S" gegeben.

Werden den Punkten der rollenden Kreiszylinderfliche p!

. - . - 0
die Punktpaare der ruhenden Kreiszylinderfliche =5 zugeorduet,

') L. Burmester, Kinematische Flichenerzeugung vermittelst zylin-
drischer Rollung. Zeitschr. {. Mathematik u. Physik, 1888, B. 38, 8. 337.
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mit denen sie in Berithrung kommen, dann erhalten wir eine
kinetographische Verwandtschaft der riiumlichen Systeme X2, S™,
bei der das Raumgebiet in X von der Kreiszylinderfliche a2
umgrenzt wird, und das Raumgebiet in 8" zwischen der Kreis-
zylindertliiche p! und der koaxialen Kreiszylinderfliche mit
dreimal grofieren Durchmesser eingeschlossen ist.

Nehmen wir an, dab die Kreiszylinderfliiche p: wiihrend
ithrer harmonischen Rollung eine harmonische Schwingung
lings den Mantellinien der Kreiszylinderfliche .'lg vollzieht, so
dat: die Schwingungszeit zu der Umrollungszeit in einem be-
stimmten rationalen Verhiiltnis »n stcht, dann ergibt sich eine
Bewegung die harmonische zylindrische Schrotung
heist. Je nachdem wir das Verhiiltnis # und die Phasendifferenz
zwischen der harmonischen Rollung und der harmonischen
Schwingung wiihlen, gehen bei einer angenommenen Zuordnung
mannigfaltige kinetographische Verwandtschaften der rium-
lichen Systeme S”, X2 aus der harmonischen zylindrischen
Schrotung hervor. Bei derselben sind die Bahnen aller Punkte
der schrotenden Kreiszylinderfliche p! Lissajoussche Kurven
in Ebenen, die durch die Achse der ruhenden Kreiszylinder-
fliche =2 gehen.

Wenn insbesondere n = 1 ist, dann sind die Bahnen
der Punkte des Systems S” in bezug auf das System X€
Ellipsen, deren Mittelpunkte in der Achse der Kreiszylinder-
fliche a2 liegen. Dieser spezieller Fall der harmonischen
zylindrischen Schrotung, der beziiglich der Bewegungsvorgiinge
und der Bahnkurven untersucht wurde!), fithrt zu einer inte-
ressanten kinetographischen Verwandtschaft der riiumlichen
Systeme X2, S”, wenn eine identische Zuordnung der Punkte
in der durch die Achsen der beiden Kreiszylinderflichen gehen-

1) Vgl L. Burmester, Zeitschrift filr Mathematik und Physik, 1888,
B. 33, S.347. — A. Mannheim, Journal de 1'Kcole polytechnique, 1890,
60. cahier, p.75. — G. Darboux, Note 1II, in G. Koenigs, Legons de
Cinématique, 1897, p. 852. — A. Griinwald, Zeitschrift fir Mathematik
und Physik, 1907, B. 54, S. 154,
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den Ebene angenommen wird. Diese kinetographische Ver-
wandtschaft kann gleichsam als aus zwei kinetographischen
Verwandtschaften zusammengesetzt betrachtet werden. Die zu
den Mantellinien der Kreiszylinderflichen parallelen Geraden,
die sich in den kinetographisch verwandten riumlichen Sy-
stemen X2, S entsprechen, schneiden eine zu diesen Mantel-
linien senkrechte Ebene in entsprechenden Punkten der S. 24
genannten zwei-vierdeutigen kinetographischen Verwandtschaft
der ebenen Systeme X, S; und auf den entsprechenden Geraden
werden die entsprechende Punkte durch die kinetographische
Verwandtschaft bestimmt, welche ohne Rollung aus der har-
monischen Schwingung bei zugehoriger Zuordnung hervorgeht.

Aus dieser harmonischen zylindrischen Schrotung ergeben
sich ferner noch besondere kinetographische Verwandtschaften
der riiumlichen Systeme, wenn den Punkten der schrotenden
Kreiszylinderfliche p7 die Punktpaare der ruhenden Kreis-

sylinderfliiche a2 zugeordnet werden, mit denen sie in Be-

rithrung kommen, und wenn eine identische Zuordnung der
Punkte in einer zu diesen Kreiszylinderflichen senkrechten
Ebene angenommen wird.

Aus der Schraubung eines riumlichen Systems und deren
beiden Spezialfiillen, der Drehung sowie der geradlinigen Ver-
schiebung ergeben sich bei identischen Zuordnungen involu-
torische kinetographische Verwandtschaften zweier riiumlicher
Systeme 8", ¢, in denen sich also die Punkte wechselweise ent-
sprechen.

Bei der Schraubung sind die Bahuen der Punkte in jedem
der Systeme S", ¥¢ koaxiale Schraubenlinien mit gleicher
Ganghdhe. Die entsprechenden Bahnen je zweier identisch
zugeordneter Punkte fallen in einer Schraubenlinie zusammen
und auf derselben entsprechen sich die Punkte der Systeme
S”, X2 involutorisch; denn diese Punkte befinden sich beider-
seits von der gemeinsamen Anfangslage der beiden zugeordneten
Punkte in gleichen Abstinden auf der Schraubenlinie.

Werden die Punkte einer beliebig gegen die Schrauben-
achse geneigten Zuordnungsebene als identisch zugeordnet an-
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genommen, so ist dadurch eine involutorische kinetographische
Verwandtschaft der riumlichen Systeme S, £ bestimmt. Die
Bahnen je zwei zugeordneter Punkte auf einer in der Zuord-
nungsebene liegenden Geraden sind Schraubenlinien auf der
von dieser Geraden erzeugten Regelschraubentliche, die in den
beiden riumlichen Systemen eine selbstentsprechende Fliche
ist. Demnach bilden auf einer solchen Regelschraubenfliche
die entsprechenden Punkte in ihrer Gesamtheit zwei involu-
torisch kinetographisch verwandte Flichensysteme.

In dem Spezialfalle, wenn die Ganghthe der Schraubung
gleich null ist, geht die Schraubung in Drehung iiber, und
die Bahnen der Punkte sind in beiden Systemen Kreise, deren
Mittelpunkte in der Drehachse liegen. Aus der Drehung und
der angenommen identischen Zuordnung ergibt sich dann eine
spezielle, involutorische kinetographische Verwandtschaft der
riumlichen Systeme S’, ¥¢. Denn jene Regelschraubenfliiche
degeneriert zu einem einschaligen Drehungshyperboloid, welches
in eine Drehungskegelfliche oder in eine Ebene ausartet, je
nachdem die in der Zuordnungsebene liegende Gerade die
Drehachse schneidet, oder sich zu derselben in einer senk-
rechten Lage befindet.

Bei der Schraubung ergeben sich ferner spezielle involu-
torische kinetographische Verwandtschaften, wenn die Zuord-
nungsebene entweder durch die Schraubenachse, parallel zu ibr
oder senkrecht zu ihr gelegt wird; und ferner bei der Drehung,
wenn die Zuordnungsebene durch die Drehachse gehend oder
zu ihr parallel angenommen wird.

Die Schraubung geht, wenn ihre Ganghéhe unendlich
grofi ist, in eine geradlinige Verschiebung itber. In diesen
speziellen Fall sind die involutorisch kinetographischen ver-
wandten Systeme S”, 2 involutorisch affine riiumliche Systeme,
bei denen, wenn S" die Anfangslage erhiilt, die Zuordnungs-
ebene die Affinitiitsebene ist. Wenn insbesondere die Zuord-
nungsebene senkrecht zu der Richtung der Verschiebung steht,
dann sind diese Systeme symmetrisch kongruent und die Zu-
ordnungsebene ist die Symmetralebene derselben.
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Werden anstatt der identischen Zuordnung der Punkte in
der Zuordnungsebene die allgemeineren eindeutigen Zuordnun-
gen, Kongruenz, Ahnlichkeit, Affinitit oder Kollineation an-
genommen, so ergeben sich aus den drei betrachteten Be-
wegungsarten allgemeinere kinetographische Verwandtschaften
der riumlichen Systeme S", X° In dem einfachen Fall der
geradlinigen Verschiebung und der kollinearen Zuordnung ist
die kinetographische Verwandtschaft der riumlichen Systeme
eine spezielle Verwandtschaft zweiten Grades.



