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Zwei weitere Beweise zu einer
Verallgemeinerung des Satzes von Napoleon

Von Herbert Naumann in Hilden

Vorgelegt von Kurt Schiitte in der Sitzung vom 12. Januar 1990

Als Satz von Napoleon wird folgender Satz der Elementargeome-
trie bezeichnet:

Die Mittelpunkte der iiber den Sciten eines beliebigen Dreiecks
nach auBen angelegten gleichseitigen Dreiecke bilden stets ein gleich-
seitiges Dreieck.

(Die Herkunft dieses Satzes konnte bisher nicht geklirt werden,
vor 1912 ist jedenfalls cine Zuschreibung an Napoleon nicht bekannt.
Siche hierzu J. Fischer [1], S. 324-325 und die dort zitierte Literatur.)

K. Schiitte hat in [2] und [3] eine Verallgemeinerung des Satzes von
Napoleon bewiesen, die (in unwesentlich geinderter Formulierung)
lautet:

Voraussetzung. An die Seiten cines beliebigen Dreilecks A{AA5
seien auBen die Dreiccke A3A,B,, AjA3B,, AyA B; angelegt mit den
gerichteten Winkeln B; = € AsBiA,, B2 = € ABA;, B3 = <L
A,B3A4, wobei By + B2 + B3 = mist. Dann hat man an den Umbkreis-
mittelpunkten M, M, M; der auBlen angelegten Dreiecke die gerich-
teten Winkel 2 B; = <0 AsM A, 23, = <€ A1MAs, 2 B3 = L A MsA,.

Behauptung. M;M;M; ist ein Dreieck mit den gerichteten Win-
keln B; = < MoM M3, B2 = €< MsMaMy, B3 = < MiM;M,.

(Bei dem Satz von Napoleon ist B; = 3, = 3 = @/3, das Dreieck
M;M;M3 also ein gleichseitiges.)

In den nun folgenden Beweisen sei unter einem Winkel stets der
gerichtete Winkel verstanden. Dadurch brauchen Fallunterscheidun-
gen nicht gemacht zu werden, die Beweise werden so kiirzer und
direkter.

Beweis 1

M,M;P sei das Dreieck mit < PMs;M, = 35 und < M;MoP = B,
also mit < M,PM; = p;.

ay, ay, a3 seien die Verbindungsgeraden M;M;, M3P, PM,.
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1. Spiegelt man hintereinander an den Geraden a; und ay, so erhilt
man eine Drehung um den Punkt Mj; mit dem Drehwinkel 2 s,
durch die A, auf A abgebildet wird.

2. Spiegelt man hintereinander an den Geraden a, und as, so erhilt
man eine Drehung um den Punkt M, mit dem Drehwinkel 2 f3,,
durch dic A; auf A5 abgebildet wird.

3. Aus 1. und 2. folgt: Spiegelt man hintereinander an den Geraden
a, und as, so erhilt man eine Drehung um den Punkt P mit dem
Drechwinkel 25 + 28, = 27 ~ 2 f3;, durch die A, auf A; abgebildet
wird.

4. Aus 3. folgt: Durch eine Drehung um den Punkt P mit dem
Drehwinkel 2 f; wird As auf A, abgebildet.

Da auch durch eine Drehung um den Punke M; mit dem Drehwin-
kel 2 By der Punkt As auf A, abgebildet wird, folgt P = M,.

Somit ist die Behauptung bewiesen.

Anmerkung. Es lohnt sich, die Spiegelungen an den Geraden a;,
ay, a3 noch einmal zu betrachten. Im obigen Beweis wird A, zunichst
durch Spiegelung an a, auf cinen Punkt abgebildet, der S genannt sei,
anschlieBend wird S durch Spiegelung an a; auf A, abgebildet. Damit
1st also S auch das Spiegelbild von A; an a;, und da S sodann durch
Spiegelung an as in Aj libergeht, ist S ebenfalls das Spiegelbild von
Aj an a;. Diec Existenz dieses gemeinsamen Spiegelpunktes S, der
ersichtlich noch die interessante Eigenschaft hat, gemeinsamer
Schnittpunkt der Umkreise der Dreiecke AjAjBy zu sein, ist in Schiit-
te [2], |3] ein wesentlicher Bestandteil der dortigen Beweise.

Beweis 2

Die Summe der Innenwinkel in einem Sechseck betrigt 4 7. Da in
dem Sechseck A\M3;A-M;A;M, die Summe der Winkel bei den M;
gleich 2 2p; = 2 m ist, so muB} auch die Summe der Sechseckinnen-
winkel y; bei den A; gleich 2 7 sein.

Wegen AsM; = A,M; li6t sich an _A3—M-1- das Dreieck M3A;M;
kongruent und orientierungsgleich dem Dreieck M3A,M; anlegen.
Das Dreieck MpA3;M3 ist dann kongruent und orientierungsgleich
dem Dreieck M)A (M3, denn MbyA; = MbA,, AsM3 = AsM; = A|M;
und < M3AM, =27 — vy, — v3 = V4.
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Da < MiMA; = < M3MiA,, ist < MiM M3 = € AsMA, = 2 B,
da ferner < AMyM; = € A;M,M;j, so ist £ MaMpM3 = X AMLA;
=2 Bz.

Wegen MM, = M3;M;, MM, = M;M, und M3 % M; halbiert die
Verbindungsgerade MM, die Winkel < MiM;M3 = 2f3; und <
M;M,M} = 2 B,.

Somit ist die Behauptung ein zweites Mal bewiesen.

Anmerkung zum Beweis 2. Durch Spiegelung an MM, wird das
Dreieck MiMsM; auf MiM,M; und der Punkt A; auf einen Punkt
abgebildet, der S genannt werde. Das Dreieck SM{M, ist dann spie-
gelbildlich kongruent zu A;M;M,, SM,Mj ist spiegelbildlich kon-
gruent zu A;M,Mj und damit auch zu A{MuM;, und SM3M; ist
spiegelbildlich kongruent zu AsM3M; und damit auch zu A,M;M,.
Daraus ergibt sich von neuem, daB S auch Spiegelbild von A; an
M;M; und von A; an M;M; ist.

Die Kanten SMy, SM,, SM3 bewirken eine Aufteilung des Sechs-
ecks AjM3A, M A3M; in drei Drachenvierecke (Drachen, engl. kite),
deren Symmetricachsen MiM,, M;M;, MyM; sind. Aus der Winkel~
halbierungseigenschaft dieser Achsen folgt, wenn (3, j, k) eine zykli-
sche Permutation von (1, 2, 3) ist, unmittelbar < MiM;M; = /2 <
AiMjAk == [3_]’ qu

Herrn Prof. Dr. K. Schiitte danke ich herzlich fiir die freundliche
Ermunterung, diese Beweise zu publizieren.
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