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Bekanntiich hat Lejeune-Dirichlet sich in den letzten Jahren seines Lebens mit dem
sogenannten Probleme der 2 Koérper lebhaft beschiftigt. Kummer berichtet dariiber in
seiner Gedichtnisrede! auf Dirichlet nach Mitteilungen von Kronecker. Danach sei
es ihm gelungen, eine allgemeine Methode zur Behandlung und Auflésung der Probleme
der Mechanik aufzustellen, und zwar nicht durch Zuriickfithrung der betreffenden Dif-
ferentialgleichungen auf Quadraturen, sondern durch eine Art stufenweiser Anniherung,
wobei die Theorie der kleinen Schwingungen einen Anhalt gebe. Er habe auch ecinen stren-
gen Beweis fir die Stabilitit des Weltsystems gefunden gehabt. In seinem Nachlasse
konnte indessen nichts dariiber gefunden werden.

Unter Hinweis hierauf wurde in Bd. 7 der Acta mathematica (1883) auf Veranlassung
des Kénigs von Schweden ein Preis fiir die Wiederherstellung der Dirichletschen Unter-
suchungen ausgesetzt, eventuell fiir cine andere, das Problem der # Koérper wesentlich
fordernde Arbeit. In letzterem Sinne gab dies Preisausschreiben Veranlassung zu der mit
dem Preise gekronten Abhandlung von Poincaré,? die sich indessen nicht auf jene Mit-
teilungen von Dirichlet bezieht.

Spater hat Kronecker (der sehr erregt dariiber war, dal3 man bei Formulierung der
Preisaufgabe ihn, der allein Auskunft geben konnte, nicht nach dem eigentlichen Sinne
und Wortlaute der Dirichletschen AuBerungen gefragt habe) die Angaben in der
Kummerschen Rede wesentlich erginzt; insbesondere betont er,® daf die beiden Mit-
teilungen tiber die Stabilitdt und iber die allgemeinen Probleme der Mechanik in keinem
Zusammenhange miteinander standen (wie man doch nach dem Wortlaute der Preis-
aufgabe annehmen muBte); es kiime deshalb fiir beide Fragen nicht notwendig ein gemein-
sames ,,Verfahren in Frage. Kronecker fiigt hinzu, er habe den Eindruck gehabt, daB3
ein gewisser Zusammenhang zwischen Dirichlets Arbeiten iiber Potentialtheorie und
seiner neuen Behandlung der mechanischen Probleme bestehe.

Um diese Zeit (1886) hat Kronecker auch mir gegeniiber seine Gespriche mit Dirich-
let (die 1858 in Géttingen stattfanden) erwdhnt. Dabei driickte er sich viel bestimmter
dahin aus, dal Dirichlet die Methoden der Potentialtheorie (wovon bei Stellung der er-
wihnten Preisaufgabe nichts gesagt war) auf das Problem der » Korper angewandt hitte,
und zwar solle es auf ein Verfahren ankommen dhnlich demjenigen, das in der Potential-
theorie beim Ubergange eines Punktes aus dem Innern des betr. Gebicetes an die Oberfliche
desselben angewandt werde.

Durch diese miindlichen Mitteilungen Kroneckers (die mich seitdem fast alljihrlich
einige Zeit beschiftigten) sind die folgenden Untersuchungen veranlafit, in denen in der
Tat die Methoden der Potentialtheorie und der Ubergang aus dem Innern auf die Ober-
fliche eines Gebietes benutzt werden. Die 3z Koordinaten der 7z Punkte werden durch
einen Punkt im 37-dimensionalen Raume dargestellt, welcher die eine Ecke eines Parallel-

1 Vgl. Abhandlungen der Berliner Akademie 1860, S. 35, abgedruckt in Bd. 2 der gesammelten Werke
von Dirichlet.

 Veroffentlicht in Bd. 13 der Acta mathematica, 18g0.

3 Bemerkungen iiber Dirichlets letzte Arbeiten; Sitzungsberichte der PreuBischen Akademie der
Wissenschaften, math.-physikal. Klasse, 12. April 1888.
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epipedons bildet, fiir dessen Inneres eine Potentialfunktion so bestimmt wird, dal3 beim
Ubergange in die den Axen parallelen Seitenflichen auf diesen die bekannte Hamilton-
sche partielle Differentialgleichung erfiillt wird, die allein von der Kraftefunktion abhiangt.
Die betreffenden Hamiltonschen Theorien stammen aus dem Jahr 1833, wurden aber
erst viel spiiter in Deutschland bekannt, besonders durch die von Jacobi dariiber in Ko-
nigsberg (Winter 1842/3) gehaltenen Vorlesungen.! Im Frithjahr 1843 weilte Dirichlet
etwa zwei Wochen bei seinem Freunde Jacobi in Kénigsberg; es ist also anzunehmen, daf}
ihm die Hamiltonschen Methoden vertraut waren, durch deren Anwendung ich im
folgenden versuche, seine verlorengegangenen Untersuchungen iiber das Problem der 2
Korper wieder herzustellen.

Worauf sich die in der Kummerschen Mitteilung erwithnte ,,stufenweise Anniherung*
bezieht, wird vielleicht durch meinen Ansatz unten in § 5 verstindlich. In welcher Art die
Theorie der kleinen Schwingungen hier einen Anhalt geben sollte, wird durch die folgende
Darstellung nicht aufgeklirt. Vielleicht ist das Wort ,,Schwingungen® durch das Wort
»,Schwankungen'’ zu ersetzen, wie es auch in dem erwihnten Preisausschreiben geschah;
dann kénnte es sich um die Schwankungen der in § 8 eingefithrten Funktion & handeln.

Da die im folgenden entwickelte Theorie nur die Existenz einer Kriftefunktion voraus-
setzt, so ist sie von selbst auf alle mechanischen Probleme anwendbar, fiir die eine Krifte-
funktion existiert. In diesem Sinne wiirde sich ein Zusammenhang zwischen den beiden
Problemen ergeben, tiber die Dirichlet sich mit Kronecker besprochen hatte.

§ 1. Die Oberflichenwerte einer Potentialfunktion.

Es sei I eine Funktion von x, ¥, 2, die der L.aplaceschen Gleichung AV = o geniigt, wo:

v | eV | ey
(1) AV = C oy + 5ty

Der Wert von V im Innern eines Gebietes ist bestimmt, wenn der Wert 77 an der Oberfliche,
oder wenn der Wert gV an der Oberfliche gegeben ist, wobei mit 07 die Differentiation
”n

nach der inneren Normale in {iblicher Weise bezeichnet ist.
Es sci G die erste Greensche Funktion? fiir das gegebene Gebiet, der folgende Eigen-
schaften zukommen:
1. Sie geniigt im Innern der Gleichung AG = o, geschrieben in x, ¥, z (so daB x, y, z einen
Punkt im Innern bezeichnet).
2. Sie wird an der im Innern gelegenen Stelle X, ¥, Z unendlich wie
fernung des Punktes X, V, Z vom Punkte x, y, z bezeichnet.
3. Sie verschwindet fiir jeden Punkt der Oberflache.

! wenn 7 dic Ent-

1 Herausgegeben von Clebsch 1866 nach einem Borchardtschen Manuskript. Diese Vorlesung
wurde auch von Ph. v. Seidel gehort, in dessen NachlaB (der im mathematischen Seminar der Universitit
Miinchen aufbewahrt wird) sich eine Nachschrift vorfand.

? Die Definition der Greenschen Funktion ist bei verschiedenen Autoren etwas verschieden. Vgl.
dariiber z. B. Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, 2. Aufl., Bd. 2, S.89. Im Texte ist die urspriingliche
Definition von Green benutzt, die auch Riemann anwendet.



Dann ist bekanntlich fiir einen Punkt X, ¥, Z im Innern
@) vav,n= L [ (734

wenn &6 das Oberflichenelement bezeichnet. Unter dem Integralzeichen ist in den Inte-
grationsvariabeln geschrieben, wihrend die Variabeln X, ¥, Z nur in & vorkommen.

Mit I werde die zweite Greensche Funktion bezeichnet. Sie geniigt ebenfalls den
obigen Bedingungen 1 und 2, aber an der Oberfliche verschwindet nicht I', sondern die

Derivierte 8_1'" und man hat
on
1 4
i /._.r. ,
() ( ) 47 f on g

Die Formeln (2) und (3), dic den Wert von ¥ im Innern aus den gegebenen Werten an
der Oberfliche bestimmen, sollen im folgenden erweitert und auf mehrdimensionale Funk-
tionen ausgedehnt werden.

Die Grundformel fiir den Greenschen Satz lautet:
U0V  oUV  oUV o [/ j/— ov
@) /ff(axax+ S az) T‘"“,/, e U(W)d‘”

wo dv das Raumelement dx &y &z bezeichnet. Die Funktionen U und ¥ sollen im Innern
des Integrationsraumes tiiberall endlich und stetig und differenzierbar sein. Bezeichnet
wieder I' die zweite Greensche Funktion, und setzen wir U = Q2 V =T, so er-
halten wir aus (4)

ol'0Q2  oI'oQ? oI'oQ? . ]/
) f/f(axax LT az)dT~_f//QAF Eai 92( )
Insofern das Oberflichenintegral sich auf die duBlere Begrenzung des Kérpers bezieht,

verschwindet dasselbe wegen der Gleichung gl;;— = 0. Das Element & bezieht sich also

nur auf die kleine Kugel, die den Punkt X, ¥V, Z (in dem I’ unendlich wird) umschlieB3t,
und gibt hier bekanntlich — 47 Q2 (X, V, Z). Das erste Integral der rechten Seite von (5)
fillt aus wegen AT' = o. Es ist also

orroQ2 oI'oQ? oI'oQ? — oI
©) Gl f//(ax ox ay oy +az az) =_/./Q27—d6

letzteres Doppelintegral auf die kleine Kugel bezogen. Da 2711 als Funktion von X, ¥V, Z

der Gleichung A = o geniigt, so kénnte man hieraus schlieBen, dal AQ? = o sei; das wiire
aber nicht berechtigt, da X, V, Z ein Unendlichkeitspunkt von I' ist, der auBerhalb des
raumlichen Integrationsgebietes liegt. Von der Funktion I' werden wir im folgenden keinen
wesentlichen Gebrauch machen.



§ 2. Die beiden Greenschen Funktionen fiir ein rechtwinkliges Parallelepipedon.

Fiir die Kugel sind beide Greensche Funktionen bekannt.! Fiir ein Parallelepipedon
hat Riemann die Funktion G aufgestellt.? Sind q, 4, ¢ die Seiten des Korpers, und dehnt
sich derselbe von — 3 bis 4 Z, von — g bis -+ z, von —g bis + ;aus, so findet Riemann:

4 o0 + o0 + 00 (__1)k+‘m+n
(1) G = D M 5’ e —
kﬁoo m:/-oo 71::/-00 VN

() N=[hat(— 1) X—EJ2+ Db+ (— 1) Y]t [ (— 1" Z— L%

Aber diese Reihe ist nicht konvergent. Man kann sie indessen (nach Analogie cines Verfah-
rens von Eisenstein®) dadurch konvergent machen, daB man im allgemeinen Gliede
negativ den Ausdruck

y WO!

(_ 1)" +m+ nNO—‘/a
hinzufiigt, wo (ausgenommen, wenn gleichzeitig £ = o, m = 0, = 0):
3) No= (k@) + () + (néy.

Zur Aufstellung der zweiten Greenschen Funktion I' verfahren wir nach Analogie zu
dem Ansatze von Riemann. Wir setzen:

(1) I‘=z22[—}=_{—],

wo NV und N, wieder durch (2) bzw. (3) definiert seien, und wo die Summationen so aus-
zufithren sind wie in (1). Es driickt V& den Abstand des im Innern des ersten Parallel-
epipedons gelegenen verinderlichen Punktes £, 7, { von dem Punkte 2@ + (—1)*.X, mb +
(—1)™Y, nc+ (—1)"Z aus, d. h. von einem der Punkte, in denen 1" unendlich wird,
und von denen einer (£ = 0, m = 0, # = 0) im Innern des gegebenen Parallelepipedons
liegt, wahrend sich die anderen symmetrisch auf die kongruenten Wiederholungen des er-
sten Parallelepipedons verteilen (wie bei den sogenannten Thomsonschen Bildern).

Betrachten wir zwei Punkte &,, 1, {; und &,, 75, {s, deren Koordinaten durch folgende
Gleichungen definiert werden:

() & =ha+(—1)k, m="n ==
£2 = (}l —l_ l)d + (_ 1)h+1t’ 7)2= 7]; C2= C;

wo /% cine ganze Zahl bezeichnet. Beide liegen symmetrisch zu der Ebene

©) a=(/z+;)a

1 Vgl. z. B. Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, Bd. 2, § 30, 2. Auflage, 1881.

? Schwere, Elektrizitit und Magnetismus, nach Vorlesungen von Riemann bearbeitet von Hatten-
dorf, Hannover 1876, S. 84 fi.

3 Crelle’s Journal Bd. 35; oder: Mathematische Abhandlungen (mit Vorrede von GauB), Berlin 1847.
Auf die Konvergenz der Reihen fiir ¢ und I' kommen wir sofort in § 2a zuriick.




denn es ist
Ez—(lz—}— ;) a= (/z+ %) a—t = —;a——(—— 1)"t=éa—|- (—)h+ig,

Der Ausdruck /V unterscheidet sich fiir diese Punkte nur im ersten Quadrate der rechten
Seite von (2). Dasselbe lautet fiir den ersten Punkt:

7 (k=R a4 (=)t X —(—1)"7]
und fiir den zweiten Punkt
®) [(h—h— 1)@+ (— R X — (= )P+ )£
Statt des Ausdrucks (7) kann man schreiben
© [((—oO*—Rat ("X —P=a L (—1) X =1

wenn A = (— 1) (2— /) gesetzt wird. Sei I'; der Wert, den I an der ersten Stelle annimmt,
so ist nach (5)

0 0 )
(10) s—lé: =(—uh "a%l‘ =ZIT (— e+ (— 1) X—o]-N—,

Wwo nun:
(11) Ny=[ha+(— 1) X— P2+ [mb+(—1)mYV—nP 4 [nec+ (—1]"Z—]?

und wo die Summen iiber die Zahlen A, 7, # je von — 00 bis -~ 0o zu nehmen sind. Ebenso
kann man statt (8) schreiben

[(— )M+ (k—h—1)a 4 (— D=t X /2= [ha + (— 1) X — 1],
wenn jetzt A = (— 1)"*! (b—/%—1) gesetzt wird. Bezeichnet also 'y den Wert von I' an
der zweiten Stelle, so ist

ot (1Ol = B (1) [ (— P X — 1] Ny

0&,
wo Vg denselben Wert hat wie V, in (11). An den beiden Stellen ist also
oIy or,
12 e SUCTINS % 1
(2 0% = 0%,

LaBt man nun ¢ = % (— 1)" a werden, so fallen beide Punkte zusammen in einen und den-
selben Punkt der Ebene (6); es muB} also

ol ol

08~ 9
werden. Der Vergleich mit (12) crgibt:

(1za) 851;11 =0, %g: =0 an der Oberfliche.



Hiernach stellt die durch (4) definierte Funktion I' die zweite Green-
sche Funktion des Parallelepipedons dar (deren Differentialquotienten nach der
Normalen an der Oberfliche verschwinden); denn fiir die Variabeln Z und ¥ gelten ganz
analoge Umformungen.

Im vorstehenden wurde Riemanns Ansatz moglichst beibehalten, nach welchem der
Anfangspunkt im Mittelpunkte des Parallelepipedons liegt. Legt man, wie fiir das Folgende
nétig ist, eine Ecke in den beliebigen Punkt «, 8, v und die gegeniiberliegende Ecke in den
Punkt ¢, 4, ¢, so sind die Lingen der Kanten bzw. ¢ —a, 6 — B, ¢ — .

Verschiebt man das gegebene Parallelepipedon parallel zu den Achsen um ein Vielfaches
der Seitenlinge, so entstehen unendlich viele kongruente Korper, deren Seitenflichen
durch die Gleichungen

E=atk(a—a) n=B+m@—B) C=y+nlc—7)
=at@f—1)(@—a), =b+m—1)(6—B), =c+@m—1)(C—Y)

gegeben werden, wenn die ganzen Zahlen £, 7, # alle Werte von — 0o bis 4- co durch-
laufen. Die GroBe &V soll das Quadrat der Entfernung des Punktes £, v, { von dem
Punkte X, Y, Z oder von einem der homologen Punkte in den kongruenten Korpern dar-
stellen, die durch wiederholte Spiegelung an den in (13) gegebenen Ebenen aus dem ur-
spriinglichen Kérper entstehen, wobei zwei aufeinanderfolgende Spiegelungen in gleicher
Richtung einer Verschiebung um die doppelte Seitenldnge dquivalent sind.

Die Spiegelung an der Ebene § = a fiihrt z. B. zu dem Punkte

(13)

rnw=2a—X, =Y, 5, =2.
Die Spiegelung an der Ebene § = 24 — « ergibt den Punkt
xy=2(@—a)+ X, y,=Y, 2, =2,
also eine Verschiebung um 2 (@ — «). Spiegelt man an der niichsten Ebene, so wird
xs=2(@—0)+2a—X,y;=VY, 53 =27.
Sodann wird x, =4 (¢ — o) + X, x5 =4 (¢ — &) + 2a —X, usf. Unter Einfithrung einer
beliebigen ganzen positiven oder negativen Zahl £ hat man allgemein:

(14) xk=é<a—oc>+;(a+a>+<—~1)k(x—;4_; )

bei Spiegelung an der Ebene § = £a — (£ — 1)a. Entsprechendes gilt fiir die Koordinaten
Y und Z, fiir welche die ganzen Zahlen 7 und # an Stelle von 4 treten mégen. Fiir V findet
man schlieBlich:

(15> N= (xh'_g)z == (yrn'—n>2 + (%”‘C)z,
& S G—B) 3 C+0+(— " (v—15—18),
(16

fw=n e— VLD (2=t —
wihrend x;, durch (14) gegeben ist.

v).

S
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Wir betrachten jetzt zwei zu der Ebene § = « + % (¢ — «) symmetrisch gelegene Punkte
mit den Koordinaten

E,=a+ 2 (a—a)+ (—1)"¢ und
Ea=a+Ala—a)+(—1)t Tty
so daB in der Tat:

ot rh@a—a)—E=(— " t=E—[a+ % (@—a)]

Setzt man den Wert von &; in das erste Quadrat der rechten Seite von (15) ein, so wird:
. 1 K 1 1 .-
(2, —ED?= ,é———/z—}—g (a—o) + (—1) X——éa—;a —(—1)"¢

= T(— 1)t (,é—/z—l— ;) (@—a) + (— 1)"""(X—§a—§ oc)—z‘]2

_4_ h 1 L R §
e pr ) e (ot .
wenn die ganze Zahl A durch die Gleichung

A=(%k—7)
definiert wird. Ebenso:

=t = (=it JJa—ay b (=t (x—ta—L o) ——reif
— [(— 1) (7\ + %) (a—a) + (— 1) (X——-;a—;oc) —1]2,

wenn jetzt: A = 4 — £— 1. Werden mit V, und N, die Werte von /V bezeichnet, die den
Werten £ = &; und £ = &, entsprechen, so ist:

aN —fs aN —s —3,
e ol e S e e

ON,—h V410N, —"h . kel
. _522;_ S +1W—E§t-= ; (—1)" ‘[(x —l—;—)(a——a) e 1>’-(X—;1z a—;oc)—t_ N,

Also wenn I'y und T’y entsprechende Bedeutung haben:

ory orT,

1 ot = — 2t

G 9%, — 9t

Fir ¢ = o wird &, = &,, folglich auch

o'y oT,

(18) agl T a£2
und somit - = o, B_I_‘ = 0, an jeder Fliche £ =« + /% (a4 —a), wie oben in (12a).

08y 0,

Von der zweiten Greenschen Funktion (I") wird im folgenden kein Gebrauch gemacht.

Die Aufstellung derselben geschah zur Ergéinzung der Riemannschen Theorie.
Miinchen Ak. Abh. 1935 (Lindemannn) 2
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§ 2a. Uber die Konvergenz der benutzten Reihen.

Um die Konvergenz der Reihen fiir G bzw. I' zu untersuchen, miissen wir auf die Me-
thode von Eisenstein ndher eingehen. Es war

B 1)kt m+n 1 Yh+m+n
o P [ s i |
k. m n VN l/ No
wo NV durch (1), Ny durch (3), § 2 definiert ist. Eisenstein fithrt die Konvergenz solcher
Reihen auf die Konvergenz der Reihe '

ZX (2 m? - nH
zuriick, und untersucht allgemein Reihen der Form

(2) R=33...3mi+mi +mdP
Mme

my My

wobei die = Zahlen s, je von — ©0 bis +- oo laufen. Die rechte Seite wird von ihm in Partial-
reihen geteilt, deren Indizes den folgenden Beschrinkungen unterliegen sollen:

LR
2k < ogpy < 2Rt

3)
A A T
Es ergibt sich die Ungleichung:
TotM i fmp Dot
um so mehr Tm% > 2%, wont =4, + £y + ... + 4, also
) (i Fmg e P S 2T

Die Anzahl der Glieder von &, die den Bedingungen (3) geniigen, ist 2*’; man hat dem-
nach:

R< 280 1 1 1 1
=0 2——= e 2 e G = opo e
(s) 22xp  ox(p—1) She =i o T 8
T T T
2 2 2
2p—rt

und somit, wenn P =2 * gesetzt wird,
h k

k
RS P z O P_k‘ P—h, o 'P_k’= ZP—k, Zp—k' Ve ZP—k'
6) T Rh=0 Ry=0 Ry=0 I ks Ry

=[1 +P_1+P‘_-2"'+P—k]r= (Ff-_—l)rfurk=oo,

falls 2p — 7 > oist. Die Reihe R ist somit absolut konvergent, wenn 2 > 7. In

(s : : :
unserem Falle war © =3, p = die erste Summe der obigen Reihe G ist also
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nicht konvergent, denn Eisenstein weist auch nach, daB firr 2p < © Divergenz
eintritt.

Es ist zu untersuchen, ob der Ausdruck G durch Hinzufiigen des Gliedes mit NV kon-
vergent gemacht wird. Zu dem Zwecke muBl man die erstere Summe nach Potenzen der
Variabeln (— 1)* X —E&, (— 1)™ ¥V —1, (— 1)" Z —{ entwickeln. Da es sich um ab-
solute Konvergenz handeln soll, kann von dem Faktor (— 1)**™*" abgesehen werden.
Wir nennen die Variabeln kurz x, y, z, so daB:

7 N=(ka+xP+ mb+y)?+ (nc+ 23
und:

(8) 1/1.7\}_: ]-/3V —NO—V- Jbax+mby 4 nez]+ 1—1'—;-% NO»JI’ [tax+mby+necz]P+...
0

Bei der dreifachen Summierung iiber £, », # von — co bis + oo heben sich die Glieder
mit dem Faktor Ny~ gegenseitig fort. Es kommt also nur auf den Faktor von Ny~ an,
dessen Konvergenz auf die Konvergenz der rein numerischen Reihe XXX £2 (k% 4 m?
-+ n®) "1 zuriickzufithren ist (wie in analogen Fillen bei Eisenstein). Wir untersuchen
sogleich die allgemeine Reihe

© . SN
M My my (mf + mg e + mi)p'
Die Ungleichungen (3) d4ndern wir in folgender Weise ab:
2l <y << (28],

2k <y < oMt

(10)
21«,§ m1< 2k,+ 1’

wo ¢ eine Zahl bezeichnet, die gréBer als eins sein soll, im tibrigen noch zu bestimmen ist.
Fiir 7 > 1 ist die Anzahl der Zahlen ;, die dieser Forderung geniigen, gleich 2"+ — 2k
= 2". Fiir / =1 ist sie kleiner als (2e)ftl— 2M— 2% (2¢M*1 1), nimlich gleich 2™
mal der grofiten ganzen Zahl, die in letzterer Klammer enthalten ist. Sei A diese Zahl, so
ist die Anzahl der Kombinationen aller in Betracht kommenden Zahlen #z; gleich 2™+ 2% -+
2kre N = 2%"- A, wenn

K=<k1+k2...+ér)'i,
Nun ist jedenfalls 2%< 2% - 2% 4 <+« - 2k7 also
mi_}_ mg_l_ Hitte +mi£22hl+ 22kz_l_ N _|_22k‘r>22”’

und weiter

(mi+my- -+ mY P27,
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d. h. simtliche Glieder der aus den zugelassenen Zahlen #z; zu bildenden Partialreihe sind,
wenn man von dem Zihler 7} absicht, nicht gréBer als 272*?. Die Anzahl der Glieder
war soeben gleich 2*7- A gefunden. Die Summe aller dieser Glieder ist folglich (da A <
2ghtl—q):

2ET ) 2ghi+1 ) 1
22xp

A
IA

20h gk Zoka el

wo zur Abkiirzung p = 3—:1 gesetzt ist. Jetzt soll aber im Zihler zu jedem Gliede der Fak-

tor m} hinzutreten, dessen GréBe durch die erste Ungleichung (10) beschrinkt wird.
Schliefllich haben wir, wenn wir die Summe aller Partialreihen bilden, fiir die keine der
Zahlen £y, £y, . .. &, groBer als £ wird:

k Rk Rk w2 3k
i : L] 1
SRR R ! SR s

) = = = _k,._kJ..-_,hM
ki=0 ky=0 k=0 (m1+m2 _I_m’)p 20/l 20 I, 28k,

und die rechte Seite ist gleich (wenn nach £; von o bis £ summiert wird)

3 6 3k 1 1 1 —1
(11) 853(1-{-%_;__5._ --_*_Z_g..,;)-(l—l-— +"2§+-..+5k§) )

2% 20 ' 2

Ist p > o, d. h. 2p > 1, so konvergiert bei unendlich wachsendem £ die zweite Klammer zu

28 T—1
==

Damit auch die erste Klammer konvergiert, und zwar zu

22
_—

20—¢g8

muB e3< 22 oder €37 < 2*P~"sein. Hiernach wire £ so zu bestimmen,dal die Kon-
vergenz crreicht wird; und letztere ist gesichert, falls die verlangte Bestimmung mog-

lich ist.
2p—rz
Als obere Grenze fiir ¢ ergibt sich 2 3¢ . Fiir das dritte Glied der rechten Seite von (8)

kommt es auf Untersuchung der folgenden Reihe an

B Ay
A}J 2% (é2+m2+n2)‘/a

kR m

Es ist also p = g—, T =3; 2p — 7 = 2 d. h. positiv, wie es sein soll, und €% < 4, also 1 < ¢
< 1,65...Dierechte Seiteder Gleichung (5) ist folglich konvergent.
Wenn wir im folgenden die Potentialfunktion fiir mehrdimensionale Riume aufstellen,

so haben wir es mit Verallgemeinerungen der Reihe (1) zu tun, bei der nicht p = — , 18t

sondern p = E—TZ: wo u die Anzahl der Variabeln bezeichnet, also an Stelle des obigen =
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steht. Es wird 2p — v = — 2, die Reihe ist also nicht konvergent. Um zu priifen, ob sie
durch Hinzufiigen des Gliedes mit Vy konvergent gemacht werden kann, kommt es auf

die Reihe (9) an, bei der p = E—:—z— -+ 2, also2p — 7 = 2, so dal die zweite Klammer auf

der rechten Seite von (11) konvergiert. Auch die erste Klammer daselbst konver-
giert, wennegemidB der Gleichung ¢ << 22bestimmt wird. Fiir ¢ kann irgendeine
Zahl zwischen 1 und g, gewiihlt werden, falls € = 22, wobei ¢, mit wachsendem u der
Einheit sehr nahekommt. Die Konvergenz ist also zwar vorhanden, aber sie ist
nicht besonders gilinstig.

Bei Aufstellung der Ungleichungen (3) wurde insofern mit Willkiirlichkeit verfahren,
als die Zahl 2 dabei ausgezeichnet wurde; man kann zur Zerlegung der mehrfach unend-
lichen Reihen in Partialreihen statt der Zahl 2 irgendeine andere ganze Zahl benutzen.
In der Tat kommt man immer zu der gleichen Konvergenzbedingung 2 p > . Ebenso ist
es bei den Ungleichungen (10). Nimmt man z. B. 3 statt 2, so wird &®” < 3?7, also fiir

p=2,¢=3ﬁndetman:1<€< 1,:276.

§ 3. Die Potentialfunktion im mehrfach ausgedehnten Raume.

Im p-fach ausgedehnten Raume verstehen wir unter einer Potentialfunktion der u Varia-
beln §; eine Funktion ¥, die der Bedingung:

noy
(1) 2 AV = 28E2 =0

geniigt. Fiir sie bestchen die Umformungen, die zum Greenschen Satze fithren, unver-
dndert; es ist also auch (wenn die Integrationsvariabeln mit £; bezeichnet werden):

@) ff fVAU—UAV]a’r=——f f[V,_—ﬁaZ]dc,

wo dt(=d&; - d&, ... dE,) das Raumelement, do das Oberflichenelement bezeichnet. Auch
die Ableitung der Gleichung (2) § 1 bleibt dieselbe; es dndert sich nur der Faktor 47 im
Nenner der rechten Seite. Dieser Faktor ist dadurch entstanden, da3 der Punkt mit einer
kleinen Kugel umgeben und iiber deren Oberfliche integriert wurde. Die Oberfliche einer
Kugel vom Radius eins ist gleich 47; die Oberfliche einer Kugel im p-dimensionalen
Raume ist gleich 2“7 ; diese Zahl tritt also an Stelle von 4.

Die Funktion G ist hier entsprechend anders definiert. Die einfachste Funktion, die der
Gleichung (1) geniigt und an einer gegebenen Stelle unendlich wird, ist jetzt:

n—2

3) | Fx —ay] .

An Stelle der Forderung 2 in § 1 tritt also die Forderung, daB G fiir §; = X; unendlich
werden soll, wie der Ausdruck (3).
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Dementsprechend lauten jetzt die Gleichungen (2), (3) und (11) bzw.:

ey

Die Greenschen Funktionen G und I' fiir ein rechtwinkliges Parallelepipedon sind jetzt:

4R i M pn—2 w—2
(s) G= 3 - 3 (—1~ " [N* T _z"l,
Ry =-—00 ku=—co y
B n—2 n—2
(©) Fr=3:-X% [N“‘ “z“—No—"e“],
WO
Iz »
7 = ,«S [ki @G l)hiXi. i Ei]z, Ny = ,L' [ki “i]z-
i=1 i=1

Das Parallelepipedon hat die Scitenlingen @; und erstreckt sich von — ; a; bis -4 i a;.

Wird der Anfangspunkt verlegt und die eine Ecke durch einen beliecbigen Punkt mit den
u Koordinaten o, ersetzt, und sind ¢; die Koordinaten der gegeniiberliegenden Ecke des
Parallelepipedons, so mufl man nach (135) und (16) § 2 setzen:

2
® =Dyt (x— et w) — ([t a— .
i 2 2 2 2
No = 2 [#£:(a;— %
Bei etwaigen Anwendungen wird man jedes einzelne Glied der Reihen fiir G und I' nach

Kugelfunktionen héherer Ordnung! entwickeln.
Uber die Konvergenz der benutzten Reihen wurde schon in § 2a das Notige gesagt.

§ 4. Die Gleichungen fiir das Problem der n Korper.

Sollen sich 7z Punkte mit den Koordinaten x;, v;, 2; (¢ = 1, 2, ... 7) und den Massen #z;
im Raume unter alleiniger Wirkung der Newtonschen Anziehungskraft bewegen, so
hingt die Losung des Problems von der Bestimmung der zugchérigen Hamiltonschen
Funktion V' ab, die der partiellen Differentialgleichung

ro1 [{oV\2 | [oV\2 , [oV\?] _
2 2wl el
zu geniigen hat, wo / cine Konstante und U die Kriftefunktion bezeichnet:
T m,m
2) U: 2’ 2 e ___1_L_ e e
( 1,k]/(xi———xk)2 == (yi—yk)z i (zi—zk)z

1 Vgl. Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, 2. Aufl.,, Bd. 1, 1878, S. 445 ff.
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Diese Funktion U geniigt den » Differentialgleichungen

U  o2U B o2U
3) TA T T ag ool AU—0,

von denen indessen im folgenden kein Gebrauch gemacht wird. Durch die Substitution

2V 2m, =¥ fiiri=1,2,...7n
@) yi]/};;z;:é";n“ flirzi=11; 25 .a. 2
Zi]/2mi=52n+i flir s =11, 2, ;..

geht die Gleichung (1) iber in:

3n (6 O\2
(s) > (9—5) =U -+ &,

wo U in den Variabein &; geschrieben zu denken ist, und wo Q diejenige Funktion bezeich-
net, die aus ¥ durch die Substitution (4) hervorgeht.

Wir integrieren die Gleichung (5) iiber das Innere eines 3nz-dimensionalen Parallel-
epipedons mit den Seitenlidngen x; — a;, und zwar nach &; von «; bis x;, wo mit «; willkiir-
liche Konstante bezeichnet sind. Bezeichnet &t das Raumelement (== d&, &, ... d%s,),
so ist

O [ [ 2 e ][] e

wobei (und ebenso im folgenden) gesetzt ist:

(7 37 = .

Jede der Gleichung (5) in dem Parallelepipedon gentigende Funktion Q geniigt auch der
Gleichung (6), aber nicht umgekehrt; doch gelingt es mit Hilfe des Greenschen Satzes,
eine Funktion Q gemil der Gleichung (6) zu bestimmen, die an der Oberfliche des Parallel-
epipedons die Bedingung (5) befriedigt.

Um den Greenschen Satz anwenden zu kénnen, nehmen wir an, dal3 € im Innern des
Parallelepipedons der Gleichung

8 AQ =0

gentigt. Der Wert an der Oberfliche ergibt sich im allgemeinen durch Differentiation nach
den oberen Grenzen x;. Das fithrt aber hier nicht zum Ziele, denn Q hiingt jetzt wegen
der Bedingung (8) fir das Innere selbst noch von den x; ab. Der Green sche Satz er-
gibt jetzt:

[ f 2 (2 aem—fof 22
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wo do das Oberflichenelement fir das Parallelepipedon bezeichnet. Die Gleichung (6)
wird also:

(10) —/ /Q ~—do= /../‘---f(U-I—/z)a"r.

Es handelt sich zunichst darum, auch das rechts stehende Raumintegral in ein Ober-
flichenintegral zu verwandeln. Das kann z. B. erreicht werden durch Benutzung der be-
kannten Gleichung der Potentialtheorie

/f /(UAW WAU)dT—_f /(—BW —aaU)”’

indem man fiir 7 eine Losung der Gleichung AW =1 (z. B. W = é &} oder = 6—17; ZED

wihlt, und beachtet, da3 & gemil3 den Gleichungen (3) der Bedingung AU = o genlgt.
Einfacher kommt man durch folgende Uberlegung zum Ziele.

Die rechte Seite von (9) stellt sich als Summe von p einzelnen Oberflichenintegralen dar,
entsprechend den p-Paaren von Begrenzungsebenen &; = x; bzw. §; = «;. Auf jeder dieser
beiden Ebenen ist das Flichenelement gleich

(1oa) d6i=d<§1¢ia2"'dii——1d€i+1"'d§u-

An der Ebene &; = x; ist das Differential der inneren Normale 0» durch — 9%;, an der
Ebene §; = «; dagegen durch + 0%; zu ersetzen. Somit wird:!

(11) —/ /5?946— \’/ /[( az)sl_%—(gZg)siwi]d"i'

Auch die rechte Seite von (10) 148t sich als cine analoge Summe von Oberflicheninte-
gralen darstellen. Es ist z. B. fiir die Begrenzungsebene &, = #y:

(113) // - / U+ B dn _—_/ - f [/ (U—i—iz)d&l] e

und allgemein (wenn do; durch (10a) definiert ist):

(11b) =f"'fV1d0'1=f"'f V2d62"'=f...fl/‘udc‘u!

wenn
x
(12) - = U dE s s — 12 o
(li
gesetzt wird. Dabei ist z. B. der Ausdruck V; eine Funktion von x4, &,, &3, . . . §,. Werden
mit By, By, ... B, gewisse Konstante bezeichnet, so kann man setzen
(122) Jf[fU+ndr=2B; [ [ Vida,
1

1 Wird hier und im folgenden einem Ausdrucke die Gleichung &; = x; als Index beigefiigt, so soll damit
gesagt werden, dal} die eine Variable &i durch x; zu ersetzen ist, die anderen Variabeln £ aber ungeindert
bleiben. Lautet der Index aber £ = x, so sollen alle Verinderlichen £ je durch x ersetzt werden.
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wenn die Konstanten B; der Bedingung
(12b) BI+B2+.-.+B'“=1

genligen. In der Gleichung (10) miissen nach Umformung der rechten Seite mittels (12a)

beiderseits auch die Oberflichenintegrale tibereinstimmen. Die Vergleichung mit (11) gibt
deshalb:

20 20 e 4
(13) (Q ézi)fi=xi_(g a—g—i)si=ai=5‘i/ (UL AdE, fars=1u;2; ... @

Denkt man sich Q dementsprechend auf der Oberfliche bestimmt, so wird nach (4) § 3 fiir
das Innere des Parallelepipedons:

(14) 2”_1n°Q(X)=—2#‘/"‘f§ig—g'a’ai,
i=1 i

wo Q; den Wert von Q an der Begrenzungsebene &; = x; und G die erste Greensche
Funktion bezeichnet. Bei Bildung dieser Funktion ist zu beachten, dal} die frither mit a
bezeichnete Ecke des Parallelepipedons jetzt mit x bezeichnet ist. Die frither zur Definition
des Ausdruckes /V dienende Gleichung (9) § 3 ist demnach jetzt zu ersetzen durch:

(15) N=§[ki (@ — o) + (— 1)k (X,.—; x— ai)—(gi — tx— oci)]z,

2
und entsprechend fiir V. Diese Bezeichnung wird auch im folgenden beibehalten.

Es handelt sich jetzt um die ndhere Bestimmung der in (14) auftretenden Ausdriicke ;.
Unser Parallelepipedon hat 2 Grenzflichen. Wenn das {iber alle diese Flichen ausgedehnte
Oberflichenintegral auf der rechten Seite von (12a) nur aus p Gliedern besteht, so liegt
dies daran, daB der Oberflichenwert V; gleichzeitig fiir die Fliche &; = x; und fiir die ihr

kongruente Fliche &; = «; gilt; tatsichlich stehen demnach auf der rechten Seite von
(11) doch 2p einzelne Oberflichenintegrale. Wir setzen

& fi -
@ . %9%:&[fd%/f0®+ﬂde = 210,y

’
232Xy

Durch Differentiation ergibt sich:

0Q 20 xq
Q= = il e — B f :
( 8£i)s;-xi ( a”)5i=xi B; ) [U @)+ %] 24,

0Q 0Q
(258),... = (053),... =

Im folgenden werden wir alle GréBen B; einander gleich (=p™) an-
nchmen. Dadurch wird erreicht, da3 die Werte Q; auf verschiedenen ebenen Grenzflichen
sich stetig aneinander anschlieBen; aus (16) folgt nimlich:

Miinchen Ak, Abh, 1935 (Lindemann) 3

Q7)
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(azw<ﬂ>)ﬂ—x1-(agz<99)T:i: U+ By e,

<3 =X Ea=12x

so daf} die Differentialquotienten von Q; und Q, in der gemeinsamen Mannigfaltigkeit
der Ebenen £; = x; und &, = x, gleiche Werte haben.

Setzt man die aus (16) flieBenden Werte von £; in die rechte Seite von (14) ein, so ist
damit eine Funktion Q (X) gewonnen, die im Innern des durch die 2u
EbenenX; =x;,X; = «; begrenzten Parallelepipedons der Gleichung AQ =o
geniigt und an den Begrenzungsebenen die durch (16) gegebenen Werte
Q; annimmt. Es ist also z. B.

[Q (XI:X2: e 'Xu)]X,=x, = Ql (xp Xy 'X‘u).

Urspriinglich war nicht der Wert von Q an der Oberfliche gegeben, sondern der Wert

2
von Q 22 é %, und zwar in Abhingigkeit von den Werten x;, durch welche die be-

grenzenden Ebenen X; —x; = o bestimmt werden. Hieraus war gemif3 der Gleichung
(16) durch Integration der Wert von Q2 (und somit von Q selbst) gewonnen. Umgekehrt

also wird aus (14) der gegebene Wert von Q g—g nach dem Greenschen Satz wieder ge-

wonnen. So erhilt man z. B.:

(172) 2577 [Q (X)] g, = 25 R, (2, X, )_-—2/ f ( agl)x, S

§i=x;
Das allgemeine Glied der rechten Seite von (14) stellt eine Potentialfunktion dar, die an
der Grenzfliche §; = x; den Wert (;, an allen anderen Grenzflichen des Parallelepipedon
aber den Wert Null annimmt. In allen Gliedern hat man X; = x; zu setzen, um die
Gleichung (17a) zu erhalten.

Hat man die Werte von Q und %% an der Oberfliche berechnet, so kénnte man Q (X)

fiir das Innere auch gemaB (4) § 3 unter Benutzung der zweiten Greenschen Funktion I
finden.

§ 5. Differentialgleichung fiir die Funktion £ an der Oberfléiche
des Parallelepipedons.

Neben dem urspriinglich gegebenen Parallelepipedon betrachten wir ein ganz in dem-
selben enthaltenes mit parallelen Seiten, das durch die Ecken « und X bestimmt sei, wo-
bei also:

o <X, <x flrd=1,2,.,.p
Nachdem Q durch (14) § 4 bestimmt ist, fithren wir eine Funktion ¥, die von den Punk-
ten x und & abhingt, ein durch die Gleichung:
0Q
o =2 (55
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Es gentigt Q auch im Innern des kleineren Koérpers der Gleichung AQ = o; nach dem
Greenschen Satze ist also, wenn d6* das Oberflichenelement des kleineren Parallel-
epipedons bezeichnet:

o J[T 2 et e [ [ [orenn

wo dt =d&, - d&,*** dE,, und wo Q in Variabeln & (statt X") geschrieben zu denken ist. Das
rechts stehende pfache Integral kann wieder in ein Oberflichenintegral verwandelt wer-
den, und somit folgt:

X;
L [ e 1oL
) ;_La/ U R dhie 2 ( 0&; )si=A
in Analogie zu der Gleichung (17) § 4, welche lautete:
- 1[0Q?
@ @!n«©+ﬂda=5(@ﬂqq{
Riickt also X an x heran, so ergibt sich:
X.
© hmfw@@&—;m [V @)+ 2%
=%y et

Da der Punkt x fest zu denken ist, so kann nach X differenziert werden; somit folgt:
©) AI:Z::; [0* @ Osimx; | =[O+ )i

und um so mehr:

@ lm % (2, X) = U () + .

Dic Gleichung (5) und (7) 148t erkennen, dall die Funktion Q an der Oberfliche des
durch die Punkte xund « bestimmten Parallelepipedons und insbesondere
an der Stelle x selbst der Bedingung gentigt:

(o5 )| —v@+s

Diese Gleichung bietet eine grole Analogie mit der Hamiltonschen partiellen Gleichung,
die zur Kriftefunktion U (x) gehort, und fithrt, wie wir schen werden, zu entsprechenden
Resultaten.

i=1

® [z

3%
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§ 6. Die Integrale der Bewegungsgleichungen.
Nach (1) § 5 ist in der begrenzenden Ebene X; = x;:

k

Lassen wir den PunktX in beliebiger Richtung in den Punkt x hineinriicken, so wird nach

® §s:
(2). [(5%%)2 h (88_182)2 ALS (5—2)2]X=x= U(x)+1.

Benutzen wir fiir den Augenblick die ursplinglichen rechtwinkligen Koordinaten der #
Punkte im dreidimensionalen Raume und bezeichnen mit &;, %;, {; die Koordinaten des
Punktes mit der Masse ;, so ist bekanntlich:

1 d&i\2 | [dn:\2 |, (dT:\?] _
(3 527”1[(?7) +(dt) +(;,; =U+4%,
wenn U die Kriftefunktion bezeichnet; ferner:

4%  oU d*n; _ oU B oU
W mTE=gy ™ga = o ™de G

fUTNE="15,42 02,
und die Geschwindigkeiten lassen sich nach Hamilton als partielle Differentialquotienten

einer Funktion 7 darstellen:

dgi aV d’l)i_aV a’tl__BV

% METaE M T aw Ty

wo V irgendeine vollstindige Losung! der Gleichung

o B e

2 mi 0 i

bezeichnet. Kehren wir mittels der Gleichungen (2) § 4, d. h. bei der jetzigen Bezeichnung:

& V2 mi=%x, NV 2 mi = Xt CiVZ mi=Zontiy 1=1,2,...7

zu der Variabeln x; zuriick, so gehen obige Gleichungen (3), (4), (5) iiber in:

(6) -I-Z(dxi)z—(]—l—/l dzxi__ aU d x; oV
4 i ’

di 28 20%m  Ft YO

fiire =i 20 LR (=13,

1 Wie man aus einer vollstindigen Lsung neue vollstindige Losungen ableiten kann, behandelt Jacobi
a.a.0. S.491 ff. Vgl unten §9. Die allgemeine Losung, die von einer willkiirlichen Funktion abhingt,
kommt nur in Betracht, wenn die gegebenen Anfangsbedingungen von einer willkiirlichen Funktion ab-
hingen.
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Die Gleichung (2) zeigt eine gewisse Analogie zu der Hamiltonschen Differential-
gleichung (5a). Dementsprechend setzen wir (zunichst versuchsweise) in Anlehnung an
die dritte Gleichung (6):

dx, 0Q
(7) d—;=2(m)x=x fur = 1,2,... L

Durch Differentiation nach der Zeit ¢ ergibt sich:
d*x, S 0 (BQ) dx 0 (BQ) 0Q
t— k 2 ~ 2
) PR PR 5 e b [axk X, 8Xh]X_x’
und durch partielle Differentiation nach x; findet man aus (2):

© ot S e

Um die mittleren Gleichungen (6) zu erhalten, ist zu zeigen, dal3 die rechten Seiten der
Gleichungen (8) und (9) miteinander bis auf einen Faktor 2z {ibereinstimmen. Die Glei-

chungen (8) mogen je mit ok multipliziert und die Produkte addiert werden; dann ergibt

dt
sich durch Summation nach dem Index 7 unter Riicksicht auf die erste Gleichung (6):

7)) -2 P 208 28]

472 Gloo 8GR D, 64 RN 7
=222 0 (aQ) (BQ) a’xk.
0X cl oX N
Andererseits ist identisch und unter Benutzung von (9):

au Zadel yv[zw 0 (aX) (BQ) ]ei’xl

(10)

T F ox, dr T 29 |S ax 0X p7
8Q 20 dx

=2 2| k(o) L o), |

= ‘ax X, ox,),_ | a

: . adu . dxy, ., oy
In den beiden fir —; gewonnenen Ausdriicken miissen die Faktoren von —* iibereinstim-

dt

(11)

men; es folgen also die w Gleichungen:

0 [0Q 0Q 0 (0Q 0Q
AT
(12) > 5w \ox) . ox) . =4 amlex).. oF),
Vertauscht man 7 und £, so wird demnach in Riicksicht auf (9) und (7):

e ou
(13) i o

Die Gleichungen (7) stellen somit in der Tat die ersten Integrale der
Gleichungen (13) dar, und die rechten Seiten geben die Geschwindig-
keitskomponenten des Punktes x,
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Die letzteren lassen sich nach der Hamiltonschen Theorie als partielle Differential-
quotienten einer Funktion J/ darstellen; d. h. es bestehen Gleichungen der Form:

- 20) _ov ey oy
4 0Xi)xex 0x; 0Xn)x-n Oxp Rl Bt b
woraus das Bestehen der Integrabilititsbedingungen
0 (0Q 0 [0Q
@) EP 5 Ml pt by o
Xk il X=x 2 \OXk| x=x

zu folgern ist. Dadurch wird aberdie Gleichung (12) zur Identitit. Die Funktion I/
wird durch Quadraturen gefunden:

) 0Q
(16) V=/ (E)X_.:xdj% =/('§—X—k)X=xdx1{.

Diese Funktion J ist die sogenannte charakteristische Funktion des Problems; sie ist eine
vollstindige (von den w Konstanten «; abhingige) Loésung der Gleichung:

G6%) x (g—g)g — Ui 1.

Mit Hilfe dieser Funktion erhialt man bekanntlich die zweiten Inte-
grale in der Form

oV o
(17) Bi=5o?; firi=1,2,... u—1,

wo mit 3; neue willkiirliche Konstante bezeichnet sind; die Zeit # wird durch die
Gleichung

ov
0k
cingefithrt. Neben den p.— 1 Gleichungen (17) gilt natiirlich auch die p'® Gleichung fiir

7 = p, aber die Konstante 8, ist nicht willkiirlich; zwischen ihr und den anderen p — 1
Konstanten 8; mul3 vielmehr eine Relation bestehen.!

(18) t—ty=

§ 7. Beriicksichtigung unendlich grofier Werte von U.

Es bleibt zu untersuchen, ob etwa die Unendlichkeitsstellen der Funktion U die Aus-
fithrung der in § 4 verlangten Integrationen stéren kénnen. Bedienen wir uns wieder der
urspriinglichen dreidimensionalen Koordinaten &;, v;, ¢;, wie sie durch die Gleichungen (4)
§ 4 einzufithren sind. GemiB (2) § 4 wird U nur dann unendlich, wenn zwei der 7 Punkte
zusammenfallen. Nennen wir zwei solche Punkte &, %, { und &', %/, ¢’ mit den Massen m
und 7', so kommt es an auf das Glied
(1) mem

VE—EY + (—n)® + C—C¢

1 Vgl. dariiber Jacobi, Vorlesungen iiber Dynamik, S. 402 ff.




23

In bezug auf einen beliebigen Anfangspunkt sei

E=7r-cosy, & =#"-cosy/,
(2) E=r-sin{-cosog, 7 =7 -sin{’ -cos¢’,
£ =r-sin-sing, &' =" -sin{/ +sin¢’.

Fiir die betreffenden sechsfachen Integrale kommt das Raumelement 4§ dv &€ &8’ dv' d¢/
hinzu, und es wird

dedndidt dvlf{iC’ N 727’2 sing sing’ dr dvr' d dY’ dcp_aitp’_

Y Vemrra gt Ve—wrew i

WO

cos v = cos ¢+ cos{/ + cos (p—¢’) *sin Y+ sin Y/,

Zur Berechnung der Integrale kénnte man den Ausdruck (3) nach Kugelfunktionen ent-
wickeln:

1!

1 (7 " p )
=l = " (cosy).
V #i—277" cos y + 2 ”ﬁo(”) (cosy

Die rechte Seite konvergiert fiir »' < 7, auch noch fiir »/ = ».2

Die Funktion unter dem tber den Ausdruck (2) zu nehmenden sechsfachen Integral-
zeichen bleibt auch fiir » = 7’ endlich. Nur wenn gleichzeitig ¥ = o ist, wird sie unendlich
wie (» — 7)1, aber das Unendlich wird durch die mehrfachen Integrationen aufgehoben.
Macht man z. B. ¢ = ¢’, ¢ = {’, also ¥y = 0, so kommt es auf das Integral an:

2,72 ’ i .
1= [ [errmarses ] [ Ly

Hier ist

ff(r + )2 dr dr = (—;— r? - ar’z) (%r'3 + ocr3) + (r +67) (ir"‘ + Br“),
wo a, b, o, B zunichst willkiirliche Konstante bedeuten; dieselben sind so zu bestimmen, daf3
sich fiir das Integral / ein in » und #' symmetrisches Resultat ergibt. Durch Ausfiihrung

der Rechnung findetmanae =o0,6 =0 =1,5 = % Dann wird:

= é—rz Yi(r4#) +~;—(75 + 7% + i(r—-r') @t —737 12/ —r 3 4 9
——-15~(r5—r'5) Ig (r—7").

Es geht hieraus hervor, daB die in Gleichung (12), § 4 auftretenden Integrale stets endlich

. . 0Q
bleiben. Dasselbe gilt dann nach (10) § 4 fiir Q = und nach (14) § 4 fiir Q selbst. Aus dem
1 Vgl. C. Neumann, Beitrige zum Studium der Randwertaufgaben, Abhandlungen der Sichsischen
Akademie der Wissenschaften, math.-physik. Klasse, Bd. XXXV, II1I, S. 528, 1920. Die Konvergenz ist
aber nicht absolut, vgl. O. Volk: Uber die Reihe X P, (x), Sitzungsberichte der Bayerischen Akademie
der Wissenschaften, math.-physik. Klasse, 1922, S. 35.
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in (15) § 4 angegebenen Werte von /V ist namlich ersichtlich, daB3 G (und ebenso I') beim Zu-
sammenfallen zweier Punkte nicht unendlich wird, und dasselbe gilt fiir G (und _EE)

on on
Die auf der rechten Seite von (14) § 4 auftretenden Integrale haben sonach stets endliche

2
Werte. Da die Variabeln X nur in der Funktion G vorkommen, gilt dasselbe fﬁrg—g— und
i

2y was auch nicht gestort wird, wenn man alle X; mit den #; sich vereinigen 1i8t. Folglich
1

haben auch die durch (7) § 6 dargestellten Geschwindigkeiten bei endlichen Werten der
Koordinaten x; stets endliche Werte. Nach (2) § 6 kann sonach U(x) niemals unendlich
werden, d. h. es kénnen niemals zwei der » Massenpunkte, solange ihre Ko-
ordinaten endliche Werte haben, zusammenstofB3en.

§8. Uber die sogenannte Stabilitdt des Weltsystems.

Unter der Frage nach der Stabilitdt des Weltsystems versteht man die Frage, ob ein Zu-
sammenstofBen zweier der bewegten Massenpunkte méglich ist, und ob sich einer der
Punkte ins Unendliche entfernen kann. Durch den Satz am Schlusse von § 7 ist die
erste Frage fiir endliche Werte der Koordinaten im negativen Sinne be-
antwortet. Zur weiteren Kliarung benutzen wir eine von Lagrange aufgestellte Relation,
die auch Jacobi seinen Bemerkungen zur Stabilititsfrage zugrunde legt (a. a. O. S. 27).

Es sei p; die Entfernung des Massenpunktes »; vom gemeinsamen Schwerpunkte, so
besteht die Gleichung ~ '

d:R »
(1) 7‘?—2=U+4/z, wo R = Zm, e,

und wo /%' eine Konstante bedeutet. Nach dem Resultat von § 7 ist U stets endlich und
> o (auch wenn einzelne x; unendlich gro3 werden sollten). Stellt man also alle x; als
Funktionen der Zeit # dar, so steht auf der rechten Seite von (1) eine Funktion, die fiir alle
endlichen Werte von ¢ stets endlich bleibt. Da es sich um eine lineare Differentialgleichung
handelt, folgt hieraus, daf3 auch R selbst fiir keinen endlichen Wert von # unendlich werden
kann, so daB3 auch alle GréBen p; endliche Werte behalten. Es kann sich somit keiner
der » Massenpunkte innerhalb endlicher Zeit ins Unendliche entfernen.

Eine Ausnahme tritt ein fiir = 2. Der Satz am Schlu8 von § 7 gilt ndmlich zunichst
nur fiir endliche Werte der x;; er wird aber nicht gestdrt, wenn alle GroBen x; mit Aus-
nahme von den Koordinaten zweier Massenpunkte unendlich werden, denn dann bleibt U/
doch immer endlich und von Null verschieden. Sind aber nur zwei Massenpunkte vor-

handen, so wird U = o fiir x, = o0, also R =§/z’ 22 4 at + 4, und es wiirde R = oo fiir

¢ = oo, d. h. es kénnte mit wachsendem # sich mindestens ein Punkt (falls 4’ und 2 von
Null verschieden sind) ins Unendliche entfernen. In der Tat tritt das bei den Kometen
ein, wenn man Sonne und Komet allein betrachtet, ohne auf andere Gestirne Riicksicht zu
nehmen,.
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Zur weiteren Beurteilung der Frage des ZusammenstoBes zweier Punkte ist zunéichst das

Verhalten der durch (7) § 6 gegebenen Geschwindigkeiten fiir unendlich groe Werte der

x; zu untersuchen. Wir nehmen z. B. x; = o¢ an, so daB es sich um die Funktion(»aj?)

1/ X=x
handelt, wo Q durch (14) § 4 definiert ist, also durch eine Summe von @ Gliedern, die ein-
zeln zu betrachten sind, und in denen Q; durch (16) § 4 bestimmt wird. Fiir x; = oo bleibt

U + % endlich und positiv. In Q; kommt x; auch in der oberen Grenze vor; wir setzen des-
halb &; = x4, so daB3:

1 q
(2) Lar—at g [(U+h)dg

Es wird also Q; unendlich wie x;. Fiir das erste Glied von Q kommt es dann nur auf das

Verhalten von (—g—g—) an. Eswar Geine mehrfach unendlichenachden Zahlen £, 4,, ... £,
1/&=x, ’

von — o bis 4 co genommene Summe von Gliedern N 7P, wo p = %(p.—z) und NV durch
(15) § 4 gegeben ist. Es wird:

3) ?L%j:sz—p“lKi, wo

11 1,1 :

K=z ('éi I E—;si) e ('éi—g +Zsi) +o Xi—E, =4 N= ;K?
Fiir x; = cowird also der Ausdruck (3) gleich Null wie 2;~?’ !, ausgenommen wenn 4; = o
oder £; = — 1 ist, in welchen Fillen x; ganz herausfillt, indem dann:

Ki=20€i—Xi-—Ei fﬁr/éi="‘—1.

Fiir x; = 0o verschwinden hiernach alle anderen Glieder, und diese beiden geben fiir
&1 =m

K1=X1 —X fﬁrki=0,
Kl = 2“1 '—"‘Xl‘_xl fﬁrléi=_1.
2

Um die Geschwindigkeit zu erhalten, ist nach X; zu differenzieren und dann X' = x

dt

zu setzen. Der erste Ausdruck gibt dann 1, der zweite gibt — 1. In beiden Fillen wird
N=1+4+% (K?>X=x’
wo der Strich am Summenzeichen andeuten so]l, daB das Glied mit 2, = o bzw. £, = — 1

auszulassen ist. Fiir x; = co bleibt also inéﬁim ersten Falle das betreffende Glied end-

dt
lich; im zweiten Falle verhilt es sich wie ;7 ?* ', Vorher wiren allerdings diese Glieder
nach &,, &3, . . . &, zu integrieren; dadurch wird aber das Verhalten fiir x; = co nicht be-
cinflult. Aus (2) war gefolgert, dal Q, fiir »; = co sich verhilt wie x, selbst. Soweit Aus-
Miinchen Ak. Abh. 1935 (Lindemann) 4
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driicke aus dem ersten Gliede der rechten Seite von (14) in Betracht kommen, geben sie
hiernach einen mit x; ins Unendliche wachsenden Beitrag zu der Geschwindigkeit In den

weitern Gliedern der rechten Seite von (14) bleibt Q; endlich fiir x; = oo und ET verhalt
2

=1 wird also Null. Diese Glieder kommen demnach nicht in Betracht.

sich wie x; ™

: dxy . . . : '
Die Komponente—,*wird somit unendlich groB, wenn x, ins Unendliche

dt
wichst. Gemif der Gleichung der lebendigen Kraft miilte dann U unendlich grof3 wer-
den, d. h. es miiliten zwei Massenpunkte zusammenfallen. In Riicksicht auf den Satz am
SchluB3 von § 7 folgt sonach: Ein ZusammenstoB zweier Weltkdrper ist nur bei
unendlicher Entfernung derselben (oder anderer Weltkdrper) von der An-
fangslage moglich.

Aus den Schwerpunktsitzen folgt ferner, dal, wenn ein Korper sich ins Unendliche ent-
fernt, mindestens ein anderer sich in entgegengesetzter Richtung ebenfalls ins Unendliche
entfernen mubB.

Es bleibt zu untersuchen, wie unendlich grofle Werte von x; mit der Zeit # zusammen-
hingen. Dazu dient die Gleichung (18) § 6. In Riicksicht auf (14) §6 kann die Hamilton-
sche charakteristische Funktion I nach (16) gebildet werden; es ist also

.xi 2
4 t—ity= QL/'Z it dx, flir jeden Wert von 7.
0h 0X;0h

@i

Aus (16) finden wir:

— _/ a’Ez/dEr——@'l %;)? —Qlaa(/i

also aus (12) § 4, wenn z. B. 7 = 1 genommen wird:

2"“1“(232@)) [2 i faangaa?aif ]X
—; [2 (xi—oci)zf"'f]“/l‘éia—z‘gﬁ dGi]X=£

- £
- wenn zur Abklrzung @, = l/3 / d&; / (U + 2)dE;. Lassen wir wieder x, unendlich
P 4

groB werden, so kommt es nur auf das erste Glied der rechts stechenden Summe an. Es
bleibt Q bei wachsendem x, stets endlich und (weil positiv) von Null verschieden; [allein
fur x; = oy wird Q; = o, das dadurch bedingte Unendlich wird aber durch den Faktor

(xy — ;)% aufgehoben]. Fiir —— gelten wieder die vorstehenden, bei Diskussion von

02G
ag.n a‘le

4 ;7‘;1- angestellten Betrachtungen; es wird also in (4) die unter dem Integralzeichen stehende

Funktion mit x; unendlich gro8, um so mehr das nach x; genommene Integral, und somit
folgt:
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Wenn sich einer der » Weltkérper ins Unendliche entfernen soll, so
braucht er dazu eine unendlich lange Zeit; erst nach unendlich langer
Zeit kann demnach ein Zusammenstof3 zweier Kérper eintreten.

Mit den Worten ,,unendlich lange Zeitdauer* kann man indessen keinen klaren Begriff
verbinden. Das gewonnene Resultat hat eigentlich nur folgenden Inhalt:

Nach auflerordentlich langer Zeit konnen sich einige Weltkérper auBer-
ordentlich weit von ihrer Anfangslage mit auBlerordentlich groBer Ge-
schwindigkeit entfernen, wobei einige von ihnen einander aulBlerordent-
lich nahe kommen kénnen.

Wir haben nur gezeigt, daB3 dann zwei Kérper zusammenstoBen, nicht, daB3 dies dieselben
sind, die sich unendlich weit entfernt haben, wohl aber, daf3 die Geschwindigkeit der weit
entfernten Kérper andauernd wichst. Letzteres wird nur verstindlich, wenn sie sich gleich-
zeitig einander schr nidhern. Ob nach dieser Anniherung ein wirklicher Zusammensto
vorkommt, oder ob sie sich wieder voneinander entfernen, kann man nicht sagen, da man
iiber # = 0o hinaus nicht denken kann.

In diesem beschrankten Sinne ist die sogenannte Stabilitit des Weltsystems gesichert.

§ 9. Ueber die Bedeutung der Konstanten a;.

Aus der Definition der Funktion £ und aus den Gleichungen (7) § 6 ist ersichtlich, daf3
die Geschwindigkeiten aller Massenpunkte gleich Null werden, wenn alle Koordinaten x;
gleich den entsprechenden «; werden. Nach (14) und (18) § 6 wird dann # = #,. Der Wert
¢ = t, bezeichnet also den Zeitpunkt, in dem alle 2z Weltkorper sich in Ruhe befinden. Die
Moglichkeit dieser allgemeinen Ruhelage vermégen wir uns nur vorzustellen, wenn sie
einen Anfangszustand darstellt, in dem zugleich die Anfangsgeschwindigkeiten gleich
Null sind. Es miilten also durch einen einheitlichen Schépfungsakt alle Weltkérper zur
Zeit ¢ = ¢ty an ihre Stellen im Weltraume gestellt und dann das Weltsystem (ohne Erteilung
von Anfangsgeschwindigkeiten) sich selbst iiberlassen sein. Dabei aber verliert die GroBe
¢y (d. h. der Zeitpunkt dieses Schépfungsaktes) fiir uns jede Bedeutung.

Zum Ubergange in die Wirklichkeit miissen wir Anfangslage und Anfangsgeschwindig-
keit zu einer beliebig vorgegebenen Zeit einfithren. Das gelingt durch die allgemeinen
Untersuchungen von Jacobi! iiber den Ersatz einer vollstindigen Lésung der Hamilton-
schen Differentialgleichung durch eine andere vollstindige Lésung.

Die durch (16) cingefiihrte Funktion }” hingt von den p Konstanten «; und den p
Konstanten $; (von denen cine eine Funktion der andern g — 1 ist) ab, wozu noch eine ad-
ditive Konstante kommt; sie ist also eine vollstindige Losung der Differentialgleichung
(16a), in der die Zeit ¢ nicht vorkommt.

Diese additive Konstante nennen wir — V. Um die allgemeine Losung V'* zu erhalten,
miissen wir V) gleich einer willkiirlichen Funktion der Konstanten «; annehmen und aus
den Gleichungen

o=V _ 2V —=Vy__ oW~V _

0oy . 67.72 oo

(1)

! Vorlesungen iiber Dynamik; nachgelassene Abhandlungen § 25, S. 410 ff.
4‘
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und der Gleichung

(2) V= f (%1, %35 - - 2,3 Cfs gy = == aﬂ)
die GroBen «; eliminieren, so daB} sich eine Gleichung
(3) Vi (V*, X1y Xy « - x/l) =0

zur Bestimmung von I7* ergibt, die von der angenommenen willkiirlichen Funktion V
abhingt. Fiir unsern Zweck wihlen wir nach Jacobi:

(4) Vo=Jf(ay, as, - - . By5 Ky, Kay o e “,:)»

wo das Funktionszeichen f durch Gleichung (2) definiert ist, und wo mit a4, a,, .. - a,

weitere unbestimmte Konstante bezeichnet sind. Es ist dann, wenn &; die gegebenen Ge-
schwindigkeiten (im ursprﬁnglichen dreidimensionalen Raume) fiir x; = a; bezeichnen.

oV—=Vy _ S o
(5) ax (it ad bi’ 2—1,2,...[.1..
Dazu treten die Gleichungen:
ov oV —V
(6) t'—l‘(): ‘371', t—T= '—(a—;‘—o—),

so daB die GroBen ; die Werte der x; zur Zeit ¢ = 7 bezeichnen. In V/ersetze man x; durch
a@; + (x; — @) und ¢ durch v + (¢#— ) und entwickle nach Potenzen von x; — a;;
dabei kann (da V' — V fiir x; = @; verschwindet) kein konstantes Glied auftreten, so dal3
fiir ¢ = 7 in der Tat x; = @, folgt.

Zur Erlauterung betrachten wir den einfachen Fall der Fallgesetze. Fiir # = #; soll
dx

o g;verschwinden, es folgt also 2 = — U(«), wenn x = « den Anfangswert flir 2 = #,
bezeichnet. Essei U + 2 = 4 (x — ), # = — Aa, wo A eine Konstante bedeutet, also
ov\z S gl 1
) (W) =U+#h V=r- ]/A (x—oc) > ﬁl/x—oc,
dx oV

T e

Es soll jetzt fiir eine andere Zeit # = 1 cine andere Anfangslage (= &) und andere Anfangs-
geschwindigkeit (4) eingefiihrt werden. Nach Obigem ist

V—Vy= VA [r—ayh—(e—a)"]

® 3VQ o |/A e t_T=§_(_K:KQ_ i [V;;Z—'Va—a]

und zur Elimination von « nach (1)

oV—Vy)

. oder: Vx—a— )V a—a=o,
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also x = a fiir ¢ = 7. Ferner aus der ersten Gleichung (8): « = @ — 62 4™, und dies ein-
gesetzt in V:

R 3 * s T ST
pe=2ydl—atea=Th L =VaVi—at i,

*
also az = § fiir x = a, wie cs sein soll. Aus der zweiten Gleichung (8) erhilt man

x=a+26(@—7)+4@F—1)?,
und hieraus: % = 24 in Ubereinstimmung mit der dritten Gleichung (6) § 6.
Sollen die Gleichungen x; = «; die Anfangslage des Punktes x bezeichnen, so kénnen
in den Gleichungen (17) § 6 die Konstanten #; nicht willkiirlich gewdhlt werden, denn fiir

x; = «; sind Q und der Differentialquotient g—:: gleich Null, also auch $; = o. In diesem
1 .

Falle werden also die Bahnkurven der » Weltkérper durch die Gleichungen %az =0 be-
i

stimmt, indem man aus ihnen und der Gleichung (18) § 6 die Koordinaten x; als Funktionen
von ¢ bestimmt. Fiir » = 2 wird sich ein Zusammenfallen der beiden Kérper nach endlicher
Zeit ergeben.

Fiithrt man nicht neue Anfangslagen @; und Anfangsgeschwindigkeiten 4; gemif der
Jacobischen Methode ein, sondern behilt die in § 6 benutzten GréBen «; bei und nimmt
die B; von Null verschieden an, so bezeichnen die Gleichungen x; = «; eine Lage
der n Weltkdrper, die zu keiner Zeit erreicht werden kann, da sie mit der An-
nahme 83; 5= o nicht vertriglich ist.

§ 10. Verallgemeinerung.

Abgesehen von §§ 7 und 8 wurde im Vorstehenden nur vorausgesetzt, dal3 fir das be-
trachtete Problem eine Kriftefunktion existiert; von besonderen Eigenschaften dieser
Funktion wurde kein Gebrauch gemacht. Wenn sich die in der Einleitung erwihnten,
verlorengegangenen Untersuchungen Dirichlets in der durch obige Entwicklungen
vorgezeichneten Richtung bewegten, so wire es moglich, daB seine Angabe betr. Auf-
stellung einer ,,allgemeinen Methode zur Behandlung und Aufldsung der Probleme der
Mechanik‘“ sagen wollte, dal3 seine Untersuchungen tiber das Problem der » Kérper fiir
alle mechanischen Probleme Anwendung finden kénnten, fiir die eine Kriftefunktion exi-
stiert. In diesem Sinne hitten wir in Vorstehendem die Dirichletschen Angaben be-
stitigt gefunden.

§ 11. Gewisse Schwierigkeiten bei Behandlung einfacher Beispiele.

Bei den clementar bekannten Beispielen wird von der Greenschen Funktion kein Ge-
brauch gemacht; deshalb ist ein Vergleich mit obigen Methoden nicht leicht durchzu-
fithren. Sei z. B.

U=Mr—'= M@} +23+2)h,



30

wo M eine Konstante bedeutet; es handle sich also um die Planetenbewegung. Aus (12)
§ 4 ergibt sich: .

Vi= [ [ME+E+E T+ ]k

o +VELE+
o +VE+E+al
und entsprechend fiir ¥, und Vj3; sodann nach (16), §4:

=k (xy—oy) -+ M- log

I

Xy
% 0 % l% (g — a2+ M/ log P dxl],

wenn mit P das Argument des Logarithmus in der vorhergehenden Gleichung bezeichnet
wird. Zufolge (14) § 4 hat man sodann:

X3 xa_ aG X3 -‘\’-'1_ "G fC, x,—aG
sme@=— [ [ dhdi— [ [ D dbaa— [ [ D5 dhd

Um zur Darstellung der Geschwindigkeiteng—; zu bilden, hat man die drei Funktionen
1

20, nach X zu differenzieren, wo
&k
G=2XXX (— l)kl S +k'N_1/’,

wihrend NV durch (15) § 4 gegeben wird. Nach der Hamiltonschen Theorie werden diese
Geschwindigkeiten (vgl. die Jacobische Darstellung) bedeutend einfacher gewonnen;

die Hamiltonsche charakteristische Funktion V7 wird nach (16) § 6 aus (8 s durch

aX i)X =x
Integration gebildet. Es muB3 méglich sein, beide Losungen aufeinander zuriickzufiihren.
Bei der Willkiirlichkeit, die in der Wahl der Lésung der Hamiltonschen Differential-
gleichung liegt, ist es nicht zu verwundern, wenn die Zuriickfithrung verschiedener Lo-
sungen aufeinander Schwierigkeiten bereitet.

Die gleiche Umstidndlichkeit ergibt sich schon in dem einfachen Falle, wenn man U
= Konst. = U, annimmt, wo sich die geradlinige Bewegung mit konstanter Geschwindig-
keit ergeben muf}. Hier wird:

%Q‘f=é‘/ dx1f (U0+lz)a’21=é—(Uo+/z)(x1——a1)2,

a

also:

_4nQ<X)=V%6ié l(xl_al)ffg—gdazdaﬁ(xz—az)f/%gdgsdal
Gy f f %gdaldazl.
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Wird eine Funktion 7 (X) durch die Gleichung

— 4T F(X) = fdaz aG -z,

definiert, so gentigt diesclbe im Innern des Paralleleplpedons der Gleichung AF = o, und
an den Flichen X; = x; bzw. X; = «, ist sic gleich 4- 1, an den anderen Begrenzungs-
flichen gleich Null. Differenziert man nach X}, so wird

—3T 8Q(X) VU +h[(x1 al)ffgﬁ aXa'Ezdga‘i‘(xz “z)ffag aX dEyd,
(% °‘3)f/a& X dEldE2]’

und dieser Ausdruck muf}, wenn man alle X; durch die entsprechenden x; ersetzt, die Ge-

schwindigkeitskomponente %— ergeben, d. h. die eckige Klammer der letzten Gleichung

muB} dann gleich einer Konstanten werden.

Nachtrage.
Zu S. 11:
Eigentlich miiite auch die Konvergenz der Reihe niher untersucht werden, bei der

statt 2 das Produkt m, m, im Zihler des allgemeinen Gliedes steht. Es ist leicht zu
sehen, daf3 diese Untersuchung in gleicher Weise durchgefiihrt werden kann.

Zu S. 135, Gleichung (9), usf.:

Hier und im folgenden ist der horizontale Strich {iiber %(bzw. spiter %%) nicht

immer wiederholt. Um MiBverstindnissen vorzubeugen, sei daran erinnert, daBl an der

;00 °0Q o0Q
Ebene &; = x; zu nehmen ist et (—a_E.i)§i=xi, an der Ebene &; = «; dagegen T
2
(g?) , und in Gleichung (2) S. 19 bezieht sich -a% aufalle Ebenen &, =X, bzw. §;,=u;,
P i=di

die zum Element d¢* gehoren.

Zu S. 18, Gleichung (17a):

Um das Zutreffende der hierzu gemachten Bemerkung zu erkennen, stellt man sich
am einfachsten umgekehrt die Aufgabe, eine Potentialfunktion 7 (X) zu bestimmen, die
ander Ebene X = x; den Wert f (X, X3, ... X,) annimmt, an allen anderen Begrenzungs-
ebenen des Parallelepipedons aber den Wert Null. Eine solche Funktion ist offenbar:

2t—1 . F(X)_._f/ ff(£2,£3,. E“) (aal) _ dﬁgdiadi,,
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