Abhandlungen
der Bayerischen Akademie der Wissenschaften

Mathematisch-naturwissenschaftliche Abteilung
Neue Folge. Heft 13

1952

Das Problem
der Verbiegung von Flachen

von

F. Lindemann

Miinchen 1932
Verlag der Bayerischen Akademie der Wissenschaften

in Kommission bei der C. H. Beck’schen Verlagsbuchhandlung Miinchen



Druck der C. H. Beck’schen Buchdruckerei
in Nordlingen



In ciner fritheren Abhandlung?! hatte ich Formeln aufgestellt, durch welche die Koordi-
naten eines Flichenpunktes in ihrer Abhingigkeit von den Parametern der auf der Fliche
liegenden Minimalkurven dargestellt werden, und in der mit diesem Hilfsmittel die Be-
ziehungen zwischen zwei durch Biegung (ohne Dehnung) ineinander iiberfiihrbaren Flichen
entwickelt wurden. Diese Formeln werden hier in § 1 kurz wiederholt. Daran schlieBt sich
die Zuriick fithrung des Problems, das die Aufstellung aller Biegungsflichen einer gegebenen
Fliche fordert und das zunichst auf eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung
fithrt, auf zwei nacheinander zu 16sende partielle Differentialgleichungen erster Ordnung
(§§ 2, 3 und 4). Bei diesem Problem war in der fritheren Abhandlung eine Liicke geblieben,
die ich in einer spiteren Arbeit? auszufiillen versuchte. Neben der von zwei willkiitlichen
Funktionen abhingigen Lésung fand ich damals zwei andere, die nur je von einer will-
kiirlichen Funktion abhingen, so dafl im ganzen vier willkiirliche Funktionen auftreten.
Die gegenseitige Abhiangigkeit dieser verschiedenen Lésungen blieb ungeklirt, die genauere
Diskussion (§§ 5 und 6) fithrt jetzt dazu, daf3 diese von je einer willkiirlichen Funktion ab-
hingigen Losungen als singuldre L.osungen aufzufassen sind, da sie sich nicht aus der all-
gemeinen (in § 3 aufgestellten) Losung ableiten lassen, wihrend umgekehrt die allgemeine
Losung aus ihnen wieder hervorgeht, so da3 eine Verbiegung der singulédren Flachen nichts
Neues liefert.

Besonders behandelt wurden die Biegungsflichen der Rotationsflichen, zudenenauchdie
Kugel gehort (§§ 7, 8 und 9) und die Minmalflichen (§ 10), wobei sich ergibt, daBl man fiir
diese Fille immer je eine Schar von Biegungsflichen, die von einer willkiirlichen Funk-
tion abhingen, durch blofie Quadraturen angeben kann.

Die im § 5 aufgestellten singuldren Biegungsflichen fithren von selbst zur Lésung der
Aufgabe, alle Flichen mit gegebenem Linienelemente zu finden (§ 11), wie sie schon in der
Arbeit von 1923 behandelt war. SchlieBlich wird auf den Zusammenhang mit der Theorie
der Weingartenschen Flichen hingewiesen (§ 12), d. h. derjenigen Flichen, zwischen
deren Hauptkriimmungsradien cine Relation besteht.

§ 1. Die Grundformeln,

Die Koordinaten x, y, z eines Flichenpunktes seien als Funktionen der Parameter «, p
der Minimalkurven gegeben. Es seien A, . die (einander konjugierten) Parameter derjenigen
Kurven, welche bei der sphirischen Abbildung in die Minimalgeraden der Kugel tiber-
gehen, so daBl ein Punkt X, Y, Z der letzteren durch die Gleichungen
O e cosin; A+ w - cosin ; O+

2 sl Gl R sl L R B e
cosin 2 n—pw cosin% A—pw g3 ( 2

1 Abhandlungen der Bayerischen Akademie der Wissenschaften, math.-physik. Klasse, Bd. XXIX, 1921.
2 Sitzungsberichte der Bayerischen Akademie der Wissenschaften, math.-physik. Klasse, 1923.
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gegeben wird, so lassen sich die Koordinaten x, y, z in der folgenden Form darstellen:!

x=z’f[%¥cosmk a’oc——ap—cosinu-dﬁ],yzz’f[?a%sinl-da -aB sin . - dﬁ]
(@) z—f Wa’oc-!— @]

wobei I eine reelle Funktion von « und § bedeutet. Damit in (2) unter den Intregalzeichen
vollstindige Differentiale stehen, miissen die Bedingungen

oA _OlgW. o 0 lg Wy
(3) 28 tgw = 8 %a tg © S also auch A W+ pa Ws=o0
erfillt sein. Die GauBschen FundamentalgroBen 7 und G verschwinden identisch, und
es ist

) F=2W, Wz cosin?o.

Dabei ist o rein imagindr, und zwar wurde

(5) 20 =A—u

gesetzt. Das KriimmungsmaB ist gleich (#' = lg /7 gesetzt)
Flag _ Mipp—DAglta

©) T F  2F-cosin’e

Bei einer Verbiegung bleiben # und F'44 ungeindert. Die drei Koordinaten (2) gentigen
der Differentialgleichung:

(7) Waa Wgg— Wzaﬂ + W Wﬁ % F’/f — Waa W/} F'ﬂ e Wﬁﬁ WeFlq= .F/aﬁ (F—Z Wa W/;).
Die Gleichung (6) kann in der Form
aZIgF )\p Wy — Aa mﬂ

(&) 0o OB cosin 20
geschrieben werden, oder in der Form
0 I "
Man kann daher setzen:
I dlg 1., _0tgQ
(10) )\ﬂtgm—iF,; o katgw—i—EF‘,— =

Vertauscht man 7 mit —Z, so geht Ain @, «in §, f in o, ® in —e Gber, und es mége Q’
zu Q konjugiert sein, wihrend die reelle Funktion # ungeindert bleibt. Es ergibt sich

_I ’ —_ﬂggl _E ’ __?_ng',
(11) (Latgco—}—zFa— 0q ! Wtgo 2F = B
und durch Subtraktion von (10) und (11):
0 lg QQ’ _01gQQ
(12) 2optg o = —a 2oatgo= —g

1 Auch Bonnet hat die Minimalkurven als Parameterkurven benutzt, kommt aber zu weniger hand-
. lichen Formeln (Journal de I’Ecole polyt. t. 25, 1867), nachdem Bour schon 1862 die Gleichungen (2) auf-
gestellt hatte (ib. t. 22), ohne weiteren Gebrauch davon zu machen.



Andererseits folgt aus (4) durch Differentiation:

0 . 0 a
(13) F’,;:—zcoﬂtgm—l—ligg—%: F’a=——2watgw—|—ﬁg—z—%-
Die Vergleichung mit (12) fiihrt zu dem Ansatze:
WalW, I
1o QQ = i = P by o B
(19) g Ll TR 7 2 cosin %
und die Vergleichung von (3) mit (11) ergibt:
We w,
(15) =z, O=
VF V
Diese Gleichungen sind nur moéglich, wenn die Bedingung
QVF oQVF
6 Moo L SRR
(I ) 8{3 aO!. Waﬁ‘
erfullt ist. Da der absolute Betrag von £ durch (14) gegeben ist, so kann man setzen:
£i . o—id
1 Q e e A e Ner—m
(17) V2 cosinw V2 cosine

wo 8 eine reelle GréBe bezeichnet. Die Bedingung (16) wird dadurch:

(18) eld (i Flg+ 48, 4+ co,gtgm) -} g0 (z‘Sa—%F’a——matg co) =10}

Formt man die Gleichungen (10) und (11) mittels (17) um, so ergibt sich in Ricksicht
auti(s):

(19) pﬂt_z-8ﬂ=iF,ﬂ; ﬁaf—l'8a=—éF’a’
wenn hier, wie im folgenden

I
(20) p=,0+mw t=tge

gesetzt wird, so daB jetzt A=p + w, w==p—. Die doppelte Berechnung von pqs aus den
beiden Gleichungen (19) fithrt zu der Relation:

(21) F'opsinw « cosin o = %(F,Q(D,g + F'porg) + 7 (0 85— 035 8a).

Zwischen wund 3 bestehen alsodie beiden Gleichungen (18) und (21). Die
zweite Gleichung reduziert sich wegen (19) wieder auf die Relation (6).

§ 2, Die Biegungstldachen einer gegebenen Fliche.

Diesclbe Bedeutung, welche nach § 1 den Buchstaben
%9, 8(= W), F 0Bk 16,0 t(= g w),d
fiir die gegebene Fliche zukommt, mégen die Buchstaben
5o, G ) o B O IR P T — e D) A
fiir die gesuchte Biegungsfliche haben. Dann ist nach (8) § 1:



21g Fa,g lﬁma——k (x)/g 7\/; P-a (I)p'% (Du QS,;
9 = Mgta— Aalp = L2
W T 0w 0B cosin 2o 2 cosin 2w : cosin2 %y
I
e B, L
2 cosin 238 pkilam
Diese Gleichung ist von folgender Form:
0 0
(2) *a—g()\nf—q)aT)=—a;()\/}f—(bﬂT).
Es gibt also.cine Funktion &, die den Gleichungen geniigt:
0
() ®, 7= Aut—}—algk, ;T =22+ lgBR
Ist R’ zu R konjugiert, so erhilt man durch Vertauschung von 7 mit —::
= 0lg R - 0lg R
(4) \FﬂT——p./;'l‘—"-'aB—, \FaT— at‘—'—a;(
Andererseits miissen, analog zu (3) § 1, die Gleichungen

o e

bestehen. Ersetzt man in (3) und (4) die ersten Glieder der rechten Seiten durch die in (3),
§ 1 angegebenen Werte, so folgt: {, = Wa R -2, wo a eine Konstante bedeutet; ferner {z==
Wy R'-a’, wenn a’ zu a konjugiert ist. Die Konstanten ¢ und @’ kénnen wir in die Definition
der Funktionen R und R’ eingehen lassen; dann werden die Koordinaten eines Punktes
der Biegungsfliche:!

E=17[f[cosin® R W,da— cosin¥- R W;dB],
(6) 7)=z'f[ sin ®-RWodo— sin ¥-R W;dp],

= [[RWa.dae+ R WsdB].

Damit hier vollstandxge Differentiale unter den Integralze1che1; erscheinen, mufl neben
den Gleichungen (3) und (4) noch die Bedingung:

IRW, OR W;

@ W
erfillt sein, oder:
(8) lVaﬂ(.R—R’) + Rﬁ Wa—R'a Wﬂ= 0.

Aus (3) und (4) zusammen mit (3), § 1 erhilt man:
@ RWoat Ve R W) T =Wyp(R—R)+ RgWo—R' o W
Die Gleichung (7) oder (8) ist daher dquivalent mit der Bedingung
(9) O RWo+ YR Wg=o,
welche auch in Analogie zur dritten Gleichung (3), § 1 bestehen muB.
Fir die beiden Flichen gemeinsame Fundamentalgréfie /# erhilt man:
(10) F=28Czcosin?W =2 W, Wscosin?w

1 In dieser Form habe ich in der fritheren Abhandlung (1921) die Koordinaten £, n, { auf weniger ein-
fachem Wege erhalten. Ich untersuchte den Einfluf} einer orthogonalen Transformation und dachte mir dann
die Koeffizienten variabel.



oder:

(11) RR’ cosin 2B = 72 cosin 2 W = cosin 2 o,

wenn:

(12) R—rele kel — - c—'%

gesetzt wird, wodurch die Gleichung (8) iibergeht in:

(13) Wap (19— e=1%) + Wa e (/g + ip) — Wpe ™ (r'a—ia) =0

wo 7’ =log ». Setzt man 2 2 =® 4+ ¥, so bestehen, analog zu (19) § 1, die Gleichungen:
(14) b W %F’,;, P.T = iba— > F'a,
ferner folgt aus (3) und (4) durch Addition:

' PﬂT=Pﬂt+"<Pp’=i8/?+"‘Pﬂ+%Flﬂ,

(15) : I
PoT=put+ ipa =134 -} ipa + = Fy,
also durch Vergleichung mit (14)
(16) A=138-+q.
Berechnet man aus (15) die Differentialquotieriten Py in doppelter Weise, so erhiilt man
die Integralititsbedingung fiir (15) in der Form

(17) (p) T— (pT) t—i(e7) = o,
wobei zur Abkiirzung

(18) (o) = Pa bp— @4 ba
gesetzt ist. Aus (15) folgt weiter

(19) @P)T—(gp)t=o.

Jedenfalls ist fiir alle Werte von p die lineare Kombination von (13) und (19) erfiillt,

niamlich:

(20) Wap(e¥'—e=%) + Wae? (' + dpp) — Wye ™% (r'a—iga) + o [(@P) T—(pp) ] =0

oder:

(202) Wap(e#— e %)+ Woetir'g— Wpe =% ¢ o+ i@a [Wpe— % o (Pp T— pp 0]
+ips[Waert —p(PaT—pat)]=o.

Man kann p und ¢ so bestimmt denken, daf3 die beiden Gleichungen

(21) Wge—i% 4o (PsT—ppt) =0, Woe' —p(PaT—pat)=0
erfiillt sind; dann folgt fiir ¢ unter Benutzung von (15)
(22) WaePios+ Wie™#@q =0,

worauf p aus einer der beiden Gleichungen (21) gefunden wird. Aus (20a) erhilt man eine
Gleichung zur Bestimmung von » (=Ig7):
(23) Wag (e —e— %) + Wee? r'p— Wge—% 7'y = 0.1

Durch die Relationen (22) und (23) wird jedenfalls die Gleichung (13) erfiillt, ob aber
auch die Gleichung (17), bleibt zu untersuchen. In Folge von (13) stehtin dem Aus-

1 In (22) und (23) haben wir die auf Seite 208 f. meiner Arbeit in den Sitzungsberichten von 1923 auf-
gestellten Gleichungen.
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druck fir{in(6)unterdem Integralzeicheneinvollstindiges Differential
und {ist einereelle GréBe.

§ 3. Die Ausfiihrung der Biegung.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir die Losung des Biegungsproblems in Angriff
nehmen. Ist eine Oberfliche durch die Gleichungen (2) §1 gegeben, so fin-
detman alle Biegungsflichen derselben in folgender Weise:

1. Man bestimme eine Funktion ¢ von «, $ durch die particlle Differentialgleichung
erster Ordnung (22) § 2, d. h.

0 Waeti gy + Wpe=" 9, =o.

Dadurch ist eine willkiirliche Funktion eingefiihrt.

2. Man bestimme sodann » aus der partiellen Gleichung erster Ordnung (23) § 2, d. h.
(2) Was(e"—e—%) + Waer v'p— Wye—¥7a =0,
wo #/ =lgr. Dadurch wird eine zweite willkiirliche Funktion eingefiihrt.

Dann ist auch die partielle Gleichung (13) § 2 erfiillt, welche aussagt, daf3 der Ausdruck
(3) dl = Ware®do+ Wsre—#df
ein vollstindiges Differential ist, so daf3 - durch Quadratur gefunden wird.

3. Nachdem 7 gefunden ist, bestimmt sich 2 aus der Gleichung (11) § 2, d. h.

@) 72+ cosin 23 = cosin 2 w.

Damit ist auch 7 = tg W bekannt. Es sind nur rein imaginire Werte fiir ® und 7°
zulissig.

4. Die gefundenen Werte von 7, 7 und ¢ benutze man, um aus den Gleichungen

r al R[Va 4 o
Oy 7 = ‘g'a“ﬁ“‘ =Ml 77+ iy
(s) /
ey a!g%_u@ = at— a0+ 794

die Werte von @ und ¥ (die zueinander konjugiert sind) durch Quadraturen zu berechnen.
Die Gleichungen (s) sind nach der Darstellung in § 1 die notwendigen und hinreichenden
Bedingungen dafiir, daBl die Ausdriicke

( dg =i [cosin® - RW, do.— cosin ¥ « R’ W; dp],
S dn=7[ sin ®-RW.da— sin VR W;dp]
vollstindige Differentiale sind. Da nach (3) auch &¢ ein solches Differential ist, so stellen

die Gleichungen (6) von § 2 eine Fliache dar, und die Fundamentalgroe # dieser Fliche
ist nach § 1:

F=2RR'W, Wy cosin ? i @—Y)=2,2W.W; cosinzé(d)—-—‘lf),
die gleich 2 W, W; cosin® & sein soll. Nach Gleichung (4) ist aber:
6) 72 cosin 2 W = cosin 2 w.
Folglich muB
(7) B=-@—¥)

gesetzt werden; das ist iibereinstimmend mit den Gleichungen (5), wie noch zu zeigen ist.



Erginzung zu Seite 8, Zeile 13 v. u.

Hinter dem Worte ,,sind‘‘ ist einzuschalten ,,(falls 2 B = ® — ¥ ge-
nommen wird)“. Irrtiimlicherweise hatte ich bei der Korrektur diesen
Zusatz gestrichen; er ist aber notwendig. da diese Annahme iiber & die
Voraussetzung fiir die nachfolgende Aussage ist und durch die Glei-
chung (7) nicht bewiesen, sondern nur nachtriglich bestitigt wird.

Tegernsee, im September 1932 | ) 0



Nach § 2 miissen neben den Gleichungen (5) auch die Gleichungen
(72) O, T =%t +7a—i0a, VT =pst—rs+ i
bestehen; man bestiitigt das hier in folgender Weise. Aus der Gleichung (6) folgt durch
logarithmisches Differenzieren:
(8) YVa=T-Wa—t-wa, #p=T-Wp—1¢-wp
Die Gleichungen (5) werden also:
(8a) O 7T=0p—apt+BT +ipp, Vol = (pa+t 0)t—BWaT + 794
oder, wenn wieder 2P =® 4+ ¥, 2 p =X+ p gesetzt wird, unter Benutzung von (7):
PyT=ppt+ipp, Pol =pat+ ia
in Ubereinstimmung mit den Gleichungen (15) § 2. Zieht man hiervon die mit % multi-

plizierten Gleichungen (5) ab, so entstehen in der Tat die Gleichungen (7a).

Die Aufstellung aller Biegungsflichen einer gegebenen Fliche er-
fordert somit die sukzesive Losung von zwei partiellen Differential-
gleichungenerster Ordnung und einige Quadraturen.

In § 2 ergaben sich die Gleichungen (3) und (4), d. h. die obigen Gleichungen (3), aus
einer Umformung der dortigen Gleichung (1). Letztere bleibt ungeindert, wenn man @
und ¥ um eine beliebige Funktion ¢ von 8 additiv éindert. Bezeichnet man also mit ®°
einen aus (5) durch Quadratur gewonnenen Wert von ® und hat ¥ entsprechende Be-
deutung, so ist allgemein

(9) =0+ ¢ (W + 4, ¥ ="+ ¢, (B) + 5,

wo {; die zu { konjugierte Funktion und A4 eine Funktion von «, 5 eine solche von 8 be-
zeichnet. Dabei mufl 2W =@ —Y¥ =P — 170 sein, also:
(10) YB)— 4 (—W)+A4—B=o,
d. h. ®—Y muB eine Funktion von 4— B sein, falls der allgemeine Ansatz (9) zulissig
sein soll.

Diese Bemerkung wird sich besonders bei den Biegungsflichen der Rotationsflichen
als niitzlich erweisen,

Insbesondere wird die Gleichung (1) durch die Annahme ¢ = Konst. befriedigt; die
Gleichungen (15) § 2 geben dann

(11) (Pp) =0, also P=F(p), T-f' (p)=t.
Die Gleichung (6) kann in der Form
(12) (1) =1+4T72 oder f/(P2(1+Dr2=/"(p)*+ £

geschrieben werden. Es wird also » eine Funktion von © und p, die der Gleichung (2)
identisch geniigen miillte, was nur in besonderen Fillen zutreffen wird. Die Lésung
p=cistdaher imallgemeinen nicht zuldssig. Sie wird aber in den Fillen mog-
lich, wo der obige Ansatz (9) zulissig ist.

Die Gleichungen (12) sind fiir » = f’ () = 1 identisch erfiillt, dann ist aber der Ausdruck
W, do + e~ Wy df im allgemeinen kein vollstindiges Differential.
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§ 4. Wiederholte Biegung einer Fliche.

Aus der durch die Gleichungen (2)§ 1 gegebenen Fliche sei nachderin § 3 dargelegten
Methode eine von den Funktionen » und ¢ abhingige Fliche, deren Punkten die Koordi-
naten &, 7, { zukommen, abgeleitet. Wendet man auf diese dieselbe Methode noch einmal
an, so diirfen dadurch keine neuen willkiirlichen Funktionen eingefithrt werden, d. h. die
Loésung muB wieder auf die partiellen Gleichungen (1) und (2) von § 3 zuriickfithrbar sein.
Durch die neue Biegung mégen die Grofien

E.n 1, C, @;r)%) T: P; (D:IF
tibergehen in
E*: 7)*’ C*; ‘*Il’ e, %*: T*y P*: (I)*’ ‘F*
Die Bedingung dafiir, da3
dC* = pevil,do + pe— Vi pdp
(1) = rpe¥t Woei? da -+ rpe—¥i Wye—i9 df
ein vollstindiges Differential darstellt, ist dannnach (13) §2:
(2) Cap (e — e 1) |- Lo etv (pp + 2dy) — Gpe ¥ (p'a — 7du) = O,
wo p’ = log p. Hierin ist {oa =7rW,el®, {3 =rWse— und
Cap =re'? W, (7'p+ 19p) + rWys ',
=re~ W Wyt a— iQs) + rWase™.
Die Gleichung (2) kann demnach in folgender Form geschrieben werden:
3) SO (W + /5 Wa + igp Wa) — e =1 @40 (Wos + 7' Wp— ta W)
3 + @) W, (o - 20) 4 e— i@+ Wy (' -+ i) = O.

Entsprechend dem Verfahren in § 2 ist diese Gleichung in die folgenden beiden zu
zerlegen:

@)  Wep(e?@tV)—e—ilotw)) L pHe ) I, (g 4 ¢'p) — e i@V (o 4 ¢'a) = 0,
O] e OtV Wo(op + Yp) + e 1O W (@a + Ya) = 0.

Diese zu l6senden partiellen Gleichungen erster Ordnung sind identisch mit den fritheren
Gleichungen (23) und (22); es ist nur @ durch =+ ¢, 7’ durch »’ +¢’ ersetzt, so dal inder
Tat keine neue partielle Gleichung gelést werden muf3. Macht man ¢ =—g¢, p’ =—7/,s0
wird die Fliche mit den Koordinaten &, 7, in die urspriingliche mitden Koordinaten x, y, 2
zurilickverwandelt. Weiter hat man

722 cosin 2 W¥ = »2 cosin 2 W = cosin ? o,
Pa* Vi =Pa T+ ikpa:pat_*'l.((Pa +4)a)y
P T* =PpT + iy =ppt + i (92 + Y5),
D* = P* - WX, ¥ = P* Q.
d&* = irp [cosin ®* - 1@+¥) Jou — cosin W'* - e—i 0+ ¥) B3],
dn* =irp[sin ©O*.ci@t¥) Joy—gin W*.o—ilp+v) gB).
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§ 5. Singuldre Biegungsflichen.

In § 2 haben wir die Gleichung (20) dadurch in zwei Gleichungen zerlegt, daB wir ihre
linke Seite lincar mit der linken Seite einer anderen Bedingungsgleichung, und zwar der
Gleichung (19), kombinierten. Wir verfahren analog mit Hilfe der aus den Gleichungen
(15) § 2 folgenden Relation

(1) FlogsinBW - cosinW = (WP) T = (Wp) ¢ + 7 (V).
Wir bilden die lineare Kombination:
Wop (€% — e—19) + Woe® (¥ + ipg) — Wpe ™ (#'a— i)
+ o [(BP)T—(Bp)t—i(Be)l = o
und bestimmen ¢ und p so, daB die Gleichungen bestehen:
Wae o3+ Wye™ ¥ 9a—p Watp + p Wyga =0,
O { W (e —e~) + Woe v'y— Wse=® 7y + o [(BP) T— (BWp) t] =o.
Die erste Gleichung wird durch den Ansatz

(3) Wt —oBy=0, Wse—® +pBpg=o0
identisch befriedigt; und es folgt:
(4) I/Va %ﬁ el —]— LV,«; %a e =0,

Multipliziert man jetzt die Gleichung (20) von § 2 mit W, W, und wendet die Gleichung
(4) an, so entsteht:!

(s) Was (Ba W+ B Wo) + Wa W [(Bar'p + Bp#'a) -+ & (Bapp— Wy pa)] = 0.
Die Umformung der hier auftretenden Klammern mit Hilfe von (3) § 1 ergibt folgendes:
H/aﬁ (%a Wp -I— %p VVQ) = I’Va LV/; (%a 7\5— %ﬂ (J.a) z
= Wa Ws[(B ) + Baws + By 0,)] ¢,
wo wieder 2p =A -+, 20=2A—u; ferner nach (8) §3:
%ai”ﬂ -+ %ﬂr,a = %a(%ﬂ 77— (L)ﬁf) -+ %ﬁ(%a T—O)al)
=2 W, W 7' — (W 05 -+ W og) 2.
Die Gleichung (5) wird somit
BWp)t+ 2V W T =7(Weo)=o0
und unter nochmaliger Anwendung der Gleichungen (8) § 3 und unter Benutzung von (1):
(6) £ g+ cosin 2L = — 2 W, Wy,
eine partielle Gleichung erster Ordnung fiir . Hat man sie gelést, so ist ¢ durch
(4) und » durch die Gleichung 7% cosin? 8 = cosin® ® bestimmt; auf letzterer
Gleichung beruhen die bei Umformung von (5) in (6) benutzten Gleichungen (8) von § 3,
so daB3 umgekehrt vermittelst dieser Gleichungen der Ubergang von (6) zu (5) und zu (2)

gemacht werden kann. Werden ® und ¥ aus den Gleichungen (5) § 3 berechnet, so sind
d%, dv, d¢vollstindige Differentiale und es bestehen wieder die Gleichungen (7) und (7a)

1 Dasselbe Resultat entsteht aus (2), wenn man den Wert von p aus (3) einsetzt und Gleichung (1)
benutzt.
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von § 3. Damit sind unendlich viele von einer willkiirlichen Funktion, die
durch (6) eingefiithrtist, abhingige Biegungsflichen gefunden.!

Es entsteht die Frage, wie diese Losung aus den von zwei willkiirlichen Funktionen ab-
hingigen Losungen des § 3 abgeleitet werden kann. Aus obiger Gleichung (4) und den
Gleichungen (1) von § 3 folgt

Wy pa— Wapg =0, also ¢ =7 (W),
wenn f eine willkiirliche Funktion bezeichnet. Dann ergibt sich aus (17) § 2:
(p)T=(pT)t, also(p-logT,lgd)=o0
also, wenn y ein Funktionszeichen ist:

©) T=t¢y(p) und
r¥= (1 4 7% cosin2w = (1 + #2y?) cosin?w.

Die Funktion ¥ (oder 7" = tg W) miiBte also neben der Bedingung (6) noch einer zweiten
Gleichung geniigen, was nur in besonderen Fillen ecintreten kann. Die durch (6) ver-
mittelte Losung kann hiernach aus der allgemeinen in § 3 gegebenen Lésung nicht durch
besondere Wahl der beiden willkiirlichen Funktionen abgeleitet werden. Das gibtdie
Berechtigung, die zugehérige Fliche als singulire Biegungsfliche der
gegebenen Fliche zu bezeichnen.

Durch die Gleichung (6) und die Bedingung #? cosin 2 ¥ = cosin 2 ist hier die
Gleichung (5) befriedigt, zusammen mit (4) also die Bedingung dafiir, daB3

dl = [re" W,do 4 re—% Wy dB]

ein vollstindiges Differential sei. Wendet man auf die neue Fliche die Methode von § 3
zur weiteren Verbiegung an, fiir die p und ¢ an Stelle von » und ¢ in § 3 treten, so muf3

jetzt
dr* = [7pe w+)i I, do - 795—(¢+w)i W,a dp]

ein vollstindiges Differential scin, d. h. es muf3 die Gleichung
(10) Lap (60— =) + Lo (¢'p + i) —~ G (gla— i) = o

erfilllt sein. Driickt man { durch », ¢ und W aus, so ergibt sich die Gleichung (3) §4, so
daB p und ¢ nach der Methode von § 3 durch die Gleichungen (4) und (5) § 4 zu bestimmen
sind. Wihrend aber ¢ der obigen Gleichung (4) und ¥ der obigen Gleichung (6) geniigt,
woraus dann 7 abgeleitet wurde, sind jetzt $ und ¢ so zu bestimmen, daBl ¢ + ¢ und #/ + ¢’
den in § 3 fiir ¢ und » aufgestellten Gleichungen geniigen. Die nach §3 aus der singu-
liren Flache abgeleiteten Biegungsflichen sind sonach identisch mit
den ausder urspringlichen Flichenach§3abzuleitenden Flichen.

Sucht man den direkten Ubergang von der ersten zur dritten Fliche, so geschehe das-
selbe mittels der HilfsgroBen y und 7; es geniigt dann y der Bedingung

(11) et Woyg 4 e Wpye, =o.

1 Diese Flichen sowie die in § 6 aufgestellten hatte ich auch in Nr. 9 des Aufsatzes in den Sitzungs-
berichten von 1924 abgeleitet; damals war ihre Stellung zu der allgemeinen Losung von § 3 nicht geklirt.
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Die Vergleichung mit (5) § 4 ergibt:

(12) P77 el'i Xﬁ = g(¢+ll’)i ((Pﬂ _|_ ¢ﬂ>: 7}23—Zi XU — e_('P‘H#’)i (goa + 4’&);
woraus folgt
(13) L=¢ -+, m=1I.

Die GréBe v’ (=1gt) muB} der Gleichung
Wap (eli = e—li) -+ et w, r’ﬂ—' e—xi Wp t,=o0
geniigen; also: t' =7’ +¢’, x = ¢ - ¢, wenn man mit (10) vergleicht.

§ 6. Eine andere Schar singuldrer Biegungsfldchen.

Wir verfahren wie in § 5, nachdem in (1) die GréBen 8, 7 mit e, # vertauscht sind, was
nach (15) § 2 erlaubt ist, bilden also die Gleichung:
Wap (€ — =) 4 W, e (5 + tpp) — Wpe—® (', — i9q)
tellwp)tti(we)—(P)T]=o0
und bestimmen p durch die Bedingungen:
Wae®—po, =0, Wge—¥ 4 pwz=o,
so daf3 auch:

(1) Wowgel? + Wyo,— " =
Die Gleichung (20) § 2 wird jetzt:
@ Wap(wa W+ w0 Wo) + Wa W5[(0a?'s + 0577a) + 7 (00 9p—0p9)] = 0

und hierin ist:
Wap (Ct)a Wﬁ + (OF W,,) = Wa Wﬂ ((.Oa 7\5—' g p‘a) 4

= WaWal(©8) + 2 0uegl
= W Ws[Fopsine - cosin o + 2 6, w5 ¢].

Wenn somit ¢ aus (1) bestimmtist, so wird 7’ (=Ig#) aus der lincaren partiellen Gleichung
(3) Flogsinw . cosine 4 2 0wy + 0,75+ 07’y + i (0,9) =0
gefunden, schlieBlich 28 aus der Bedingung 7%= cosin 228 = cosin 2. Wegen dieser Be-
dingungen ist ¢ ein vollstindiges Differential. Sodann berechnet man ® und ¥ aus den
Gleichungen (3) und (4) von § 3 fiir @5 und ¥, durch Quadratur. Die Gleichungen (5) von
§ 3 sind dann ebenfalls erfiillt, nimlich mit (3) und (4) identisch, so daB auch &% und &
vollstindige Differentiale sind.

Soll die so gefundene Fliache unter den Biegungsflichen von § 3 enthalten sein, so muf3
(» @) = 0 sein (analog zu (7) § 5); dann folgt aus (15) § 3:

4) Po)T=(pw)t=-—Fysino-cosinw,

andererseits ist (W P) T = F'qs sin W cosin W. Definiert man also q und £ durch die
Gleichungen:
do = dg - sin «- cosin o, dBW = I, - sin W - cosin W,
so folgt:
(qP)=(P) oder (q—O,P)=o,



14
P=y(q—9) und
Po=yGa— D), Lp=73"-(1—Dp)
und hieraus
(5) o=QP)— D P)oder (wP)t =WLP)T = Flogsin W - cosin B,
also durch Vergleichung mit (4) sin @ - cosin® = sin - cosin W oder W =wo, alsor=1.
Diedurch(i)erhalteneBiegungsflichemuB daherauchals einesingulire
bezeichnet werden.

Es ist ferner zu untersuchen, ob man die durch (1) bestimmte Fliche aus den singu-
liren Flichen von § 5 ableiten kann. Die Vergleichung von (1) mit (1) in § 5 ergibt (o 28)
= o und aus (5):

(0P)T = (wp)t+i(o, @) ferner aus (8) §3: (w#’) =o,
also 7' = ¥ (®) ; und aus (2) wiirde folgen:
W (0a W+ 0 Wo) 42 Wo Wp 3 (w) 0,08 = 0.
Das ist aber eine Bedingung fiir die urspriinglich gegebene Iliche, die nur ausnahmsweise
erfiillt sein kann.

Die nach der Methode von § 3 aus den jetzt betrachteten singuldren Flichen abgeleiteten
Flichen geben (ebenso wie im Falle von § 5) wieder die Flichen der allgemeinen Losung.
Wir haben also gefunden:

1. Die allgemeine Losung, d. h. Biegungsflichen, die von zwei willkiirlichen Funktionen

abhingen;

2. zwei von je einer willkiirlichen Funktion abhidngende singulire Flichenscharen, aus

denen wieder die allgemeinen Losungen abgeleitet werden kénnen.

Da die Verbiegungen der singuldren Flichen zu den Flichen der allgemeinen Lésung
zuriickfithren, so findet man immer dieselben singuliren Flichen, von welcher allgemeinen
Biegungfliche man auch ausgehen mag.

§ 7. Die Biegungsfldchen der Rotationsflichen.
Nach § 5 der fritheren Abhandlung wird die durch die Gleichungen

x=rcosiny, y=rsing, 2=1()

gegebene Rotationsfliche, in ihrer Abhingigkeit von den Parametern «, 8 der Minimal-
kurven dargestellt durch Formeln der Form:

(1) x=r-cosin(a-tB) - Fy(a—P), y=r-sin(a+B)  Fy(@a—p), 2=C(«a—B),

wobei:

(@) F24 F'24 G2 =o,
und es ist:

2 TR
4) cosin A = 5 PO LC 2.

R
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Die Gleichungen (22) und (23) von § 3 werden:

O Plop—e~ %, =0,
© G (ePh— =) — G Pty — G =y =0,

Bezeichnet f (¢) eine willkiirliche Funktion von g, so ist das allgemeine Integral von (5):
(7) e?o+ e B = f(q).

Die Gleichungen der Charakteristiken von (6) sind:

du _dp_ G-dr

i g G (0 — gy

(72)

deren eines Integral sich in geschlossener Form angeben [40t, nimlich:

(8) 7’ =—log G’ + Konst.
Die Aufstellung des zweiten Integrals erfordert die Integration der Differentialgleichung:
(9) & do— e~ dff = o,

worin ¢ cine durch (7) gegebene Funktion von e, £ bezeichnet.
Insbesondere kann hier die Ldsung
¢ = ¢ (= Konst.)
benutzt werden. Dann geben die Gleichungen (8) und (9):
f (weio— e
10 Ve VTR
= 6 a8
wo f eine willkiirliche Funktion bezeichnet. Aus (4), § 3 findet man:
- : G —p \°
290 — T S A B
cosin 2 = cosin > e (fl (e — Be—7%)

worin nach § 5 der fritheren Abhandlung (wo das jetzige o durch 2 & bezeichnet war):

’

/4 2 F :
@ o= %1', also cosin 2w = 1?737—1—1’7’1—2 = _5112,.
Es wird daher:
ek I
® rorm— LR

und das Differential ¢ der Z-Koordinate der verbogenen Fliche bestimmt sich aus den
Gleichungen:

ca — . (e eic :_:f(owic__ Be—ic> n eic,
(1 3) {__ Cﬁ e :f(aeic__ Be—ic) . g—ic,

Zur Berechnung von £ und % muf3 man zunichst ® und ¥ aus A, @, ® und »* gemiB (s5a)
§ 3 bestimmen. Es war:

G G Fl. R R 2
Wi hi=pet 2o =2 Pl

(14) G G Flll Fy P — P2
‘Lat:_-G_;, (.Lﬂtz)\ﬂt—Zﬁ)ﬁl( =—'G-;‘—2']'4:]:‘—* 672'——
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und somit
Oy T =224+ =—e_i°/f—, VYV, 7T =— at—r’a=—ei0f—»
[} $ B f I f
Z all 7 "o 2 ’
(13) (I)aT=7\at+7’/a=‘—'2%——2]]:‘1.—1;1[;_é12 r1_+e1'c j]i"
1
G’/ FI F FII ___Flz . fl
— e oy S - 1,71 1 1 . ,—ict
IFpT (J.ﬂt 7B 2 G + 2 Fl G2 e f

Es wird also
@+ W) T=(atp)t,d h. PaT =p.t, Py T = ppt,

(Pp) = o, d. h. P=Funktion von p in Ubereinstimmung mit (11) § 3. Es kommt also der
damalige Schlufl zur Anwendung, nach dem die Annahme ¢ = ¢ ausgeschlossen wurde.
Nurwenn 7 (d. h.auch®) eine Funktion von 4—ZBoder von a—f§ ist, bleibt
die Annahme ¢=¢ méglich; dann aber muB} nach (12) ¢ =o0 sein. Dieser Fall fiihrt
auf die Mindingschen Rotationsflichen.

Berechnet man ®,; aus den Gleichungen (15) und bildet die Differenz der beiden Werte,
so folgt:

Z ol N A

(16) (Dﬂ Ta_'q)a Tﬂ = 2%(%) + 4 aaﬁ- ({‘[‘;11* 0 El il Glli'f{"'l ) = )\/3 ln= )\a fﬂ,
wie es sein muf}, da beide Seiten der Gleichung mit /7, tibereinstimmen sollen. Setzt
man den Wert von G’ aus (2) ein, so ergibt sich:

G’ FFN—F2 F; F, 10lgF

TEA R TR O R
Das mittlere Glied von (16) ist also in der Tat gleich #”,5 in Ubereinstimmung mit obiger
Gleichung (3). Die Gleichungen bestchen unabhingig davon, ob ® und ¥ durch Funk-
tionen von W additiv geindert werden.

Insbesondere sei jetzt ¢ = o gewihlt; dann werden @, ¥, C und also auch &, 9 Funktionen
von a.—f allein, d. h. es ergibt sich keine Fliche. Hier mufl man von der Bemerkung am
SchluBe von § 3 Gebrauch machen. Es ist 8 eine Funktion von «—f; es kann deshalb
die dort eingefithrte (zunichst willkiirliche) Funktion ¢ () durch {* (o« — ) ersetzt
werden, und die dortige Gleichung (10) wird:

P*e—B)—4*@—o) + 4— B =o.

Es muB also 4 = &ua, B = /B gesetzt werden, wenn 1a eine reelle Konstante bezeichnet,
so daB:

P*a—B)—4* B—o) =£E—a).
Wihlt man ¢* =x («—8), §;* =% (B—w), so folgt £=—2x. Sei also der in (17) gege-
bene Wert von ® mit ¥ bezeichnet, so ist nach (9) § 3

(18) ® = P°—x (« + B), entsprechend V' = V0 —x (« + B).
So daBl @ und ¥ Funktionen der beiden Variabeln «—8 und «4-  werden.!

1 Der in § 6 der fritheren Abhandlung fiir Xy gegebene Wert, der nur von o—f abhingt, stellt also den
Wert (I)"ﬂ, nichttl)ﬂ1 dar. Daselbst ist tg « durch tg; ® zu ersetzen.
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Um festzustellen, ob und wie die auf die gegebene Fliche verbiegbaren Rotations-
flichen in den gefundenen Lésungen enthalten sind, miissen wir die betreffenden Formeln
aus § 6 der fritheren Abhandlung nochmals ableiten. Die Mindingschen Flichen sind
dargestellt durch folgende Gleichungen. Es werde

u=a(e+p), v=a—p (= rein imaginir)
gesetzt; dann ist
§=a~" cosin u- £y (o), n=a~tsin- [y (2), {=ia~ [V I d(a—B),
also:
dE =qa—' (F'y cosin u—asinu - Fy) do— a1 (F’'y cosinu+ asinu - Fy) dB,
(19) dn=a—' (F'y sin u + acosinu+ Fy) do — a1 (F’y sin u—acosin u - Fy) dp,
dE=ia YV F' 2+ a® Ftd(a—B).
Es wird in der Tat £2+4 1,2 4 L2 = o, E.&5+ nams+ Cls = 2732 Nach unserem all-
gemecinen Ansatze soll sein:
a8 =7 (L, cosin® - du—Lzcosin ¥ - B)
(20) dn=1i{l, sin ®-da—7ys sin ¥.dB).

Die Vergleichung mit (19) ergibt:

__tguttgy o
tgq)—l—-tgu-tgx’ wenn tg y =a 7
it tgu—tgi - £9t °
(21) tgl{f_l—}—tgu-tgx’ also® =u + 4, ¥V=u—1y
2%'—_—(1)-——\P.=ZX, tg%=d'f’}*'
&y

Sollen unsere allgemeinen Formeln im Falle c =0 die Mindingschen Rotationsflichen
geben, so mufl man setzen:

(22) Ca=r Go=7r-GC=irVFEP+ F2=ia""VF 2+ ' F?
folglich
s PR _cosin®o R 1
F'2 4 F2 cosin 2y G2 cosin 28
und hieraus
pen | @F? 2 aqa | P
(23) cosin 2 = Ry o tg2 WP = Y x

Dies Resultat stimmt mit der letzten Gleichung (21) nicht iiberein; man kann aber
durch folgende Uberlegung die Ubereinstimmung herstellen.

Die GroBen ® und ¥ sind durch die Gleichungen (15) nur bis auf additive Konstante

: AT . I I i
bestimmt; wir kénnen sie also durch® -+ At und ¥ -} 57 ersetzen, was mit einer Drehung

des Koordinatensystems gleichbedeutend ist. Ebenso kann man in (18a) 2 durch g + =«

ersetzen. Die Gleichungen (20) werden dann:
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d8 =i (—Y, sin ®da+§ sin ¥ dpB),
dn=1( ¥,cosin® du— {zcosin¥ 4B),
und in den Gleichungen (19) ist cosin # durch — sin #, sin # durch cosin # zu er-
setzen.
An Stelle von (21) findet man dann
—F'y sinu —alF cosinu _ tgu-+tgy
F'ycosinu—akFy sin u  1—tgu-tgy,

—tg® =

entsprechend fiir ¥, wihrend 2 nur das Vorzeichen dndert; es ist
7,

— QO+ VP =2W=121y, X1=a?771,

T

was nun mit (23) {ibereinstimmt.

Fiir ¢ = o ist die Lésung von Gleichung (12) gegeben, indem man 7 gleich einer will-
kiirlichen Funktion von a—f annimmt. Dadurch wiren die vorstehenden Gleichungen
wesentlich vereinfacht worden; es kam aber darauf an, den Zusammenhang mit den
fritheren Formeln klarzulegen. Auch 7’ =lg» wire dann eine willkiirliche Funktion von
a«—PB; T hingt nur von a—@ ab; so wird nach (15) auch ® eine willkiirliche Funktion
von «— [, und so erklirt sich die Méglichkeit der obigen Einfiihrung einer willkiirlichen
Funktion {* («—8), die dann durch »(«—p) ersetzt wurde.

§ 8. Singuldre Biegungsflichen von Rotationsfldchen.

Die singuldren Biegungsflichen einer Rotationsfliche findet man nach § 5 in folgender
Weise. Es ist #=2F";2, also
clgF 2 (?ﬂlg}?1 0lg Fy alglil) o S

0008 Lo o cosin 2 3y

e e

Bezeichnet man die linke Seite, die eine Funktion von oo—8 ist, mit 2 ¢ («—8) und fihrt

eine Funktion v durch die Gleichung v = % ein, so hat man fiir v die partielle
Gleichung:
(1) $ (e — B) + e v = 0.

Die Gleichungen der Charakteristiken sind:
5 du_ds__dw_—dp_dg
g 7 2¢ ¢ Y
wo p, ¢ fiir tv, und Wy geschrieben ist; also:
dp+dg=o, V- (da—dpB)=pdp+qdq, p+g=a p*+9*=2¢+¢,
wo a und 4 Konstante sind. Wegen (1) ist hier 4 durch & schon bestimmt: & = a2,
Es wird:

3 2p=a+Var+49, 2¢=a—Va¥+49.

?
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Es ist ferner gdv =—2 ¢ - da, pdiv =—2 {dp, also (¢g—p) dw=—2 ¢ (da—dp),
(4) m=2‘/1—/a—?qjl—_-:“pd(oc—-@)+const
dw

do = ———q?@, ap =—pa2’—t$. Es sind also die Gréfien o, £, w, p, ¢ als Funktionen eines

Parameters (ndmlich «—f3) dargestellt, und damit sind die charakteristischen
Flichenstreifen zur Aufstellung der vollstindigen Lésung bekannt.

Fiir die singuldren Flichen von § 6 erhalten wir aus der dortigen Gleichung (1): ¢ = —+x;

SR

es wire also (o, 9) = 0; und die Gleichung (3) § 6 wird:

(5) F'opsin 63« cosin @ - 2 0, w2 + @, 75 -+ 0577 = 0.

Hier sind # und o Funktionen von aa—§; die Gleichung ist also von der FForm

©) 2(@—B) +7p—7ra=0

und hat das allgemeine Integral:

@ 7 (=lgr) = [x(a—p) (dx—a) + f(x+P)

wo f eine willkiirliche Funktion bezeichnet. Es bestimmt sich @ aus der Gleichung:
Op-T=2t+rp=0t+f (@+8—x(@—p)

und entsprechend fiir ¥',, nachdem 2 aus der Gleichung cosin? .72 = cosin2w be-

rechnet ist. Diese zweite Klasse von singuliren Biegungsflichen der Ro-
tationsfldchen wird alsodurch bloBe Quadraturen gewonnen.

§ 9. Die Biegungsflichen der Kugel.

Die Kugel ist eine Rotationsfliche, ihre Biegungsflichen sind also nach vorstehendem
bekannt. Fiir sie hat man (der Radius gleich 1 angenommen) zu setzen:

G=W=itg(a—p), 7\=7~;—2(3, (L=§-—-20€, o=a—7f,
L P 0% i T aema e Otia il - Yo W)
" cosin2(a—pP) ' cosin (x — B) ~ ¥ 0xdf  cosin®(a—p)
Es wird ¢ wieder durch die Gleichung (7) § 7 bestimmt, sodann 7’ durch (7a), worin

v __ Z vy 2z.tg<°‘_ﬁ>
e " cosin 2 (a—@) e " cosin % («—B)

zu setzen ist.

Die Annahme ¢ = const ist wieder nicht zuléssig, es sei denn, dall ¢ =0 genommen
wird. Dann ergeben sich die Rotationsflichen von positivem konstanten Kriimmungs-
maBe. a

Far die erste Schar von singuldren Biegungsflichen der Kugel gilt die Differential-
gleichung.

W, BW; - cosin 2 (¢ — B) == cosin 2.
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Im § 7 ist also ¢ durch cosin—2 (a—p) zu ersetzen. Fiir die dortigen Gleichungen (3)
und (4) ergeben sich keine wesentlichen Vereinfachungen.
Fiir die zweite Schar von singulidren Biegungsflichen der Kugel ergibt sich aus (5) §8:
—4tg@—f) +7p—ra=o.
Es ist also y durch —4 tg (¢— ) zu ersetzen. Das allgemeine Integral wird:
# = cosin * (e — ) -/ (= + B),

ferner:

1
T*=cosin®(@a—PB)-f2—1, Op=[2tg(@a—P) +tgf(a+P)] V cosin 6"(;:@)':_/!2__1'

§ 9. Die Biegungsflichen der Minimalflachen,

Bei den Minimalflichen hat man sich nach dem Vorgange von Enneper und Weier-
stral3 schon immer der Darstellung durch die Parameter der Minimalkurven bedient.
Setzt man im §1:

) W=A+4+B, r=20, p=28, o =0—2,
so erhilt man die bekannten Formeln in der Form:
x =1 f[cosin 20+ A’ do— cosin 28 - B’ 4],
() {y:z’f[ sin 20+ A'de— sin 2pf-B'df), =4+ B,

wo A eine Funktion von «, B eine Funktion von 8 bezeichnet. Die Differentialgleichungen
(22) und (23) von § 2 werden:

3)

Fihrt man A, B an Stelle von «, § als unabhingige Variable ein, so werden die Glei-

chungen (2):
x =1 [[cosin2W - dA — cosin2B - dB),
) y=1[[ sin 2UA.-dA— sin 2B.dB), z=A - B,

wo nun %, B Funktionen von bzw. 4, B bedeuten, und die Gleichungen (3) werden:

% op - e—Figy =0,
) { s i

ey g—e—¥ir =0
und man hat

6) F=2A"B cosin?(a—B) dudB =2 cosin2(A—YB)-dAdB, & =A—19B.

Die allgemeinen Integrale dieser beiden Gleichungen sind,wenn mit fund f;, willkiirliche
Funktionen bezeichnet werden:
{WA—rMB=ﬂm

@ G4, By =1, (),

wenn G (A4, B) = const, das Integral der Gleichung ¢a @4 —op dB = o darstellt, welch
letztere aus der partiellen Gleichung

(7a) e”’A+ @ar'B=0

A ePips+ B e—%g, =0,
A &y p— B =%y, =o.
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gewonnen wird, die eine Folge von (5) ist. Hat man also eine Minimalflichein
derForm (2) durch die Parameter der Minimalkurven dargestellt, sosind,
nach Integration einer gewéhnlichen Differentialgleichung, zur Auf-
stellung aller Biegungsflichen nurnoch Quadraturen notwendig.

Die Lésung ¢ = const ist hier zulissig (vgl. den SchluBl von § 3). Es ergeben sich die
von Bonnetund Schwarz studierten Biegungsflichen:
£ =17 [le¢- cosin 20+ A" do— e~ cosin 28 - B’ df],
(8) n=12f[c: sin 20+A"da=e—% sin 2p-B' dB],
L= [lettd" da-e— B dp].
Wihlt man W= —7a (¢—f), wo a eine Konstante bedeutet, so erhalten wir aus (2) die
Parameterdarstellung des Katenoids (Rotationsfliche der Kettenlinie) in der Form:
x=—a-cosin (« + B - cosin (& — {),
(9) y= a- sin («+ B)-cosin(a—p), z=—zia(a—p).
In den Formeln von §7 fiir Rotationsflichen ist /] =a-cosin (x—8) zu nehmen. Die
Gleichungen (7) werden in diesem Falle
(10) ot e R=1(9), r=,5A(9.
Die Gleichung (8) von § 2 wird fiir eine Minimalfliche:
.Rﬂ A — RIQB, = 0 oder RB - R’A,
d. h. es kann eine Funktion von 4 und 2 so gewihlt werden, daf3

o°P _, ©OP
R=sa =33
ist, also
32P__iar __.aq)_iar . o 00
RER N ) e 5 oE
in Ubereinstimmung mit (3) und (7a).

Da hier F=2A4" B’ cosin 2w =2A4" B’ cosin ? (a—f) ist, so wird die erste Schar der
singuldren Biegungsflichen durch die partielle Gleichung bestimmt:

(I I) I %a%ﬁ

cosin?(a—p) ' cosin?T

= 0.

Die Gleichung ist von der Form (1) §7 bei den Rotationsflichen. Die fiir die voll-
stindige Loésung bendtigten charakteristischen Flichenstreifen sind
folglich durch Quadraturen gegeben.

Fiir die zweite Schar singulirer Biegungsflichen erhilt man aus (1) § 6
(12) At — B e~ =0,
ferner aus der dortigen Gleichung (3), da @,=1=-—uay ist:

2 " I AII BII -
(13) £y fte 7 (Z,— —E,) = 0.
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Das allgemeine Integral lautet:

v I ’ I ’ _f(o(_*_B)
r _——ZlgB —é—lgA + 1g f (o + B), 7_1/;/1'}?7”

wo f eine willkiirliche Funktion bezeichnet. Es wird also

: A" B’ - f2—A' B’ cosin 2 (a— B)
cosin W =5~ cosin? (a—P), 7%= A" B cosin? (a—B)

i
SchlieBlich findet man @ aus den Gleichungen
f(2+B)-V A B - cosin (a— )
Vf*— A’ B -cosin? (a —B)

und entsprechend fiir . Es sind auch nur Quadraturen notwendig.

Oy 7'=7'p+igg=Ff (a+ B), Op =

§ 10. Die Flidchen mit gegebenem Linienelemente.

Alle Flachen mit gleichem Ausdrucke fiir das Linienelement sind aufeinander abwickel-
bar (ineinander verbiegbar). Ist also das Linienelement in seiner Abhingigkeit von den
Parametern «, 8 der Minimalkurven gegeben, so braucht man nur eine der zugehérigen
Flachen zu kennen, um dann aus ihr alle anderen nach den Methoden von §§ 3ff. abzu-
leiten.

Unter den Biegungsflichen einer gegebenen Fliche ist nach § 5 eine Schar enthalten,
deren HilfsgroBe B allein durch die gegebene Funktion / bestimmt wird, indem sie der
dortigen Differentialgleichung (6) genligen muf3. Haben wir also o aus der entsprechenden
Gleichung
(1) I g+ cosin 2w + 2 o, 05 =0,
gefunden, so kommt es darauf an, aus ihr die iibrigen HilfsgréBen 2, u, W abzuleiten. Es
geschieht dies durch die in § 1 eingefiihrte GréBe 8, die den dortigen Gleichungen (18)
und (21) geniigen muB, nimlich:

(2) et (; F'p+i%+ wptg 03) i ( 18— é Fo—o, tg co’) =0,

(3) Fozsin o - cosin w — é—— (F'aWp + Fgog)—i (04 83—wp ) =o.
Es ist identisch:
Ag 00— A @ == Ag 00— (2 Wy + [La) Op = g Wg— g Gl — 2 34 Op.
Die Vergleichung mit (8) § 1 lehrt somit, daB fir die durch obige Gleichung (1) charakte-
risierten Flichen die Identitit besteht
@) Ag g = [y g = O.
Nun ist nach (3), (15) und (17) von § 1

T
(7\'/3 Wg— Lg (’Jﬂ) o= —W—Hg/;- ((J.)a Wﬁ + g Wa)
WV F " WsVF e
—— e GV (,)aQ ws Q) = (O] 0L ge').
WaWﬁ< + o) WaWﬁ-V;cosino)( ge)
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Wegen (4) verschwindet also die rechtsstehende Klammer:
() g e~ -} wgeit = o.

Vermoge dieser Relation geht obige Gleichung (2) in die Gleichung (3) tiber, wenn man
noch die Bedingung (1) beriicksichtigt. Sind @ und 3 aus (1) und (5) berechnet, so sind
also auch die beiden Gleichungen (3) und (4) erfiillt, und man findet ¥ aus einer der
beiden Gleichungen (15) § 1, d. h.

o VE._‘EL"", w,=/Z. ="
2 cosin® 2 cosin ®
schlieBlich A und . aus den Gleichungen (10) und (11) § 1, nimlich:
0
7\ﬁl‘=—l%ﬁWu=i8§+®pl‘, [.Lat=—a—lga%= Z.Sa—'(.!)at.

Hiermit ist die Aufgabe geldst, ausdem Linienelemente (d.h. aus der ge-
gebenen Funktion /) eine zugehérige Fliche (und zwar sogleich unend-
lich viele) zu bestimmen. Die gefundenen Flichen sind solche, wie sie nach § 5 als
singuldre Biegungsflichen einer gegebenen Fliche auftreten, namlich charakterisiert
durch die Bedingung (4).

Bestehen umgekehrt die Gleichungen (1) und (4), und ist 2 ® = A—p, so besteht auch
die Gleichung (8) § 1, so daBl man die Folgerungen (9) und (10) daselbst ziehen kann; aus
ihnen erhilt man:

(Mg ©a— e ©g) t=§(F'ﬂcoa + F ) 4 7 (00, 8) + 2 w, g tg o.

Die rechte Seite ist aber wegen (1) mit der linken Seite von (3) identisch. Infolge der
Gleichungen (1) und (4) bzw. (5) sind also beide Gleichungen (2) und (3)
erfillt.

Sind ® und 3§ bekannt, so findet man W aus (15) § 1, ferner A und p aus (3) § 1.

~ In den Sitzungsberichten der Akademie von 1923 hatte ich eine zweite Methode zur
Bestimmung von Fliachen mit gegebenem Linienelemente angegeben, die indessen nicht
durchfiihrbar ist. Allerdings werden durch die Gleichungen Me¥ 4 Ne—i% =0, F'yssin? o

=—2MN (wo M= ;F'ﬂ—}— z'&;,N:%F'a—z'Sa) die beiden Gleichungen (3), (4) auch be-

friedigt; es ergeben sich aber unzulissige Folgerungen fiir A, w.. Aus (15), (17) und (19)
von § 1 wiirde nidmlich folgen: pgpa 4 pars = 0 oder AgAg 414 g + 2 g by = 0. Anderer-
seits erhilt man aus (3) — 2 Ve~ + £ (e® ep— e —® w,) = 0 oder A, e ¥ + wze® = o und

wenn man ¢ durch (17) eliminiert: A, W+ o3 Wo=0 oder A2z é p.a tg— ;»p.u As—

;— tta s = 0, und in Verbindung mit der vorhergehenden Gleichung é ta (s + —g A = 0. Da

man 7 mit — 7 vertauschen kann, folgt also g, = 0, A; = 0, was nicht zuldssig ist.
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§ 10. Die Differentialgleichung (7) von § 1.

Die drei Koordinaten x, y, z eines Punktes der gegebenen Fliche geniigen der Gleichung
(7) von § 1, wenn «, § die Parameter der Minimalkurven sind. Dasselbe muB fiir die Ko-
ordinaten &, v, { eines Punktes jeder Biegungsfliche gelten. Fiir { habe ich das in den
Sitzungsberichten von 1923 gezeigt; die Rechnung gestaltete sich in folgender Weise. Aus
(10) § 2 erhilt man

__Cw_ Wea , Wop
T — 2wat+2%aT+'W;+ W;
Waa
=‘P',,T+z%aT—zwat—uat+—W~nach(3)§I
Wua
=0, 7 —Ni+, daz2W=0—Y¥ 20 =0—0.

Ebenso: gﬂﬂ=_qfﬂr+ “ﬂ¢+ZVfﬁ;
cﬁ Wﬁ

ferner aus (4) und (3) § 1:

o W W W s _Wa
_ﬁ_ Wu—l— Wﬁ ZCL)at—'Wa Aty 'F—"W;—l-y.ﬁt.
Die Gleichung (7) § 1 schreiben wir in der Form:

Waa Wog - Wai®  Waa L5 Wy Fa | FuFp

Woe Wg W Wy W, F Wy F ' I

) oo _f____ Eﬁg£=_ 0 2 ailgf= oy 2
T 2 5298 2sin?e 52 98 Msta—Raptp) 2

= (@ ¥V,— D, V) 72 nach (6) § 1 und (1) § 2.

Setzt man zur Abkiirzung

_ Wa _ W
O = —nb D=2 + v,

so wird die Gleichung (1), nachdem W durch ¢, also @ durch 28, A durch @, p durch ¥
ersetzt ist:

O+ O T) @— ¥ 1) —H (O +@uT)— 6§ — ¥, 7)

2 2
+ H- @j——-cfﬁ—- =—0, ¥, Tz—éﬂf- =0V, — P, V) 72 = —25in2W+ F'y,
Ca Cﬁ Ca Cﬁ 5
so daB die Gleichung (1) tatsichlich erfiillt wird.

Ersetzt man { durch £ oder 1, so wird die Rechnung etwas umstindlicher. Man kann
sie in folgender Weise vereinfachen:

Die Differentiale dx, dy, dz miissen sich auch in folgender Form darstellen lassen:
dx=Wr*da+ Wg*dB, dy =7 (sinh* W* - da—sin p* Wg* - 4f),
dz = i (cosin A* - W ¥ — cosin w* - Ws¥).
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Dann folgt:
We* =i cosinh« Wy, sinA*. W *=sinA- W, 7cosini*. W,*= W,
und somit ’
—tgM* =sindA, —7tgA=sinA*, W,* = icosinA« W,, Wg* = —7cosinp- W

Die Integralititsbedingung fiir W* ist hier erfiillt, denn es ergibt sich beiderseits
.1

sin > (A + p.).
.1

sin  (A— )

Mit den neuen GroBen A*, p*, I7* kann man ebenso verfahren wie soeben mit A, u, W, so
daB auch fiir § die Gleichung (7) § 1 erfiillt sein muB3; ebenso fiir 7.

Auch fiir die gemiB §9 aus der Fundamentalgrofle /7 abgeleiteten Flichen muf3 die
Gleichung (7) § 1 befriedigt sein. Aus (4) und (3) erhilt man

Wﬂll o Wa

Waﬂ* =— W

w, W,
LA T e LA . /50100 R R ol ’ .
A Wﬂ—l—zz‘ 0, + g, A Wa—}—zt o+ F'g
=7\a't+Fla, =Flﬂ_[.1.ﬂ'l‘.
Die linke Seite von (1) wird somit
14 ' '3 I4 / 4 4 14 W02
(Fatrad) (Fp—p) — (Fatdad) Fp— (Fp—pad) Fat Foals—3; %V;

Wog?
=—7‘auﬁtz_'I/”V—g[z=0‘ﬁ“a_)‘auﬂ)tz:

also in der Tat gleich der rechten Seite von ().

§ 11. Unendlich kleine Verbiegungen.

Soll die Verbiegung unendlich klein sein, so setzen wir:

E=x+teg,n=y+eyy, {=2z-4c5g=W-4 g3
wo ¢ unendlich klein sein moge, ferner
O=rAte,V=ptemr=1-+er,o=cdh W=0 -+ cv.
Aus (11) § 2 folgt
(1 + ex)?. cosin % (» - etv) = cosin 2w
oder, wenn man die Glieder mit €? vernachlissigt.
(1) rcosin2w—1v-sinw-cosinw =0, t=W-tgw
und hieraus
@p

— -t () o
L mpsisanh cosin 2w

g

< I TR0 RIS

Die Gleichung (1) § 2 wird:
(3) We q"ﬁ + We "I’a =0,



26

und aus (2) § 2 erhilt man:

(4) 224’ Wuﬂ+W (’Dﬂ tg@+ .__,Wﬂ( ‘tg0)+ (")a )—O.

cosin 2 (1)) cosin 2w

Da I und o gegeben sind, so bestimmen sich hiernach ¢ und v nacheinander durch diese
beiden linearen partiellen Gleichungen (3) und (4), sodann t durch (1). Dal,=2z,4¢3, =
roe¥ W,= (1+4¢1) (1 +-7¢e) W, sein soll, so folgt:

(s) fa=(C+ ) Wa, 35=(—7¢) W;.

Die doppelte Berechnung von ¢, fithrt auf die Gleichung (4) zuriick. Die Gleichungen
fiir @5 und ¥, ergeben:

© lprtg @ + — B =1yt iy, M g @ - oo = 1, - s,

cosin? w cosin? ®

wodurch [ und m bestimmt sind. SchlieBlich wird:

() dy =7 (cosinh+3,—1-sin A+ W) do — 7 (cosin p+ 3g— Isin .- Wp) d8
entsprechend fiir &b).

Den Ubergang zu der singuldren Biegungsfliche von § 5 vermitteln Werte von ¢ und w,
die durch die beiden Gleichungen definiert sind:

Wa (mﬁ + ZAKIJ O)ﬂ) =+ Wﬂ (ma—— Z.q) (x)a) =0,
Wa s + 1, 05— 2 F 45+ 10 -sin & - cosin w = 0,

®)

aus denen zuerst v und dann { zu bestimmen ist, worauf fiir t, [, m wieder die Gleichungen
(1) und (6) bestehen.

Der Zusammenhang mit der Theorie des Entsprechens zweier Flichen durch Ortho-
gonalitit der Elemente beruht auf der Identitit

dxdr +dydy + dzdy=o.

Die Losung pflegt man sonst auf eine Differentialgleichung zweiter Ordnung zuriick-
zufithren.?

Die Gleichungen fiir die zweite Klasse von singulidren Biegungsflichen (§ 6) ergeben:

©) (Wows— W)y =0, d.h. § =o0, und
o v
(mﬂ P “8 Cosin 2 m)_l_mﬂ( “.t+m“—c€s—in—2—5)—o'
oder
ow-tgw o1 - tg »
(IO) 10, ——53——}—(»,3—8& — =0

1 Vgl.z. B. Darboux: Legons t. 1V, ferner A. Vo8 : Sitzungsberichte der math.-physik. Klasse der
Bayer. Akademie der Wissenschaft, Bd. 27, 1897. Bei Josephine Kapfer erscheint dies Problem als be-
sonderer Fall der isogonalen Verwandtschaft von Flichen, Sitzungsberichte der math.-physik. Klasse der
Bayer. Akademie 1926 und 1927.
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Wie in § 3 gezeigt wurde, ist die Lésung ¢ = const im allgemeinen nicht zulissig; so fiihrt

auch hier die Lésung ¢ = o nicht zu einer brauchbaren Lésung. Aus (4) wiirde sich ndm-
lich ergeben (Wt) =o,d.h.t =/ (W). Da 2 v =[—m ist, so folgt aus (6):

gt= [ (W)Wsg—tw-t3, lLt=2wst—f (W) Wo—10-1,
Met=—f (W) Wo+w-2, Mgt=2p2+f (W) Wg+ 101t
also:
(AW)t=2W,Ws-t—2 W, Wpf' (W)—w- W),
MmMW)yt=2wg Wy t—2W,Wsf' (W) +t-0W),
und durch Subtraktion:
(wW)t=>UW)t—w-EW),;

es miite also w, Wy— s W, =0, d. h. W gleich einer Funktion von  sein, was eine be-
sondere Bedingung fiir die gegebene Fliache wire.

§ 12. Die Weingartenschen Fldchen.

Als solche bezeichne ich diejenigen Flichen, zwischen deren Hauptkrimmungs-Radien
eine Relation besteht. Sie haben die Eigenschaft, daB3 die beiden Mantel ihrer Kriitmmungs-
zentra-Flachen Biegungsflichen von Rotationsflichen sind, wobei den Kriimmunglinien
der gegebenen Fliche geoditische Linien der Zentraflichen entsprechen. Da nun die geo-
ditischen Linien-der Rotationsflichen bekannt sind, so gilt dasselbe fiir die geoditischen
Linien ihrer Biegungsflichen, und die gesuchte Flache ist umgekehrt als orthogonale Tra-
jektorie der Tangenten der geoditischen Linien zu bestimmen, also ohne L3sung neuer
Differentialgleichungen.

Die Bestimmung aller Weingartenschen Flichen ist hiermit auch auf sukzessive Lo-
sung von zwei partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung zuriickgefiihrt, wéhrend
sie bisher von wenig einfachen Gleichungen zweiter Ordnung abhingig gemacht wurde.
Insbesondere kann man fir jede Relation zwischen den Kriimmungsradien eine von
einer willkiirlichen Funktion abhingige Schar von Weingartenschen Flichen durch
bloBe Quadraturen aufstellen.



