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Systeme von Partitionen und Gitterpunktfiguren IV.

Formeln und Tabellen.
Von Heinrich Tietze in Miinchen.

Vorgetragen in der Sitzung vom 6. Juli 1940.

1. Aus den an fritherer Stelle! angegebenen Rekursionsformeln
lassen sich einige einfache Folgerungen ziehen, die bisweilen bei
Berechnung der 1. c. erklarten? Zahlen N (Y | %' | ... | Y™) dien-
lich sind; dies soll in § 1 besprochen und in § 2 auf zugehérige
geometrische Deutungen durch Gitterpunktfiguren hingewiesen
werden. Auch kommen wir auf einige bei fritherer Gelegenheit
herangezogene Formeln zuriick (Nr.9). AuBlerdem ergab sich
im Rahmen der Uberlegungen zu den in diesen Noten behandel-
ten Partitionsaufgaben ganz von selbst ein gewisses Zahlen-
material, von dem ein Teil in § 3 zusammengestellt ist.

§ 1. Formeln fiir die Losungsanzahlen N (% | ¥ |...|A™),

2. Die beiden im Folgenden fortgesetzt zu verwendenden Re-
kursionsformeln seien nochmals vermerkt:

N (U [ ][ U0) = (1)
= V’N@rlm...|z<">)21v<m2|m'—z'|...|21<n>—az<n>),

) g g

N(n | W|.. . |U9®)y =N @ [... %™, (2)

wobel wegen nidherer Erlduterungen auf die frithere Note I,
. c. 1, verwiesen sei.

1 Diese Sitzungsberichte, 1940, S. 23, ,,Systeme von Partitionen und Git-
terpunktfiguren 1. Rekursionsformeln*, Formel (8), Nr. 12, und (11), Nr.13;
vgl. auch L c. 8, S. 42, Anm. 84a, Formel (7,).

? Diese Sitz.ber., I.c. 1, Nr. 2, S. 235.
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3. Wir beweisen nun zunichst

Satz 1. Wenn %, B Partitionen von s sind, wobei B
genau / positive Zahlen enthalte, dann ist

N U|B) =o,

falls sich unter den Zahlen der Partition % wenigstens
eine findet, die > /ist. Anders gesagt: Aus VU [B) > 1
folgt aué /fir alle Zahlen gy, von % = (ay, @y, . . ., a,,).

Da es auf die Reihenfolge der Zahlen a, nicht ankommt (vgl.
l.c.* und zwar Nr. 8 und Satz 1 in Nr. 10), mége beim Beweis
spezicll @; >/ angenommen und zwecks Anwendung der Re-
kursionsformel (1) gesetzt werden:

911 — (dl>, 2[2 = (42, c ey (Zm),

also my =ay, my=m-—a;. FirT’ =T = (¢4, ¢,, ...) kommen
dann (vgl. 1. ¢. !, Nr. 13) nur solche Partitionen von 7, in Be-
tracht, fiir die bei wenigstens einer Anordnung der Zahlen Zy
das System B — I = (6; — 74, by — ¢,, . . .) lauter nicht-nega-
tive Zahlen 6“ — 1y aufweist, woraus folgt, daf3 in & héchstens /
positive Zahlen 7, auftreten. Unter diesen mu dann wegen
¢34+ ¢, + ... =a; >/ wenigstens eine Zahl #,, > 1 vorkommen.
Dann aber ist NV (U, |¥) = N (a, | T) = o, da die einzige Par-
tition & von a,, fiir welche V (2, |T) > o ausfillt, diejenige ist,3
die aus lauter Einsen besteht: & = (1%1). Die Rekursionsformel
NU|B) =2 N(a,|]T) X N Uy | B—) liefert also N (A | B) =o,
wie behauptet.

4. Der eben bewiesene Satz 1 ist nur der Spezialfall #» = 1
des folgenden Satzes:

Satz 2. Seien A, W', ..., Y™ Partitionen von m, wobei
die Partition %Y genau /, positive Zahlen enthalte
g v P
(v=1,2,...,n); dann ist stets

N QW] U™y = o,

falls sich unter den Zahlen der Partition ¥ wenigstens
eine findet, die >/;/,...7, ist. Anders gesagt: Aus

n

% Vgl L c.* die Formeln (10) in Nr. 12,
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NEU .. | ¥9™) > 1 folgt ay, £17;... 0, fiir alle Zahlen
apvon W =(ay, ay, ..., ay).

Da Satz 2 flir # = 1 berecits bewiesen ist, so werde 7z > 2
vorausgesetzt und die Giiltigkeit des Satzes fir » — 1 statt #
angenommen. Sei nun @y > /,/Z,.../7,. Wie beim Beweis von
Satz 1 werde zwecks Anwendung der Rekursionsformel (1)
Uy = (ay), Uy = (ay, ..., ay), my=ay, my, = m — a; gesetzt.
Fir @™ (1 <v < %) kommen dann, damit alle Zahlen a(;i)— z‘(;.)
von Y —FO nicht-negativ ausfallen, nur Partitionen mit hoch-
stens /,, positiven Zahlen in Betracht. Die Zahl N (%, [¥/|... |

|T™) =N(a, [T |...|ZT™) ist aber dann, wie wir sogleich
schen werden, notwendig gleich null. Denn gemiB (2) ist
N | ... | =M@ |T7]...]2™) und nach Satz 2,

angewendet auf # — 1 statt », ist diese Zahl N sicher null,
wenn sich unter den Zahlen z‘& von T’ wenigstens eine
findet, die > /, .../, ist. Ein solches té mull aber tatsidch-
lich sich finden, da @' nur /; positive Zahlen t‘i umfafit und
4ty + ... =ay;>1l,...1,ist. Die Rekursionsformel (1)
liefert also &V (U | U | ... |U™) = o, wie behauptet.

5. Eine Art Gegenstiick zu den Sitzen 1 und 2 liefert der fol-
gende spiter verwendete Satz?:

% In Satz 3 handelt es sich um Sonderfille von Partitionen o, ..., Y M),
fir die &/ Q" | ... | %MWY = 1 ausfillt. Beispiele anderer Art mit V = 1 sind

n=2, m=3, A = (2, 1): A = (2: l),
n=2, m=15, Q[I=(613y28)y QI”:(SQ, 2113);
n=3 m=15 W=1(5%21%, U = (10,5), A = (9, 4, 2),

wobei bezliglich der letztgenannten beiden Beispiele verwiesen sei auf 1. ¢. 8,
S. 4, 6 nebst Fig. 1 und auf die vorangegangene Note ,,Systeme von Parti-
tionen und Gitterpunktfiguren I11. Ein Satz iiber das Verhiltnis der Lésungs-
anzahlen gewisser Partitionsaufgaben®, Formel (18) und Anm. 14.

Fir 22 = 2 ist &/ (&' | %) = 1 bekanntlich gleichbedeutend damit, dafl U’,
%" konjugierte Partitionen sind; oder anders ausgedriickt, daB 2/, A"
die beiden zu einer komprimierten Gitterpunktmenge gehorenden Parti-
tionen sind (wovon eben Y’ = (/,) I, Y’ = (/) 2 ein Sonderfall ist). Fiir 72> 2
liegen die Dinge anders; vgl. die frithere Note II (diese Sitz.ber., 1940), Nr. 6,
S.73 und Anm. 71, S. 104, sowie den an anderer Stelle erscheinenden Auf-
satz: ,,Komprimierte Gitterpunktmengen und eine additiv-zahlentheoretische
Aufgabe® (s. auch diese Sitz.ber., 1940, S. 9¥*, Sitzung vom 6. Juli 1940).
Minchen Ak. Sh, 1940 II/IIT 12
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Satz 3. Seien 4, /s, . . ., [, positive ganze Zahlen (z = 1)
und w2, Ly, Ly, ..., L, so bestimmt, daB3

mo=lyly. . L, =1Ly =1Ly =...=10,1

n n

ist. Die Partition U™ bestehe aus /, Zahlen, die alle
= L, sind: YN = (L ). Dann ist

N LPVLY] L) =1 (3)

Dieser Satz ist offenbar richtig, wenn alle Zahlen /, = 1 sind,
desgleichen fiir # = 1, entsprechend der Formel® &V (1™) = 1.
Beim Beweis konnen wir also #z > 1, 2 > 1 voraussetzen und
kénnen annehmen, Satz 3 sei giltig fiir z — 1 statt 2 (bei be-
liebigem 2), sowie (fiir das gegebene 7) fiir jede Zahl < s an-
stelle von . Da nicht alle /, = 1 sind und es auf dic Reihen-
folge der Partitionen U™ nicht ankommt, kénnen wir /; > 1
voraussetzen. Wir definieren die Zahlen #4,, H, (2 <v < n),
by, K, (1 £v < n) durch

by=1011—1, hy=4Fk,=1,2=ZvZIn),
hohg...hy=hoHy=...=h,H,
Bilo. .  k,=Fk KL=k K,=...=k K,

und setzen zwecks Anwendung® der Rekursionsformel (1):

Q[ll == (L1>’ 9[‘.; = (Llll—-l)»

my =Ly =tohg. . hgy, me=m—mny="Fiky...ky,;

Fiir ™ (2 <v < %) kommen dann, wenn 4 — T keine ne-
gativen Zahlen enthalten soll, jedenfalls nur Partitionen von
mey mit hochstens /,, = 4, positiven Zahlen in Frage. Soll nun
N =N (L, |7 [T =N @"]...|T™)

von null verschieden ausfallen, so darf &' nach Satz 2 keine

5 Wegen der Bedeutung des Falles 7 == 1 vgl. L. c. 1, Nr. 12, insbesondere
Formel (g).

6 In Nr. 2 ist diese Rekursionsformel fiir 7 -+ 1 Partitionen 2, 2%, . .., A
angeschrieben, wihrend oben die Anzahl der Partitionen mit 72 und diese
selbst mit U/, . .., UM bezeichnet sind. Das gibt einige auf der Hand liegende
Anderungen und es ist insbesondere %' = U] W; (statt A = U, W,) zu schreiben.
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Zahl > Ag...h, = H, enthalten, woraus wegen ¢; + 7, +
+ ...kt = my = hy H, folgt, daB alle Zahlen von ' gleich
H, sein miissen, analog alle Zahlen von M gleich 77, also

TV = (HY (2 <v<w).

Da demnach ™ genau soviele positive Zahlen enthilt wic %M
und alle diese t(:,_) einander gleich sind, so kommen fir die Bil-
dung der inneren Summe in (1) verschiedene Anordnungen der
Zahlen einer Partition ™ nicht in Frage; vielmehr tritt nur ein
cinziges Zahlensystem U™ — T auf, dessen simtliche Zahlen
gleich L, — A, = K|, sind, also

YO O — <Kv>kv (2 <v < ).

Die Doppelsummein (1) umfaf3talsoinunserem Falle nur einen ein-
zigen Summanden, den man wegen Ly = Ky, %y, =(Ly 1) =(K})
auch schreiben kann:

N2 N QW3 LU gy =
= N (Ht]. . [Hmy N (KB Kl K,

Hierin sind aber die beiden Faktoren gleich 1, gemif unsecrer
Annahme tuber dic Giiltigkeit von Satz 3 fiir kleinere Werte von
% bzw. m; somit ist auch N (U Uy [ W' ], .. [ UAM™) = 1, womit (3
allgemein bewiesen ist. ’

6. Uberlegungen, die denen von Nr.3 und 4 ganz parallel
laufen, fithren nun zu den in den folgenden Sitzen 4 und 5 ent-
haltenen Rekursionsformeln.

Satz 4. Wenn %, B Partitionen von . sind, wobei
B =(by, ..., b)) genau / positive Zahlen enthalte und
unter den Zahlen ay, von A eine, etwa a4, gleich 7/ sei,
dann ist

Nyay,..oa, by, b)=N(ag, ...ay |bi—1,....,6,—1). (4)

P m

Zum Beweis werde analog wie in Nr. 3, die Rekursionsformel
(1) herangezogen und U, = (ay) = (), Yy = (a,, . . ., a,,) gesetzt.
Da die einzige Partition €, fiir welche V(A [T) =V (/| T) >0
ausfillt, die Partition T = (1,1, ..., 1) = (1') und fiir diese

12¢
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N({|Z)=N(@{|1") =1 ist, da ferner nur das eine System
B —L =(b;—1,...,6,— 1) sich ergibt, so enthilt in der Re-
kursionsformel N (U | B) = X N (a; |T) TN U, | B—) die Dop-
pelsumme nur das eine Glied N (7 | 1YY N Wy | & —1, .. ., 6,—1),
womit (4) bewiesen ist.

7. Der eben bewiesene Satz 4 ist nur der Spezialfall z =1 des
folgenden Satzes.

Satz 5. Wenn U, %', ..., U™ Partitionen von = sind,
wobei die Partition U™ genau /, positive Zahlen ent-
halte (v =1, 2, ..., #) und unter den Zahlen ¢, von %
eine, etwa ay, gleich 4, ... 0, =L Ly =0LL,=...=[,L,
sci, dann ist

Nyl agy ooy an | W0 |8 =
=N(ag, - ay | Uel. . . |UD), (s)

wobei die Zahlensysteme A definiert sind durch:

AY = (@Y — Ly, aP —L,,...,a¥ —L,).

R Vv

Dabei werde unter N(ay, ..., a, | Up| ... [AP) die Zahl
Nullverstanden, wenn inirgend einem der Systeme 4
unter den Zahlen a(;)—LV eine negative vorkommt.?
Zum Beweis von Satz 5 werde, analog wie in Nr. 4 die
Rekursionsformel (1) herangezogen und U, = (/,75 ... 7,),
Wy = (ag, ..., a,), my=114, ... 17, gesetzt. Fiir £V kommt dann
nur eine solche Partition von 2, in Betracht, fir die 4™ — I
keine negativen Zahlen enthilt, wozu jedenfalls notwendig ist,
daB T héchstens /, positive Zahlen enthilt: T = (¢4, ..., #{).

Ferner kommen fiir ¥/, ..., %™ nur solche Partitionen in Be-
tracht, fiur welche N (Zy...Z, | |...|T™), oder (was nach
(2) dasselbe ist) N (Z']...|T™) > o ausfillt. Daraus aber

folgt nach Satz 2, daB fir alle Zahlen von €' die Ungleichung
t‘;_g ly...l, = Lygelten muB, was wegen #; +... +#, =my; =4 L,
nicht anders méglich ist, als daf3 alle ts;- =L,;sind 1 Sp /).
Ganz ebenso schlieBt man aus Satz 2 fiir jedes v, daf3 t(&) =71,
(fir 1 < p < 72), somit TV = (L, ..., L,) = ((L,)") ist.

7 Zu dieser Festsetzung vgl. 1. c., Nr. 13, Formel (17).
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Verschiedene Anordnungen der /, Zahlen von ™ auf ihre
/, Plitze sind somit, weil alle diese Zahlen untercinander
gleich sind, nicht moéglich. Daher enthilt in der Rekursions-

formel NV (U Uy | W .. [ UD) =SNGy ... 0, [T ]...|T™)-
CIN (Y W —T .| YW — ™) die Doppelsumme nur ein
einziges Glied N (X' |. .. [T N U, | W —F' |... | YD —FO),

darin ¥ = ((Z,) ") gesetzt. Die Zahlensysteme Y™ —F ™ sind
aber dann dieselben, die oben in (5) abgekiirzt mit A% be-
zeichnet wurden. Somit erhalten wir N (%, U, | U |... | Y™ =
=N LY L. N U] [ YD), womit (5) bewiesen
ist, da der erste Faktor gemidB Satz 3 gleich 1 ist.

8. Eine einfache Folgerung aus Satz 5 ist

Satz 6. Seien die # 1 (2> 3) Partitionen ¥, ¥, ..., Y™
von m so beschaffen,daB die Partition Y™ genau/, posi-
tive Zahlen enthdlt (v =1, 2,..., %) und unter den Zah-
lena, von U eine, etwa aq, gleich 4;Z, .../, ist, wobei wir
Lily. .. l,=04Lli=...=1[,L, setzen; es ist dann

Ny ly, agyooya, [ WA U™Y =0,

wenn wenigstens eine Partition YV (1 < v < ) vor-
handen ist, unter deren Zahlen 2%, ..., af"y’ sich wenig-

stens eine Zahl af) <C L, befindet. Anders gesagt: Aus
Nly. . 0, a, .an [W U ]...|Y™) >0 folgt a(&_)g[,v
fir1 Su</, 1 <v<n.

Dieser Satz ergibt sich unmittelbar durch Anwendung von
Satz 5, da dann unter den Zahlen der Zahlensysteme %<
wenigstens eine negative Zahl auftritt, die rechte Seite von
Gleichung (5) also null wird. GemilB3 Satz 6 ist beispielsweise
N(6,2,1]3,3,3]|7,2)=o0,dahierl;=3,0,=2,a,=6=10/, L,=3
und in der Partition A" = (7, 2) die Zahl ay =2 < L, ist.
Daf3 in Satz 6 die Anzahl der Partitionen 7z 4 1 > 3 vorauszu-
sctzen war, ist klar: fiir # = 1 tritt ja nur eine einzige Partition

Wy =(a;— Ly, ... a,— L,) auf, in der wegen L, = 1 lauter
nicht-negative Zahlen vorkommen, da nach Voraussetzung die
ly Zahlen ay, . .., a; alle > 1 sind; fiir #» = 1 kénnen also gar

nicht alle Voraussetzungen des Satzes 6 eintreten.
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9. Zum Schluf} dieses § 1 mogen noch cinige bei fritherer Ge-
legenheit® erwihnte Formeln aus der Rekursionsformel (1) her-
geleitet werden.

Wir beweisen zunichst fiir irgendeine Partition 8 = (4, ..., b,,)
der Zahl » und fur ¥ = (1, ..., 1) = (1™) die Formel
- . ml
N (1 |b1""’bm)—61!...ém!' 6)

Wegen NV (1 |1) = 1 ist (6) richtig fur » = 1. Zwecks vollstin-
diger Induktion werde nun » >> 1 und (6) als richtig flir »z —1
anstelle von 22 angenommen. Wenden wir dann die Rekursions-
formel (1) auf NV (1™ |®) an, indem wir ¥, = (1), Y, ="
setzen,?® so erhalten wir

N(lm l %) - ¥ N<1m—1 I B —-(.Z,), (7)

wobei die Summe zu erstrecken ist iiber alle sz Anordnungen
(1,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,...,0,1) der m-gliedrigen
Partition ¥ = (1, 0™ '). Betrachten wir diejenige Anordnung
(¢4, ..., t3), fur welche z, =1 und #;, = o0 (A #F=v) ist,1% so ist
der zugehorige Summand in (7) nach unserer Annahme der Giil-
tigkeit von (6) fur » — 1 (statt ) gegeben durch

(m—1)!

by byl o byl ®)
dabei gilt diese Formel auch, falls 4, = o ist, da ja dann B — I
nicht lauter Zahlen 2 o enthilt, somit NV (1™~ |®$ —Z) =0
zu setzen ist (vgl. 1. c. 7). Summiert man nun die Zahlen (8), so
erhilt man wegen X 4, = m die rechte Seite von (6), womit (6)
bewiesen ist.

Nunmehr betrachten wir fiir irgend eine der Ungleichung
0 < 24 < m geniigende Zahl £ die Partition ¥ = (2%, 1™ 2F)

8 Vgl. in Monatshefte f. Math. u. Physik 49 (1940), die Formeln (7;) und
(2), S. 41, 42, Anm. 84a.

¢ Uber den Spezialfall A, = (1) der Rekursionsformel (1) vgl. Formel (41)
der in Anm. 1 genannten Note I.

10 Das zugehdrige Zahlensystem B — T wird dann aus B erhalten, indem
man &y, durch &, — 1 ersetzt, alle anderen 4, ( % v) beibehilt.
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sowie irgend eine Partition B = (4,, . . ., 4,,) von m. Wenden wir
auf V(U | B) die Rekursionsformel (1) an, indem wir ¥, = (2*),
, = (1™ %") setzen, so ergibt sich

N@Eh AT B) = SN @M T) Y VAT B =), ()
T -2

wobei die duBere Summe uber alle #z-gliedrigen Partitionen
L =(4, ... ¢, der Zahl 24 zu erstrecken ist, die innere Summe
iiber alle verschiedenen! Anordnungen der Zahlen #, von €. Da
die zu (2%) konjugierte Partition = (42) ist,’2 so ist NV (2*| T) >0
dann und nur dann?3, wenn

T (£ (10)

ist, was soviel bedeutet, wie daB alle Zahlen #, < £ sind.'? In
der dufleren Summe in (9) kann man sich also auf Partitionen &
von 24 von der Gestalt

11 Dabei sind (vgl. diese Sitz.ber. 1. ¢.1, 5. 34, Anm. 14) die Zahlenwerte
der 7y, fiir Verschiedenheit oder Nichtverschiedenheit zweier Anordnungen
maBgebend: zweil Anordnungen W = (7, ..., 2y und B = (v,, ..., v,,) der
Zahlen 4y, .. ., ¢, gelten als verschieden, wenn fiir wenigstens ein A die Zahl #;
von der Zahl »; verschieden ist; fassen wir also in B —U = (&; — x4, ...,
bpp— ) bzw. B —B = (b — vy, ..., by —vy) die &y, ..., by, als m ver-
schiedene Buchstabengréfien auf, so gibt es wenigstens ein 2, fiir welches
b; — u; + b; — v;1st. Die verschiedenen sich ergebenden Zahlensysteme 8 — T
konnen nun natiirlich auch so erhalten werden, dafl man von einer Anord-
nung ¥ = (4, ..., ¢,;,) ausgeht, das System B —L = (6, —7,, ..., by —21)
bildet und nun die Buchstabengréflen é,, ..., 4,, permutiert; als verschieden
sind dann wieder jene Zahlensysteme anzusehen, fiir die es wenigstens ein A
gibt, sodaB die von der GroBe & subtrahierte Zahl 2y in der einen Anordnung
verschieden ist (und zwar dem Zahlenwert nach verschieden) von der Zahl Zys
die bei der anderen Anordnung von dieser Grofle &; subtrahiert wird. Man
ersiecht daraus, daB Formel (9) nicht nur in der duBeren Gestalt mit der in
Monatshefte 1. c. 8, S. 42, Anm. 84a, angegebenen Formel (7,) iibereinstimmt,
sondern daB auch die dort fiir die Summationen gegebene Erklirung inhalt-
lich mit der hier zugrundegelegten Erklirung sich deckt.

12 Vgl. Anm. 4.

13 Vgl. 1. c. 8, Satz VII, S. 9 bzw. Sitze (m), (0), S. 25, 27.

14 Es besagt ja (10) gemaf der L c. 8, Nr. 24, Formel (49) gegebenen De-
finition (hiebei#; = 7, = ... = #,, = o angenommen), daf #, 4- ... + £, = %,
also 7, < 4 sein muB} (die weiteren Ungleichungen ¢, + ... + 7, = o fir
v = 3 sind ja von selbst erfillt).
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ro+ri+ ..., =m
1ry 27,4 ...+ b1, =

T =(o", 1™, ..., &™) mit P (11)
beschrianken. Irgend eines der in der inneren Summe auftretenden
Zahlensysteme ¥ — ¥ wird dann folgendermalen erhalten: Man
verteilt die GroBen &y, .. ., &, auf £ 4 1 Teilsysteme, von denen
eines aus 7y Groflen, eines aus »; Groflen, usw., das letzte aus 7,
GréBen 4, besteht; in das System B — & nimmt man dann die
Zahl 6“ — 0, bzw. by~ —1
éy_ im ersten, bzw. im zweiten, . . ., bzw. im (£ - 1)-sten der ge-
nannten Teilsysteme steht. Werden beispielsweise, wenn R, =
=79+ 7+ ...+ 7;, R_, = o gesetzt wird, in das (A 4 1)-ste
dieser Teilsysteme die GréBen by fur R,y +1 Sp <R, auf-
genommen (0 < A < £), so ergibt sich gemal (6)

Narrh s gy = A
111 (8, —2)!
A=0 p
(m—Zfé) By s b
S, o PR TUGED,

wobei das innere Produkt II von p =R, |, + 1 bis p = R,
u

zu erstrecken ist (falls », =0, R, _, = R, ist, dann ist das zu-
gehorige innere Produkt = 1 zu setzen). Setzt man dies in (g)
ein, so ergibt sich

N @, R by b)) = S”%Q oW, (12)

worin

OW = N N (k1™ L. AR 1T AT Y T Gr) (3
z A=1p

ist und die duBere Summe iiber die verschiedenen Partitionen &
von der Gestalt (11) zu erstrecken ist, die innere Summe aber
iber die verschiedenen Verteilungen der GréBen 44, . . ., 4, auf
die obengenannten £ - 1 Teilsysteme,

Nimmt man speziell £ = 1, so ergibt sich fiir (11) nur die eine
Partition € = (12) und wegen NV (2[12) =1, »; = 2 wird
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W =N (2|12) 112 () ([) = 3 816,
— )1
N2, ™72 by, .., 0,) ————6(-72—-———2) b6, (14)
1- . .

Nimmt man 4 = 2, so erhilt man fur & die Partitionen (22),
(2, 1%), (1%), somit

00 = (a2]29) 212 3 (1) () (212, 1911220 3 () 6+
PG 3 ) ) ),

also

N2 ™46y, ..., 6,)= — [4Z(b)(b)+
+4 2 G)E)E)+6 (’1") (1’) (1') (19]- (15)

Die Formeln (6), (14), (15) stimmen tiberein mit der L c. ¥,
Anm. 84a, unter (1,) angegebenen Formel. Dal3 die dort unter
(n,) aufgefithrte Formel sich mit der jetzigen Formel (9) deckt,
wurde bereits gesagt (vgl. Anm. 11), wihrend Formel (73), L. c.,
nichts anderes ist als der Spezialfall # = 1 der Hauptrekursions-
formel (1), nur mit etwas anderer (aus Anm. 11 ersichtlicher)
Fassung der Erklirung der Summationen.

Zusatza zu Nr. 9. Die zunichst fiir 7 > 24 hergeleitete
Formel (12) nebst (13) gilt auch (in trivialer Weise) fiir 2 = 2 4.
Es ist nimlich in dem aus allen (%#) gebildeten Produkt
I;II#I(S#) die Summe aller in den (%#) auftretenden A gleich

079+ 1-7y+ ...+ £.7, = 24 und dieses Produkt kann nur
dann == o sein, wenn alle 4; = A sind, was in unserem Falle,
wo auch &y + ...+ &, = 24 ist, nur fir &, = A zutrifft. Die
duBere Summe in (13) hat also nur ein einziges Glied, ndmlich
jenes, fiir welches & = (070, 171, ..., £7k) = (41, ..., b,,) und
1T ATk =4,1...4," ist; und da die innere Summe in (13)
dabei nur einen Summanden hat (der = 1 ist), so ist die rechte
Seite von (13) nichts anderes als N (2%|&y, ..., 6,,) 6,1 ... 6,,!.

m

48 Zusatz bei der Korrektur.
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Es ist also (12) auch fur » = 24 richtig, leistet aber nichts fiir
die Berechnung von N (2%|3B).

Dem Gesagten entsprechend ist Formel (14) fur m = 2, For-
mel (15) fur m = 4 gultig.

§ 2. Geometrische Bedeutung der Sitze.

10. Die in den Sitzen 1-6 (Nr.3-8) angegebenen Formeln
lassen sich aus der geometrischen Bedeutung?® der Probleme
PEA ... | A™) unmittelbar einsehen. Sei beispielsweisc
# = 2. Die Zahlen /,, /, mdgen die gleiche Bedeutung haben,
wie in Satz 2 und 5. Wir fassen P (% |4’ | U"") auf als Aufgabe,
im dreidimensionalen Raum mit den Koordinaten x, x,, x, cine
Gesamtheit £ von 72 Gitterpunkten so zu bestimmen, daB in jeder
Ebene x, = p (v = 0, 1, 2) genau a(&) dieser Gitterpunkte liegen.
Fir die Koordinate x; bzw. x, eines solchen Gitterpunktes
(x, %y, x4) gibt es dann nur /; bzw. /, Méglichkeiten 1 <x, </,
1 Sxy, </,y, sodaB zu einem festen Wert pu der Koordinate x
hochstens 7/, Gitterpunkte aus £ in x = p. liegen kénnen; das
heiB3t aber, es muB} fir jedes p die Ungleichung a, < [, 7, gelten,
was gerade den Inhalt von Satz 2 in unserem Falle » = 2 aus-
macht.

11. Die gleiche Uberlegung zeigt aber, daB wenn eine der
Zahlen a,, ctwa @y, genau gleich /; /, ist, dannin der Ebene x = 1
alle den Ungleichungen 1 <x, </7;, 1 L x, </, geniigenden
Gitterpunkte (x, x4, x,) = (1, x,, x,) zu £ gehdren missen. Die
Aufgabe P (U | |Y'") reduziert sich dann auf eine nur die Ebe-
nenx = 2, x = 3, ... betreffende Aufgabe, wobei fiir diese Ebe-
nen der Reihe nach a,, a4, ... Gitterpunkte vorgeschrieben sind.
Was aber irgend eine der Ebenen x; = p betrifft, so entfallen
fiir die reduzierte Aufgabe jene Z, =/, Gitterpunkte, die in
2y =p und zugleich in x =1 liegen, sodal in der neuen

Aufgabe anstelle von %’ = (a,, ..., a;) das Zahlensystem
W, =(a,—L,, ... ay, — L,) zu setzen ist; und analog an-
stelle von ¥ das Zahlensystem %3, = (a) — L,, . . ., “Iz,. — Ly).
Die reduzierte Aufgabe lautet also P (a,, ..., a,, | U, | Uy ) und

¥ Vel Le.} S, 26, Nr. 3.
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(etwa vorhandene) Loésungen der reduzierten und der urspring-
lichen Aufgabe entsprechen einander umkehrbar eindeutig; das
aber macht in unserem Falle » = 2 den Inhalt von Satz 5 aus.

Ganz ebenso ist die Glltigkeit von Satz 2 und Satz 5 fiir 72 > 2,
desgleichen fiir # = 1 einzusehen, womit auch Satz 1 und 4
neuerdings bestétigt sind.

12, Auf die gleiche Weise erkennt man die Richtigkeit von
Satz6. Es genlige wieder, dies fiir # = 2, ¢; =/;/, im Raum mit den
Koordinaten x, xy, x, zu erliutern. Da alle Gitterpunkte einer Lo-
sung £ vonP (U | U’ |U’) nur dem Bereich1 <x; </, 1 2, £/,
angehoren kénnen, so miiliten wegen @, = /, /, simtliche Gitter-
punkte x =1, 1 2y £/, 1 L2y £/, zu £ gehdren; das

ergiabe aber, dafl in jeder der Ebenen x, =1, ..., x; =/,
mindestens /, = L, Gitterpunkte von £ liegen, also alle Zah-
len ay, ..., “;, > L, sein miuBten, analog alle a; = L,. So

sicht man an dem in Nr. 8 genannten Beispiel der Aufgabe
P(6,2,1]3,3,3]7, 2), dal wegen @y =6 =/, /, zu einer Losung £
alle Gitterpunkte x ==1, 1 x; <3, 1 <x, < 2 gehdren miilten;
dann hitte man aber mit den Punkten (1, 1, 2), (1, 2, 2), (1, 3, 2)
bereits L, = 3 Gitterpunkte von £ in der Ebene a, = 2, in Wider-
spruch zu a, = 2.

13. Was schliefilich Satz 3 betrifft, so werde beispielsweise
fir » = 3 die Aufgabe P (L!*| LY | Ll*) betrachtet. Ein Sy-
stem ¢ von Gitterpunkten (¥, x,, x3), das die Aufgabe 13st,
kann nur Koordinaten x,, x5 aufweisen, die den Ungleichungen
1 S xy, <7, 1 £ 24 £/, geniigen, in jeder Ebene x; =p
kénnen also zu £ hochstens alle 7, /5 = L diesen Ungleichungen
genligenden Gitterpunkte (g, x,, #3) gehoéren; und wegen a; =7,
miissen sie auch alle dazugehéren, woraus klar ist, dall das
System £ eindeutig festgelegt ist, also tatsichlich nur eine einzige
Losung der Aufgabe existiert, womit (3) bestitigt ist.

§ 3. Tabellen.

14. Die Durchrechnung verschiedener Beispiele zu den
in diesen Noten behandelten Fragen ergab ein Material von
Zahlen N (' |7 |...|UA™), wovon ein Teil — zu Tabellen
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firn =3, m < 5 und 7 = 4, m < 3 erginzt — im Folgenden
wiedergegeben wird.1® Ubrigens war es die zu anderem Zweck
erfolgte Ausrechnung ciner kleinen Tabelle fiir die Darstellung
der Potenzprodukte der symmetrischen Grundfunktionen durch
die Potenzproduktsummen (also in unserer jetzigen Bezeichnung:
einer Tabelle fiir die Zahlen V(% |®B)) und das an dieser Tabelle
bemerkte, mir damals nicht bekannte ,,Symmetriegesetz’’, was
den ersten AnstoB3 zur Beschiftigung mit dem in Monatshefte
48, 49 (vgl. 1. ¢.®) und in diesen Noten behandelten Gegen-
stand gab.

Zu den Tabellen sci noch Folgendes bemerkt.

In den Tabellen fiir » = 3, d.i. fur die Losungsanzahlen
N (| DB |6), sind mitenthalten die Angaben fiir # = 2, — also
fur die Zahlen &V (W' |A'") der zum betreffenden Grad m gehéren-
den Cayley-Perronschen Matrix, — da gemilB (2) fir den Fall,
daB U = (m) ist, V(A | B | €) =N (B | €) ist. Aus dem gleichen
Grunde konnten die Tabellen fur # = 4, d.i. fir die Losungs-
anzahlen &V (" | &7 | A" | A"""") beschriankt werden auf die Falle,
in denen keine der Partitionen Y™ gleich s ist, da die anderen
Fille gemil (2) aus den Tabellen fiir » = 3 zu entnehmen sind.
Ubrigens ist (P *77~") die Anzahl der Zahlen NV in eciner Ta-
belle fiir die Dimension # und den Grad ., wenn P = P (m) die
Anzahl der Partitionen der Zahl 2 bedeutet. So enthilt unsere
Tabelle fiir =3, m =4, da P(4) = 5 ist, (3) = 35 Zahlen;
eine Ergdnzung unserer Tabelle fir » = 4 durch Hinzunahme
des Grades 7 = 4 wiirde demnach eine Ausdehnung der Tabelle
© um (i) —_ (;) = 35 weitere Zahlen erfordern.

Fir die Berechnung der Zahlenwerte &V ist auBer den Re-
kursionsformeln (1), (2) und den in § 1 angegebenen Formeln,
noch fir N(m | D |€) =N (B |C€) der Satz zu verwenden, dall
N(E|€)=1, bzw. = o ist, wenn € =B ™!, bzw. € > B 1
ist.}? So ergibt sich V(5 |4,1]2,1%) =1, N(5]4,1]3,2) =o,

18 Wegen weiteren Materials vgl. auch die Zahlenbeispiele 1.c.1, S. 39,
Anm. 16, und S. 54, Nr. 26, sowie die Formeln (28), S. 44 und (43), S. 54;
ferner in der vorangegangenen Note III die Formel (18), S. 142 und die An-
gaben am SchluB von Nr. 13.

17 Vgl. den in Anm. 13 angefithrten Satz VII.
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da (4,1) 7' =(2,13) und (3,2) > (2,19 ist. Die Gleichung
N(5|4,1]3,2) =0 1aBt sich aber auch aus Satz 2 (Nr.4) erkennen,
darin /; =/, =2, a; = 5 gesetzt. Aus demerstgenannten Satz (1. ¢.17)
ergibt sich auch NV (4] 22]2%) =1 fir ® =(22),E=() =B~}
dasselbe 1aBt sich auch aus Satz 3 fur 4, =1, /, = 2, /; = 2,
Ly=4,L,=2, Ly=2schlieBen. DaB N (4,1 4,1 |3,2) =o0st,
folgt sofort aus Satz 6 (Nr.8) fur /, =/, =2, L, =L, =2,
ay =4 =110y, ay =1 < L,. Im iibrigen ist auch die Anwen-
dung der Hauptrekursionsformel (1) bei gedringter Anschrei-
bung!® nicht allzu mithsam!? und gestattet vielfach, dieselbe
Zahl N zur Kontrolle auf mehreren Wegen zu berechnen, wo-
fur zwei Beispiele folgen mégen:

N(3’2|3!2|3>12)=N<2>3|3x2]3’12>=
=N (2]2}1%) ZN (3](3); (2, 1)[(3); (2,1) 2mal) +
+ N (2]1%]2) DNG]2,1 |13+
+ N (2]1*1%) TN (3}2,1(3);(2,1) 2mal) =
=1.2N(3|2,1]2,1) +1.N(3]2,1|13) +
4+2.2NG2,1]2,1) =
=2.14+1.3 +4.1=09;
oder =N(3,1,,1]3,2]3,2) =3I N(3,1|(3,1); (2D ] (3,1);(28)) =
== N (3,1 |3’1 |3:1)+2N(3)1 1311 |22)+
+ N(3,1]2%|2) =14+2.2 +4=0.
N (3,12 2,13 |1%) =
=3 N(3,1|(2,1%) 3mal; (1% |(1%) smal) = 15NV (3,1]|2,12[ 19+
+ 5N (3,1]1%|1%) = 15.48 + 5. 96 = 1200;
oder =N (2,1%]3,12]1%) = XN (2,1%|(3,1) 2mal;(2,1?) | (1%) smal) =
10N (2,12 3,1 | 1%) 4 5 N (2,12 | 2,12 [ 1%) =
= 10. 48 + 5. 144 = 1200;
oder =N (153,12 2,13 =
= X N(1*|(3,1) 2mal; (2,1%) |(2,1%) 3mal; (19)) =
=6N(14]3,1]|2,1) +2N143,1 1D+ 3 V(4| 2,12]2,1®) +
+ N (1%]2,12]1%) = 6. 48 4 2. 96 + 3. 144 + 288 = 1200.

18 Vgl. das in Note I, 1. c. 1, Nr. 15 gegebene Muster.

19 Besonders gilt dies bei Auftreten des 1. c. ® erwihnten Sonderfalles, daB
unter den Zahlen einer Partition die Zahl 1 auftritt (Formel (41), Nr. 26 der
Note I).
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15. An fritherer Stelle (Note II, L c. %) wurde besonders auf
diejenigen Probleme P (U | B | €) hingewiesen, bei denen eine
Lésung auftritt, die durch eine komprimierte Gitterpunkt-
menge dargestellt wird. In den folgenden Tabellen ist ein solches
Problem P (% | B | €) durch einen Stern (#) in der Rubrik fiir &/
gekennzeichnet. Bei allen anderen in den Tabellen auftretenden
Problemen P (U | B | €) werden simtliche Losungen durch nicht-
komprimierte Gitterpunktmengen dargestellt.

Zusatz?®, Zum Schluf3 sind noch fiir die in Note II einge-
fuhrten Anzahlen komprimierter 7-dimensionaler Gitterpunkt-
mengen einige Zahlenwerte beigefiigt, u. zw. sind angegeben
Anzahlen P" (m; ®B) fiir » = 3 und Anzahlen P" (m) fir n =2
und 7 = 3, jedesmal fir » < 14.

Was dabei die Berechnung der Zahlen P2(m) = P (m) an-
langt, fiir die ja bis zu s = 600 reichende Tabellen vorhanden
sind 2!, so vgl. man das 1. ¢. ?°, S. 120 in Anm. 94 tiber Formel (27)
Gesagie. Was ferner die Tabelle fur die Zahlen P3 = P3 (2, °8)
anlangt, so konnten bei den einzelnen Gradzahlen s viele Par-
titionen B = (&4, &4, . ..) weggelassen werden; einesteils konnten
nimlich wegen P3(m; by, ..., 6,,1) = P3(m—1; by, ..., by)
alle Partitionen B wegbleiben, unter deren Zahlen 4, diec Zahl 1
(neben anderen Zahlen oder mehrmals) vorkommt, sodall bei-
spielsweise fiir m = 13, B = (g, 2, 1, 1) die zugehérige Zahl
P3(m; B) = 58 bereits unter m = 11, B = (9, 2) sich findet;
andernteils konnten alle Partitionen 5 mit mehreren einander
gleichen Zahlen wegbleiben, da beispiclsweise die zu m = 13,
B =(3,3,3, 2, 2)oder B = (3, 2, 2, 2, 2, 2) gechdrende Zahl 3

20 Dieser Zusatz bei der Korrektur ergab sich gelegentlich der Aus-
gestaltung des § 10 der Note: ,,Systeme von Partitionen und Gitterpunkt-
figuren II. Komprimierte Gitterpunktmengen‘, diese Sitz.ber., Jahrgang
1940, S.69; vgl. Anm. * auf S. 69, sowie wegen Definition der Anzahlen
P (m) bzw. P" (m; B) ebenda Nr. 51 bzw. b6, speziell auch Anm. g8,

21 Vor allem ist auch das asymptotische Wachstum von P (#2), insbesondere
von Hardy und Ramanujan studiert worden. Siehe G. N. Watson,
Journal f. d. reine und angewandte Mathematik, 179 (1938), S.97 und
Hardy and Wright, An introduction to the theory of numbers, Oxford,
1938, Chap. XIX.
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offenbar denselben Wert hat??, wie die zu m =35, B = (3, 2)
gehorende Zahl P3 = 4; endlich konnte bei jedem Wert von
die aus einer einzigen Zahl 4, = m bestehende Partition ¥ = ()
wegbleiben, weil die zugehorige Zahl P23 (m; %) einfach gleich
P2%(m) ist, also unter der Rubrik fiir die Zahlen P2(m) zu
finden ist. Daraus ergibt sich, dal3 in der Tabelle fir die Zahlen
P3 = P3(m; B) die Gradzahlen »m < 4 tberhaupt nicht auf-
gefihrt zu werden brauchten, bei den hoheren Gradzahlen
aber von der Gesamtheit aller Partitionen B nur ein kleiner Teil,
beispielsweise von den 101 Partitionen der Zahl » = 13 nur
ihrer 9. Was die Berechnung der Zahlen 23 (s2; %) anlangt, so
sei auf das 1. c. 20 Nr. 65 ausfihrlich dargelegte Beispiel 72 = 13,
B = (7, 4, 2) verwiesen. Gemial 1. ¢., S. 121, Formel (29) wird
dann P3(m) durch Addition der fiir alle Partitionen ¥ von 7
gebildeten Zahlen 22 (#2; *B) erhalten.

Die Anzahl P2() aller komprimierten 2-dimensionalen Gitter-
punktmengen vom Grad 7 — anders gesagt die Anzahl P ()
aller Partitionen von m — ist bezliglich ihres Wachstums mit
bekanntlich eingehend untersucht worden (vgl. l. ¢.2). Von dem
natiirlich viel stirkeren Wachstum der Anzahl P3(m) der kom-
primierten 3-dimensionalen?® Gitterpunktmengen ist wohl zur
Zeit auller den hier angegebenen Werten fiir 7.2 < 14 nichts
belkannt.

32 AuBer fiir die angefiihrten Partitionen (3% 22) und (3, 2°) hat 2% nach
dem vorher Gesagten denselben Wert 4 natiirlich auch fir die Partitionen
(3% 2,1%), (3% 2% 1), 3% 2% 1%), (3% 2, 1%), (3, 2%, 19), (3, 2%, 1), (3, 2% 1°).
(3,2, 1%), die darum alle in der Tabelle bei 72 = 13 fehlen.

3 Fiir eine beliebige Dimension 7 seien nur die Formeln beigefiigt:
Pi(1)y=1, PP(2)=n, P2(3) = i—n(n + 1), Pr{4) = ]—(;71 (n*4+ 6m— 1),
sowie (fiir 2 2= 1, 7 = 0) )

m—1
oy T n n—1-—yv S
Prlm) = X (=™ ’ (v) (m— 1—v et
v=10
m-—2

— n ¥ b, Sy VR Moo 1 —v v )
- (m— 1) b = (,) (m—--:_‘,) PV (m2);

V=0

dabel ist 29 (m) = 1 fiir w2 = 1 und = o fiir mz > 1.
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Losungsanzahlen N (% |8 | E).

AIB|IEC N A|B|E N || U B C N
m=1 m = 4 (Fortsetzung) m = 5 (Fortsetzung)
1)1 A 3,1 3,1]1% 16 || 51312212 | 7
) T 31 | 22 22 4 || 513.1%1° 20
m =2 3,1 |22] 2,12 10| 51251 2% 5
2|2l2 | (o] 311|22|14 24 5]22:1i2’13 12
2|2 ]1? N 3,1 | 2,12 | 2,12 22 || 51251 ] 0® 30
212112 l 20| 3,1 ]2,02] 12 481 51203208 2
1?12 | 41 3,1 ]12]1® : 96 5|2113!,15 : 60
2 2% 2® ' g (| 5lrfr® | 120
=3 2%] 22| 2,12 6| atlatlar | o
31313 ? ol 22221t 36 || 414,132 ‘ 0
313021 i ol 22]2,1%| 2,12 34 41| 4,1 ]3,1® * 1
303]1° Lo¥ 1 2% 2?1t g2 || 41|41 2% ‘ 2
32,121 RN IR VR PR PR ERL 8
32118 ‘ 30| 2% 2,12 ) 217 70 || 41141 ]1° 1 25
KRNI RS s 61 212 2,12 14 ! 144 || 41132132 | x 1
212121 4fl 2azavat 288 | 4132300 3
21f2,1 18 Ol 14|14 1? {576 || 41]32]2%1 7
2,1 ] 1818 | 18 4,1]3,2]2,1% | 19
131318 | 36 || m=35 4,1]3,2]1° ' 50
o | 5]51s ' ol 41]3,%]3,1° 9
m = 51541 | oll 4,1]3,1%] 221 16
4lala oll 515132 ol 41{31%]2® | 41
404131 oll 5151312 ol 4,1]3,1%|1° | 100
4142 ol 51512%1 ofl 4,1 ]2%1]2%1 2
414213 ol si5f2,1® ol 4,1]2%1]2,13 66
41414 * 1| 5)5])1® x 11 4,1]2%1]1® 150
413,131 oll 5141141 ol 4,1 2,1%|2,1° 141
4130 12° ol 5141132 ol 4112115 | 300
4]3,1}212 ¥ 14| 5]4,1]3,13 l o] 4,1 ]18]1° | 600
4131 11% 4 slar]=br | ol 32|32]32 | 4
4] 2222 * 1l 5]4,1]21% * 14| 3,2]3,2]312 9
4] 222,12 | 21l 514,10 ]1® 5 32]32]2251 | 18
4]2%] 14 i 61 513232 olfl 3,2]3,2]2,18% 42
41212 2,12 i s 513,2]3.12 oll 3,2}3,2]1° 100
4]2,%) 14 | 12| s5i3,2]2%1 * 1 213,121 312 22
4]14]14 I 24 {| 53,2 ]2,1% I 3 213,12 2%t 38
31]3,1 31 | % 1| 5]32]1° 10| 3,2 3,12 2,1° 88
3,1 3,1 | 2% { 2 5}3,12f3,1? 1 3,2]31%)15 | 200
3,103,122 | 61| 513,12}2%1 2 || 3,2]2%1]2%1 | 64
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au%wizv gy B|6| v || y;mie | w
] A

m = 5 (Fortsetzung) m = 5 (Fortsetzung) m = 5 (Fortsetzung)

3,2 | 22,1 | 2,13 ‘ 138 || 312251251 | 132 | 2%1]2,1%|2,13| 882

32251 |15 | 300 3,12 ] 281 2,13 | 282 || 2%1|2,1%] 15 1800

202,13 |21 | 288 3,12 | 28,1 |15 ‘ 600 I 22,1 |15]1° | 3600

3,2 | 2,13 18 i 600 3,12 | 2,13 | 2,13 582 2,13 | 2,13 | 2,13 | 1782

3,2 |13 1° | 1200 || 3,1%]2,1% |18 1200 || 2,13 | 2,13 1% | 3600

3,12 3,12 | 3,12 50 3,12 | 15|18 | 2400 || 2,1%| 15|15 7200

3,12 3,12 251 | 82 2241 |2%1|2%1 | 208 1:58| E128|F16 [ 14400

3,12 ] 3,12 | 2,13 182 22,1 221 | 2,13 | 432 :

3,12 3,12 | 15 400 2%1]2%1 (1% | goo |

Losungsanzahlen N (2 | %" [ |A"").

QI : Q[I |Qlll IQI//I ' N QI I 2[/ |QIIIIQIIII : N

m=2 m = 3 (Fortsetzung)

12] 12 ] 12 |12 8 2,1 |2,1]1%3] 13 54

— i 2,1 | 13 |13 1® | 108

m=3 13] 1% j18] 13 216

2,1]2,1]|2,1]2,1 13

2,1f2,1]2,1][13 | 27

Formeln fiir die Anzahlen P2 (2, B) und P"(m) siehe nichste Seite.
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Anzahlen P3 (rn; B) und P " (m) von komprimierten

Gitterpunktmengen.
m B pP3 mi B 23 m | P2(m)| P2 (m)
510 B2 4|z (7,3,2) 48 1 1 1
Pl (7, 5) 39 2 2 3
NG 84 | 70 3 3 6
o I I B (9, 3) 78 4 5 13
I R (10,2) 82 5 7 2
— = : — 6 11 48
8 (5,3) | 13 13 (6,4,3) 37 . 15 86
(6,2 | 20 (6,5,2) | 34 8 oz 160
= e (7,4,2) | 70
> 9 30 280
9l Sl i (7,6) | 30 10 | 42 | 498
(s,4) | 12 (8,3, 2)
3 | 74 11 56 857
L®3) | 8,5 70 :
(7, 2) l,8 (9, 4) | 105 12 77 1475
—_ _ S ’ 13 101 2481
10! (5,3, 2 18 (10, 3) Lo 14 135 | 41069
O RREET SR
(7. 3) 35 14, (5,4,3,2) | 26
B3 & L (6.53) | 37
11| (5,4,2 20 L (43 o2
6, 3, 2) . (7,5, 2) 70
(6, 5) 19 | (8,4,2) 116
(7, 4) 42 | &6 ] 66
L ®3) 54 o
(9,2 58 (9, 5) ’ 120
! ' . | (10,4) [ 158
.12; (5,4, 3) 18 (11,3) 154
| (6,4,2) 42 | (12, 2) 152




