If.fi

Sitzungsberichte

der

mathematisch-physikalischen Classe

der

k. b. Akademie der Wissenschaften

zZzu iVlinchen,

1900. Heit. |.

3LAnebfti).
YbvItlf Ooil” AktiilocrtiM
12600.

In CviukiflM« ilh 0. ytwrwImi Yirtiii is, 1UU



493

Zur Theorie der automorphen Functionen IL

Von F. Lindemann:

(Ringeiau/tn 4. Januar.)

Bei Abfassung meines Aufsatzes uUber automorphe Func-
tionen (diese Sitzungsberichte, 1899, Bd. 39, Heft HI) war mir
eine Stelle in einem Aufsatze von Ritter Uber automorphe
Functionen vom Geschlechte Null (Math. Annalen Bd. 41,
p. 56 ff.) entgangen, auf die ich inzwischen in dankenswerther
Weise aufmerksam gemacht bin. Hier weist Ritter nach,
dass die Summe der Polygonseiten (d. i. die Summe der Um-
fange aller Fundamentalbereiche) nicht convergiren kann,
wenn die Grenzpunkte sich langs irgend welcher Curven (wie
z. B. am Hauptkreise bei Gruppen mit Hauptkreis) héaufen;
dazu bemerkt er, dass fur diese Falle die Reihen £ fl (*) nicht
convergiren kénnen. Herr College Fricke war so gutig, mir
einen Beweis fur diese Bemerkung mitzutheilen, der mit Hulfe
der von Poincar6 bei seinem Beweise benutzten Ungleichungen
leicht zu fidhren ist (vgl. unten den Schluss der vorliegenden
Arbeit).

Der an der Spitze meiner Untersuchungen stehende Beweis
bezieht sich nun nicht auf die Reihe fl @ sondern zu-
nachst auf die Reihe  fl (z); aus ihr hatte ich die Convergenz
der Reihe (fl (z) — fl (z0) durch Integration erschlossen,
dabei dann allerdings das ergénzende Glied fl (z0 in Folge
eines Irrthums weiterhin fortgelassen, indem ich den Werth
ccj-]. mit;—. verwechselte. Dieses Fortlassen lasst sich aber auf
andere Weise rechtfertigen.
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Im Folgenden habe ich den friheren Beweis fur die Con-
vergenz der Reihen ft (#) mit grosserer Ausfuhrlichkeit und
unter Hinzufigung mancher Erganzungen wiederholt, und da-
mit mein friheres Resultat bestatigt gefunden. Am Schlisse
habe ich versucht, den hierin liegenden Widerspruch mit der
Ritter’schen Bemerkung aufzuklaren.

Eine Substitution der gegebenen Gruppe bezeichnen wir
mit setzen also

(D) M -~T+d,”’
wobei i einen von 0 bis oo laufenden Index bezeichnet. Es sei

H (z) eine rationale Function von z, dann sei die Function
& (z) durch die Gleichung

(2) 0 (*)=s #(/-*(*))/m;00]-

definirt, wo nach Poincare die rechts stehende Reihe flr
m > 1 stets absolut convergirt, allein ausgenommen die Pole
der Function H(z) und die Pole der Functionen

3>

Letztere kommen nicht in Betracht, wenn es sich um eine
Gruppe mit Hauptkreis handelt, denn dann liegen sie alle
ausserhalb dieses Hauptkreises. Die Poincare’sche Function S
gentgt der Gleichung

(4) 0 (fi0))= 6 (2) -[fl @\-"»= 9 (z) - (Cz + di)2m
Unsere Hauptaufgabe soll es sein, die Reihe
(5) £/m;(*)=-2

zu untersuchen. Aus (4) erhalten wir durch logarithmisclies
Differenziren:

-S M
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Die Untersuchung der Reihe (5) koénnen wir daher auf
die Untersuchung der beiden einzelnen Reihen

™)

zuriickftibren und haben dann den Vortheil, dass wir sowohl
Uber die Zahl m, als Uber die in 0 (z) vorkommende rationale
(oder transscendente) Function H(z) noch in besonders gun-
stiger Weise verfigen dirfen. Von der Zahl m hangt auch
die Function 0 ab; lassen wir also m vom Summationsindex i
abhéngen, so kénnen auf den rechten Seiten der Gleichungen
(7) keine gemeinsamen Factoren vor das Summenzeichen ge-
setzt werden. Wir koénnen eine solche Abhangigkeit zwischen
den Zahlen m und i unbedenklich einfihren, weil die Gleichung
(6) eine ldentitat ist.
Nach Poincara ist die Reihe

(8)

stets convergent, also sicher lim fl (£) = 0. Man kann dem-

nach eine Zahl j so bestimmen, dass fur alle Werthe von h,
welche grosser als j oder gleich j sind, die Ungleichheit

(9) abs fk(C)< 1

erfullt ist. Da die Reihe (8) gleichmé&ssig convergirt, ist die
so definirte Zahl von £ nicht abhangig; sie kann so gewahlt
werden, dass fur alle Punkte £ eines endlichen Bereiches die-
selbe Zahl j genigt. Der Einfachheit wegen kénnen wir uns
hierbei die Substitutionen so geordnet denken, dass dem gros-
seren absoluten Betrage von fl (z) ein Kkleinerer Index ent-
spricht, ausserdem aber immer fO(z) = z gesetzt wird. Es ist
nur zu beachten, dass es vielleicht unendlich viele Substitutionen
geben wird, denen derselbe absolute Betrag von fl (z) zukommt.
Jede Substitution f nemlich hdngt von vier Constanten a,, 6,, G, df
ab, die durch die Bedingung a, —6,€= 1 an einander ge-
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knupft sind, und die ausserdem durch die Bedingungen der
Gruppe beschrankt werden; in fl kommen aber nur zwei Con-
stanten (c, und df vor. Dem entsprechend kénnen wir jede
Substitution f%auch durch zwei Indices A p charakterisiren,
von denen sich X auf die Grosse des absoluten Betrages be-
zieht, [x aber eine irgendwie festgelegte Ordnung bei gleichem
absoluten Betrage andeutet. Es wird also

(10) ial7 .
und hier ist
(11) EL/IN (M)]-= #</m; (5],

wo X einen bestimmten Index i bezeichnet und NHdie Anzahl
derjenigen Substitutionen angibt, denen dieselben Werthe der
Constanten ¢- und d, zukommen. Da die Reihe (8) convergirt,
so hat die rechte Seite von (11) fur jeden Index x einen end-
lichen Werth; es ist also auch NKendlich fir jeden end-
lichen Werth von x, und es wird

Xrra

Die von uns verlangte Anordnung der Glieder der Reihe
ware hiernach so herzustellen, dass man zunachst die Doppel-
reihe der rechten Seite von (10) bildet und dann diese in eine
einfache Reihe verwandelt, indem man die auf einander fol-
genden Substitutionen mit einem einzigen, stets wach-
senden Index i numerirt.

Jedenfalls kann man hiernach den Indexj so bestimmen, dass

(12) abs A+, (C)< abs fk(f) < 1 fur Ic> j
und
(12-) abs ft+i(0 < abs/-(£).

Die zur Construction der in (2) gegebenen O - Function
bendthigte Function H(z) bestimmen wir durch die Gleichung:

(13) H(s) = {z-f, E)*(*- Uu(On (0)* (* - «).

wo j den soeben durch (12) definirten Index bedeutet, und
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mit a eine von £ abhédngige Grosse bezeichnet wird, die der
Bedingung ZT (E) = 0 entspricht. Sei also

OM -(*-/; O)(*- u(@)— (~—6(0),
S0 machen wir:

(14) 27(0. (f-a) f*(0 = Q

Hierbei muss angenommen werden, dass g (O von Null
verschieden sei. Waéare aber g (0 = 0, so héatten wir

H(™) = [g9(z)]'-(z-a) {*- B)
zu setzen, und dann der Bedingung
15 [29°0.(t-fi +, (0] (C-a) + (C-/Og(0=0
zu genligen. Bestimmen wir die Grosse B auf irgend eine
Weise so, dass die eckige Klammer der linken Seite von Null
verschieden ist, so kann auch a aus dieser Gleichung berechnet
werden. Ist gleichzeitig g (0 = 0 und g (0 = 0, so kann in

analoger Weise Abhtlfe geschaffen werden. Durch Differentiation
der Gleichung (2) erhalten wir

<y(*)= S mH(fth@@) [/; *)]—-n (2)
(16) #=°

k=zO
Setzen wir nun z = £, so ist sowohl U(fk(C)) als auch
H (/* (E)) gleich Null fur Jc/j, ausgenommen den Werth k = 0.
Es wird also

G(O = H(C) +,tn(fk (0) [fi (O]TI

(17) 0'(0 =t mH (fk(0) [fi (0]—>n (O

4-*5;:h (a (0) TA(O]mtl-
Wie gesagt, denken wir uns die Zahl m von der Zahl i
abhéngig, und zwar so, dass m mit i in’s Unendliche wéchst.
Wir wahlen m = i, und setzen dem entsprechend den Index i

an das Zeichen 0; es ist also:
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(18) 9 (0 = J5T(0 + £ 'T(/i (0) fi (O™
i

Diese Function 0 (0 ist keine Poincare’sche 0-Function,
denn das Argument £ kommt in dem Factor Zf(/*(0) des
allgemeinen Gliedes nicht nur im Argumente /*(0, sondern
nach (15) auch ausserdem explicite vor. Die Function 0,-(S)
wird nach Poincar” fur eine gewisse endliche Anzahl von
Punkten (die mit i wéachst) in jedem Bereiche gleich Null;
unter diesen Punkten ist aber C nicht enthalten, denn
ware f fir alle Wertbe von i ein Nullpunkt von Q(z), so

musste 0, (O auch fur i = oo gleich Null sein; es ist aber
nach (9) und (18)
(29) lim <9.(0 = U (0,

1= 00

und H(C) ist im Allgemeinen von Null verschieden. Der Fall
H(Z) = 0 soll weiterhin besprochen werden.

Vielleicht konnte es fiir ganz specielle Lagen von f Vor-
kommen, dass Qi (z) fur z = £ verschwindet; aber jedenfalls
kann die Zahl solcher Stellen in jedem Bereiche nur eine
endliche sein, denn ware sie fur alle Werthe unendlich gross,
so misste sie auch fir i = oo unendlich gross bleiben, was
nach (19) offenbar nicht der Fall ist. Diese Darlegung hatte
ich in meiner friheren Arbeit in sehr knapper Form ange-
deutet, den entsprechenden Satz dann spater bei der Correctur
gedndert, in der Meinung, ihn zu verbessern; thatséchlich
war aber dadurch die irrige Bemerkung hineingekommen, dass
die Anzahl der Nullpunkte der Function (9, () mit wachsendem
i unendlich gross werde.

Der absolute Betrag der Function bleibt hiernach
(0]
fur alle Werthe von i stets unterhalb einer endlichen Grenze M :
(2°) abs < M.

Wir machen nun auch in der durch (7) definirten Reihe
V die Substitution tn= i, z = £; dann wird
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(8bs V),=(C 1f~lgbs (& (0 -l (0)-

Setzen wir noch

p,-|+Hi (.(i)["8]",R(),

so sind die Reihen P, und welche in die Gleichungen (17)
einzufihren sind, nach den Poincarischen Satzen fur alle
Werthe von i convergent; da ferner nach der oben getroffenen
Festsetzung Uber die Anordnung der Functionen f\(z) stets

abs fk(£) < abs fj (f) fur 2> j
ist, so haben die beiden Zahlenreihen

P»» PIHj Pi-f2............

Qii i+2, e
die Eigenschaft, dass ihre absoluten Betrage mit wachsendem i
stets abnehmen, sich also fiir i = 00 endlichen Grenzen nahern. Sei

P-= absP,, Q\= abs Qtl
so wird
(abs F),=f

(21) <3 fs [ p;abs(fj(O)-1+ \ Ql abs (fj (£))‘+'j absf t (C).

Da die Reihe £ (/} (C))'+l in Folge der Forderung (9)
i

sicher convergirt, so folgt, dass auch die Reihe V fur z= f
sicher convergent, und zwar absolut convergent ist.

. . d .
Ausgenommen sind die Punkte £ = { fur welche die Func-
tionen f\ (£) unendlich gross werden, welche indessen fur Func-
tionen mit Hauptkreis (weil ausserhalb desselben liegend) nicht
in Betracht kommen. Ausgenommen sind auch zunéchst noch
die Nullpunkte der Function H (£).
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Etwas umsténdlicher gestalten sich die entsprechenden
Ueberlegungen fir die Reihe £/, welche durch die erste Gleich-
ung (7) definirt war. Damit die Gleichung (6) erfullt, d. h.

L fi(0 = V(C)-U(C)

sei, muss die Function & in U ebenso, wie in V definirt sein;

es muss also auch jetzt m = i gesetzt werden. Wir haben
far z = K
(22) ff(c)- s j ft (o i+2:

Die in Qi (z) eingehende Function H (z) misste wieder
gemass Gleichung (13) und der Index j durch die Ungleichung
(9) bestimmt werden. Diese Forderung bereitet hier einige
Schwierigkeiten, denn in ©i (/i (E)) treten die Grossen f k(/i (£))
an Stelle der Grossen f h(C) auf. Es musste also j so gewdahlt
werden, dass fur ©> j, die Ungleichung

(23) absfi(/i(i))<I

erfullt ist, und dadurch wird j vom Index i abhangig. Es
besteht nemlich die Gleichung

(24) fk(f,(0)=f vy

wenn fM(C) = fk (/. (C)) gesetzt wird. Um die Ungleichung (23)
zu befriedigen, muss also j so gross gewdahlt werden, dass
fur k> j

(25) absfki (C) < abs f\ (£) und abs /y+,k(f) < abs f# (£)

wird. Fdr endliche*Werthe von i wird man dieser Forderung
durch einen endlichen Werth von j stets genitigen koénnen;
mit unendlich wachsendem i wird aber auch der zu-
gehdrige Werth von j unbegrenzt zunehmen. In Folge
dessen wachst mit j auch die Anzahl der Factoren von H (e)
in's Unendliche; und U (z) wird fur j = oo durch ein unend-
liches Product dargestellt, das nicht nothwendig convergent ist.
Nach den bekannten Satzen von Weierstrass und Mittag-
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Leffler Uber eindeutige analytische Functionen koénnen wir
indessen dies Product durch Hinzufiigen von Exponentialfunc-
tionen zu den einzelnen Factoren stets convergent machen.
Wir ersetzen daher die Gleichung (13) durch die folgende

(26) Hi(z) = \Gi(2)Y-(z — a,),

wo durch Beisetzen des Index i daran erinnert werden soll,
dass fur jede Function 0, (z) eine andere Function Hi(z) zu
benutzen ist. Hierbei sei

wo die ganzen Functionen </*(#) in bekannter Weise zu bilden
sind; und zur Bestimmung von a diene die Gleichung:

(28) 2GI(f)-C—a) + (O =0.

Ist zufallig Gl (C) = 0, so sind entsprechende Ueberlegungen
anzustellen, wie oben im Anschlisse an die Gleichung (15).
Nach diesen Festsetzungen behalt -££(£) auch fir i= o
einen endlichen Werth.

Von den beiden Zahlen j, welche einerseits durch die
Forderung (9), andererseits durch die Forderung (23) bestimmt
werden, ist jedesmal die grossere auszuwahlen, welche dann
beiden Ungleichungen geniigt. Es ist sodann auch in V
die frihere Function H(z) durch die jetzige Hi(z) zu
ersetzen; im Ubrigen sind die obigen Ueberlegungen zu wieder-
holen, wodurch wieder die Convergenz der Reihe (21) erwiesen
wird; denn die Grossen P, und Qi bleiben auch jetzt stets
endlich, wie wir sogleich noch sehen werden.

Dieselben Ueberlegungen geniigen jetzt aber auch
far die Function U(f). Wir definiren eine Zahlj (die von i
abhangt und mit i in's Unendliche wachst) durch die Un-
gleichung (23) bezw. (25), (12) und (128, dann die Function
Hi (z) durch (26). (27) und (28); ferner setzen wir
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und diese Gleichung soll jetzt sowohl fur die Reihe 27, als
fur die Reihe V gelten. Lassen wir z mit £ zusammenfallen,
so wird

(29) 0,(f) = Hi(© + t/ Hi (Tk(£)) \ui (£)]
*: +

und in Folge von (28)

*=/+! *=H-1
Die Function ©, (f) ist im Allgemeinen von Null ver-
schieden, und die Anzahl der Nullpunkte ist eine endliche,
so lange i endlich bleibt; sie wachst vielleicht in's Unendliche
mit wachsendem i, bleibt aber discret; denn wir haben hier

lim 0i (£) = Hx, (O),

wo nun rechts nach (27) ein convergentes unendliches Product
stent. Es lassen sich hieran dieselben Ueberlegungen an-
knupfen, wie oben an Gleichung (19). Es gilt somit auch
hier die Ungleichung (20), wenn auch fur M jetzt vielleicht
ein anderer Werth gewd&hlt werden muss. Ferner ist

(31) abs U(0 < M E | abs [0J (ft(0) f, ()% 2.

Setzen wir

I'+1

so sind die Reihen if, und S, fur alle Werthe von i convergent.
Da nemlich die Functionen H, (/*(/; (£))) und Hi (fk{* (£)))
gewisse endliche Werthe nicht Uberschreiten, so genligt es,
die Reihe

\n (f. o )]'-1

lin (f. m

zu untersuchen. W.ir betrachten zunachst die Reihe
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t _ \Nfm r
k17 (C)J
welche zu obiger Function P,- in derselben Beziehung steht,
wie Ai zu Bi.

Da i> 2 ist, so steht rechts eine stets absolut convergente
Reihe. Ersetzen wir i durch i -f- 1, so ist es mdglich, dass j
denselben Werth behéalt; und dann wéare, wenn ej den absoluten
Betrag von fj (£) bezeichnet:

(32) absL,< L (*)"', absL,+i< £

also auch, da sk< ¢j ist:
(33) li+i<li,

wenn die rechte Seite der ersten Ungleichung (32) kurz mit
Xi bezeichnet wird.

Wéchst aber j gleichzeitig mit i (wie es im Allgemeinen
zu erwarten ist), so missen wir einen andern Weg einschlagen.

Es ist

absL,< S abs

und die rechte Seite ist gleich

abs/iw 11 ,“bs<«W - E abafii® "'’

denn die links stehende Reihe ist absolut und unbedingt con-
vergent, also unabhangig von der Anordnung der Glieder, und
die jetzt rechts stehende Reihe unterscheidet sich von ihr nur
durch eine Umstellung der einzelnen Glieder. Nach Gleichung
(24) ist aber diese rechte Seite au«h

(34) = £ [absi(fj (0)]"-"

Da nun die Reihe
L[ fi (*)m

1900. Sitsungsb. d. mmth.-pbys. CI. 33
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fur m> 1 stets convergirt, wenn z einen Punkt im Innern des
Hauptkreises bedeutet, so ist auch die Reihe (34) fir jeden
endlichen Werth von j convergent, und somit bleiben die
Grossen Li endlich bei wachsendem i, so lange j endlich bleibt.

Wird aber j mit i unendlich gross, so ruckt der Punkt
/}(£) dem Rande des Hauptkreises bei wachsendem i beliebig
nahe. Demselben Rande nadhern sich von aussen die Punkte

— — bei wachsendem Index i. In der Reihe (34) kommen daher

Terme vor, die Uber alle Grenzen hinaus wachsen; und dadurch
wird die Convergenz der Reihe (34) fur Punkte des Randes
gestort (vgl. Poincar”™ a a. 0. 198). Nun ist aber nach der
Definition

A= E (W T = & i (03

eine Summe, in der alle Terme wegen der Bedingung (23)
kleiner als Eins sind; die Summe enthélt in Folge der uber j
getroffenen Festsetzungen von selbst diejenigen Terme der
Reihe (34) nicht, welche die Convergenz der letztem stdren.
Folglich behalt auch in diesem Falle die Reihe Li einen end-
lichen Werth auch bei unbegrenzt wachsendem Index i; und
dasselbe gilt fur die in (21) vorkommende Function P*; auch
letztere bleibt fur alle Werthe von i stets endlich.

Was nun die Grossen A, anbetrifft, so ist nach Analogie
zu (34)

(35) yit= t  Hfidfifem Y\

wenn der Index | bei der Summation so gewdahlt wird, dass
die Gesammtheit der vorkommenden Functionen fi(fj(0) iden-
tisch ist mit der Gesammtheit der Functionen fk(£), die ur-
sprunglich in Ai auftreten. Die Grosse Ai entsteht also aus L,,
indem man C durch fi (C) ersetzt; auf A, lassen sich daher die-
selben Ueberlegungen anwenden, wie sie soeben fur Li durch-
gefuhrt wurden, denn nach (23) ist der Index j so bestimmt,
dass auch hier die absoluten Betrdge aller Glieder auf der
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rechten Seite von (35) kleiner als Eins sind, so dass die Con-
vergenz nicht gestdrt wird, wenn der Punkt/}  (£)) mit wach-
sendem i der Peripherie des Hauptkreises beliebig nahe kommt.
Auch die Zahlen ai, und damit die absoluten Betrége
Ri und S\ der Gréssen JX- und S, bleiben daher stets
unterhalb endlicher Grenzen.

Somit folgt aus (30) und (31):

abs 0 ()< M X [i?; abs {fj (f (£))}-*

+ j Siabs {fj (- (0)}-+'] abs fi (C)+2-

Da lim /i ()= O ist fur i = 00, und da wegen der Un-
gleichung (23)
abs/-; (/HO) <1
ist, so steht auf der rechten Seite eine convergente Reihe,
denn wenn < den griossten Werth bezeichnet, der unter allen
Werthen /)(/i(C)) vorkommt, so ist auch ¢ < 1 und die
Reihen

(36) 2j ¢*~t und £ @4

sind einzeln convergent.

Um diese Schlusse in ihrer Reihenfolge genauer
klar zu legen, verfahre man in folgender Weise:

Man wahle eine positive Grosse ¢ aus, welche Kkleiner
als 1 ist, und wahle v so gross, dass die Reihe
(37) IS:rV "1

dem absoluten Betrage nach kleiner als &€ werde. Man be-
stimme ferner eine Zahl p so gross, dass

(38) absfi (i) < o

wird flr i > p. Die grosste dieser beiden Zahlen v und p
werde mit n bezeichnet. Sodann werde ein Index j (der von
i abhéngt) so bestimmt, dass nach (23) und (25)

33*
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abs fk(fi (£)) <1 fur k~ j,
und gleichzeitig abs fl (C) <P » k> j.
Mit Hulfe dieses Werthes von j werde die Function 2i (f)
und darauf 0, (f) definirt. Es ist dann zuné&chst:

abslfén [{f- (ft(0)}- -1+ \n (m (0)},+ilnm -

< 2£ y'-1< 2 -f.
w

Die Factoren lii und SI \ bleiben nach Obigem stets

endlich, sagen wir kleiner als S"; es ist also:

abs U (0<2S" M -e,
und ebenso:

abs V(C)<M -P"-tirfpi- 1
<MP" g

wenn P" den griossten Werth bezeichnet, den die Ausdrucke

abs (Pi + i~1(p- Q,)
annebmen koénnen. Es ist demnach

abs (Vn(C)- UH(E) < Ms (P" + 28S"),

also kleiner, als eine mit e unendlich klein werdende Grosse,
wobei UH(;) und Vu(£) die Reste der Reihen U (£) und
V (C) bedeuten.

Da nun /*)(£) = V(t)— U(£) ist, so convergirt auch
die Reihe £/,-(£) absolut.

Bei dem eingeschlagenen Beweisgange mussten allerdings
gewisse Punkte £ vorlaufig noch ausgenommen werden, nem-
lich die Nullpunkte der Functionen 0, (;). Diese Nullpunkte
kénnen in zwei Klassen getheilt werden: solche, die allen
Functionen O,- (f) gemeinsam sind, und solche, fiur die nur
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einzelne dieser Functionen verschwinden. Die ersteren mussen
auch als Nullpunkte der Function O0® (f) = Hx (£) auftreten.

Letztere kann man durch Aenderung der Definition der
Function Hi (f) an andere Stellen bringen; in der That ist
diese Definition noch in hohem Grade willkurlich: man kann
auf der rechten Seite von (26) noch eine beliebige rationale
Function von z als Factor hinzufligen, ohne etwas wesentliches
an der ganzen Betrachtung zu &ndern. Es entspricht dies
Verfahren ganz demjenigen, welches oben im Anschlisse an
die Gleichungen (16), (17) und (18) zur Anwendung kam.
Die Nullpunkte einzelner Functionen 0, (C) sind daher fir
die Convergenz der Reihe fI (C) nicht von wesentlicher
Bedeutung.

Was nun die Nullpunkte und Unendlichkeitspunkte der
Function H* (f) betrifft, d. h. die Nullpunkte der Function
f — i (C) oder  (E)» so kdnnen sie ebenfalls nicht ein wesent-
liches Hinderniss der Convergenz bilden. Ware nemlich f
z. B. zufallig ein Nullpunkt der Gleichung

C-fr(C) = o oder fv(0 = 0,
so lassen wir bei der Definition H, (z) den Factor

fort. Es sind dann flr das Glied fv(C) der Reihe f\ (£) die
obigen Werthe fur 0, (C) und 0* (C) nicht anwendbar; es sind
vielmehr auf den rechten Seiten der Gleichungen (17), (29)
und (30) fur i= v die Summen von h= 1 (nicht j + 1) bis
k= 00 zu erstrecken. Fur dies eine Glied fl (£) sind also die
benutzten Umformungen nicht anwendbar, sie bleiben es aber
fur alle anderen Glieder der Reihe. Diese anderen Glieder
bilden auch jetzt eine convergente Reihe, und folglich con-
vergirt auch hier die Reihe XJfl (0*

Diese Ausnahmepunkte stéren die Definition der Hulfs-
Function Hi (z) und der Zahl j, sie stéren aber nicht die
Bestimmung der Zahl n gemédss den im Anschlisse an die
Ungleichungen (37) und (38) getroffenen Bestimmungen.

Die Reihe 2jfI(C) ist daher gleichmé&ssig convergent.
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Sie kann demnach gliedweise integrirt werden; folglich
ist auch die Reihe

(38) *(BE<)= EL/mi(E))i(£,)]

absolut convergent. Ersetzen wir hier £ durch fv(£), fO durch
fr (CO> so folgt:

andererseits aus (38):

fitto) {o) T Vi(CO fiito))

oder nach Umordnung der Glieder auf der rechten Seite:

(39 -?2(M K ;< «)!

also auch

Hieraus folgt, dass auch die Reihe
£/v,(C) = Ek/-;(E)

absolut convergirt. Und damit ist dasjenige Resultat ge-
wonnen, welches meiner friheren Arbeit zu Grunde lag.

Andererseits hat Ritter gezeigt, dass die Reihe
E WK

divergirt, wenn man mit Ui den Umfang desjenigen Polygons
bezeichnet, das aus dem Fundamental-Polygon mit dem Um-
fange UO durch die Substitution f (z) hervorgeht. Nun ist
fur 2= fi(2)

E Ut= £ J abs(dz,) <U 0'E Mi,

i i i
wenn Mi den grossten Werth von abs fi (z) auf dem Umfange
Ui bedeutet, ferner nach Poincare
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Mi < K nii,
wenn K eine bestimmte, von i unabhangige Zahl, m, den klein-
sten Werth von abs fl (z) bezeichnet, also

gUi<UO0-K'E£nii<U 0-K Z abs/*: (*).

Auch die Reihe £ m, divergirt daher, und um so mehr
die Summe abs fl (z), was mit obigem Resultate in Wider-
spruch zu stehen scheint.

Indessen ist zu beachten, dass Ritters Beweis fiir die
Divergenz der Reihe Ui auf der Annahme einer bestimmten
Anordnung der Polygone (concentrisch um das erste Polygon)
beruht, und ebenso unser Beweis auf der Annahme einer be-
stimmten anderen Anordnung (nach den Griéssen der absoluten
Betrage von fl (£)), die mit der Ritter’schen Anordnung nicht
nothwendig Ubereinstimmt.

In beiden Fallen haben wir es mit einer einfach unend-
lichen RMNihe zu thun; bei der Anordnung nach concentrischen
Ringen erscheinen immer gewisse Gruppen von Gliedern mit
einander verbunden, so dass die Reihe der absoluten Betrage
in der Form

VIL+ VIB+ --.-4"via

+ Mi+ V\2+ —+ VB

4" WAt A "h + ...

erscheint. Bei der von uns gewdahlten Anordnung seien die
Glieder mit uv bezeichnet. Bei dem Beweise flr die Gleich-
wertigkeit der beiden Reihen und £ vfin wird voraus-
gesetzt, dass sich fur jeden endlichen Index v= w, auch ein
endlicher Werth so angeben lasse, dass in der Summe
vn 4" vNo+ - - - -+ \WWmalle Glieder u0, uv --—---un Vorkommen.
Wenn nun die eine Reihe divergiren, die andere convergiren
soll, so kann diese Bedingung nicht erfullt sein. Unsere Reihe

ist nach der Grgsse der Glieder geordnet; es musste
also nicht madglich sein, durch eine endliche Anzahl con-
centrischer Polygonringe, welche das erste Polygon successive
umgeben, alle Polygone zu umfassen, in denen der absolute
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Werth uH des Differentialquotienten f'n(z) erreicht wird. Diese
Unmdoglichkeit wirde z. B. eintreten, wenn es in beliebiger
N&ahe des umschliessenden Hauptkreises Punkte gibt, in denen
der Werth von f* (z) oberhalb einer angebbaren Grosse bleibt;
dann aber wirde auch die Reihe (8) nicht convergiren kdnnen.

Dieselbe Unmdéglichkeit bietet sich aber auch, wenn an
N Punkten die dem Rande beliebig nahe liegen, die
Functionen fu(zm) sich mit wachsendem n verhalten wie N~1,
wo N eine mit n in's Unendliche wachsende Zahl bezeichnet;
dann behélt nemlich die Summe dieser Glieder einen endlichen
Werth, und wenn diese Glieder in dem Reste der Reihe
auftreten, so ist naturlich die Convergenz gestdrt, wahrend
die Convergenz der Reihe vfm darunter nicht leidet.

Etwas derartiges scheint bei unseren Reihen in der That
vorzukommen. Sei nemlicli wieder fiv(z) = /i (fy(,?), so ist

UuM=uU ‘U 0)= (*_ dry (fv(z) — A)*cic:’

wo mit dv der Punkt — Gybezeichnet ist. Es kann i so ge-

wahlt werden, dass der Punkt <] von aussen dem Hauptkreise
beliebig nahe rickt; dann kann v so bestimmt werden, dass
sich der Punkt fv(z) derselben Stelle des Hauptkreises von
innen beliebig ndhert. In f\v(z) wird so mit passend wachsendem
i und v, der zweite Factor des Nenners beliebig klein, wéhrend
der erste endlich bleibt und die Factoren c¢* und cl Uber alle
Grenzen wachsen. Der Nenner wird also von der Form O - 00
und bleibt jedenfalls sehr gross im Verhaltniss zu den Werthen
von fiv(z) an anderen dem Hauptkreise benachbarten Stellen.
Hierdurch durfte sich der scheinbar vorhandene Widerspruch
l6sen.



