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Kurvennetze und Laplacesche partielle Differential-
gleichungen.

Von A, Yoss in Miinchen.

Vorgetragen in der Sitzung am 12. Juli 1924.

Zweiter Te1l.

Im Teil 1) ist gezeigt, dai bei geeigneter Wahl des Koor-
dinatenwinkels @ der Netzkurven mit Hilfe einer Laplaceschen
Gleichung sich iibersichtliche, von willkiirlichen IFunktionen ab-
hiingige Ausdriicke fiir die Koeffizienten 4, ' des zugehorigen
Lingenelementes ds®* = A2 du® + (" dr? 4- 2 AC cosw du dv eines
Kurvensystems und damit auch die Koordinaten @, y der Netz-
kurven als Funktionen von u resp. v durch Quadraturen er-
halten lassen, deren vollstiindige Ausfithrung ich z. B. in diesen
Berichten 1923 angegeben habe. Allerdings sind diese Quadra-
turen nicht immer bequem zu bestimmen, und auch, um den Um-
fang des ersten Teiles nicht zu weit auszudehnen, nur in einigen
einfacheren Fillen vollstindig ausgeftibrt worden. Der Teil 1I
beabsichtigt nun, zu zeigen, wie die z, y sich, auch ohne den
scheinbaren Umweg iiber die 4, (' mit Hilfe einer Laplaceschen
Gleichung in Betrachtung ziehen lassen.

§ I. Die Laplacesche Gleichung und ihre Invarianten fiir x, y.

Sind z = f(u,v), y =@, v) die rechtwinkeligen Koordi-
naten der Gleichungen eines Kurvensystems, dessen Netz-
kurven fiir « = konst, resp. » = konst den Koordinaten-
winkel o haben, so ist

o .o 1 Yy 2y
du o gy T g = P = .

ar
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104 A. Voss

Setzt man:
a1 3x 2y o
l) S_J = p L] J =q PO,
n ou  d¢ 3v
so sind p resp. ¢ die trigonometrischen Tangenten der Neigungs-
winkel der Kurven v = konst (resp. u = konst) gegen die X Axe,
und fiir den Winkel @ und ¢ bestehen die Gleichungen
p—4q p—90 6(1 + p°)
2 6 — — C— T = . — .
) tg(l) ]+pqq q 1+p0’ 1) (I 1+7)()

Aus 1) folgt die Bedingung zur Bestimmung von y

3) (17_Q)xuu+77vxu_qnmv = 07
in der nach 2)
4) qu = (pu (146 —06.(1 —}—]72)) (1 4 po)?

ist. Setzt man in 3) aus 2) und 4) die angegebenen Werte fiir
¢, qu ein, so erhiilt man die Laplacesche Gleichung in der Form

5) Lyy + Xy 42,0 =0
mit den Koeffizienten
R 42y - f g2
')&) a=pv(1 1—1320)’ [)21)11(1+ )).‘ D (1 - /’).
0(1+ %) O+ U+ 0p)

Die Gleichung fiir = ist einfacher, wie die fiir €/ oder 4
im ersten Teile, da der Koeffizient €' gleich Null ist, und sie
kann in manchen Fillen trotz der Form von & zu einer allge-
meineren Losung tiir z fiithren, wihrend zugleich dy nach 1)
dann durch das vollstiindige Differential

dy = pr,du + gz, dv
gegeben ist.

Die Invariante J, ist im einfachsten Falle gleich Null, wenn
qe = 0, also ¢ =V (V als willkiirliche Funktion von v) ist.
Dann folgt aus 3)

1+ p6)
Tuy + x"/"’é)(l i 0
oder, da nach 2)

6) L)+ M=o

dv J
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Setzt man jetzt W I ,
r—=V
so erhiilt man
— (]26“]”"“,
7) xzf Uye IV du -1,
gy = — S U,We SV qu |V,
Fir y folgt nach der gewshnlichen Methode

y=§ pridu+¢,
wobel sich, da dy ein vollstindiges Differential sein muB,
L=VV;
ergibt, so daB

y=§padu+ § VVide

wird. p kann dabei noch eine willkiirliche Funktion von « und »
sein. Im allgemeineren Fall ist J; = 0, wenn

;L@+a=0

Diese Gleichung ist allerdings auch dann noch unmittelbar
zu integrieren, wenn # eine willkiirlich gegebene Funktion von
w und v ist, da es sich nur um eine partielle Differentialgleichung
in Bezug auf » handelt, aber die weitere Rechnung wird wegen
des Wertes 4) von ¢, nicht mehr einfach. Beschrinkt man sich
indessen auf isogonale Netze, und dies soll im folgenden ge-
schehen. so hat man

Pu ., _ arctgp
= = [/.‘_;e A
(ItpV 1+ p*

Dies ist wieder eine Quadratur fiir p. Bei geeigneter Fest-
setzung der absoluten Werte von p, damit alle Konvergenz-
bedingungen erfiillt sind, und der auf die linke Seite gebrachten
Exponentialfunktion erhilt man eine Gleichung von der Form

pu P = U},

in der P eine Potenzreihe nach p ist, deren gliedweise nach den

angegebenen Voraussetzungen gestattete Integration eine Gleichung

fir p liefert, dessen Wert nun als abhiingig von 6, noch zwei
8*
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willkiirliche Funktionen U,, ¥, enthiilt. Die Koordinate x ergibt
sich dann aus der Gleichung

(x,. + bx)—x + az, =0

oder ﬁ?”/ ({EG/,“I”> — I]‘i c<~\[«rlv+flnln_
Da nun

Saar—= MV L L(/14 ),

Sodn=— B2 L L1+ )L+ p0),
so hat man schlieflich

_aelep 374 g2 _paretep g
. 4 ! = 4
vl 14 6p § Uye 144, s

und damit auch y.
Die Invariantenbedingung J, = 0 gibt
S (ntd) g did
au \" 7 (1 -+ 7 (L4 p0) (14 1)

und man hat jetzt
:ix;c_tgp

so dafi schlieBlich

arctgp 'uctg:p
ze 0 ]/1_,_],—_—fVe (14 po)dv + Us,

wobei p aus der vorausgehenden Gleichung zu entnehmen ist.
Da diese Quadraturen nicht mehr einfach ausfallen, sei er-
withnt, daB die Gleichung 5) auch partikuldr dvrch den Ansatz

z=Fut+o)+av, p=flut+v), vtv=s
mit @ als einer Konstanten gelost werden kann. Man hat dann sofort

alll ATy 2f _0 N e (14 6%
r +”(1+/2 1+f0)_ Pt ma+

| L1 (1 + o)
ot 5~
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‘ g (1 + 70
$ o 7 (1 +70)
so dafB sin?w (1 4 /2) +f A+

= : | L f' a
“v.——Sin2(l) ]+f2+/fl+f2(Z9+ v

mit zwei Konstanten «, p wird, wihrend [ eine willkiirliche
Funktion von (# -+ v) bleibt.

Noch spezieller ist der Ansatz z = F(u —v), p=[(u + v).
Man hat dann nach 5)
LI Y
7 o+ ea+ma+en)

Dies erfordert aber

F: ] cc‘(u u)_l__“ = .
cl

withrend f aus der Gleichung

9 f“_r_‘;t&[ +

L(1+f6)=cl(u+v)+02

zu hestimmen ist.

§ 1I. Orthogonale Netze.

Aus § I kann man fiir den Fall o = 7/2, 6§ = o die spe-
ziellen Folgerungen entnehmen. Indessen ist der Fall orthogo-
naler Netzkurven durch seine Einfachheit so ausgezeichnet, daf
es angemessen erscheint, ihn hier noch direkt zu behandeln.

Die Gleichung 5) des § I wird

PPy Zu Py PPy Du
1 -Tuv+ 0 T T g :O; o = - s b:._,_ Y
) I+p* p(+p%) 1+4p? p(I+p7)
Ist nun & = 0, also p=7V, so wird
2) 2, V14 p* = Us,
daher o __g2_7 —+ 7,
Vi v
vy )
or = — Uy = ya T

und hieraus folgt
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€X = ;_Uii = fg.
Vi4 v
3) Uy .
I//: L —fr S,
Vi4 ve v

so daB nun

xV 'VVz——y—.J‘ V-) de =0

wird. Die Kurven v = konst. sind daher gerade Linien, was
ibrigens aus der Wahl von p unmittelbar folgt; die Kurven wu
= konst. konnen nur durch Elimination von v aus den Glei-
chungen 3) gefunden werden.

Im allgemeinen liefert aber die Bedingung -/, = 0 die Gleichung

o ) P
dv  p(l+p?) 1+ p*
also
pu ,
5 = = — Us,
4) : ]/ 1 r
/ = v 7
aus der
2 : 5
l:)) —_— = e”2+‘2_,5 (’2'*"'?)‘
r
2 1_/_.1 +_£2 = e¢ltle 4 o= (e Ty
p
folgt. Aus der Gleichung 1) wird jetzt
Vi+p f U
S = du 4V,
r i r i

wo noch p aus 5) einzusetzen ist, und damit ist auch y bestimmdt.
Zu #hnlichem Resultat fithrt die Bedindung J, = 0.

Man erbilt iibrigens auch partikuliive Losungen fir 1).
Setzt man, wie schon in §1, v = I"(u +- v) + av, p=/[(1+ »),
u-+v=s, so wird
S 7 Ly .
P=—iyptizp

und man hat sofort
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7 ds fds '
z=—u 1+f2—}—7.'f-1»_-*_f2+uv,
o fds f [fds ‘
remeligp i g et
Bei dem spezielleren Ansatze x = F'(x — v) folgt in der-
selben Weise ey - e i o \
ﬁu f 1 F ¥ / bl

wo wieder £ eine Konstante sein muB. Es wird also

’4 L — Fe(u — — pk{u+t-v)
e ( v) f 14 (e v)
demnach

5o 1‘ I I ‘T(e?ku___e«?kv).

Dieser allerdings sehr spezielle Fall fithrt auf das von kon-
fokalen Parabeln mit derselben Axe gebildete Orthogonalsystem.

§ lll. Die Kriimmungsradien o., 0,.

Aus den bekannten Formeln

(el g™ G
Ty ax dtwoy U7 Fyosx way
312 3v av? 3w du? 3u  dud du
oder T (} :‘—,QQ)SIQ’ P (17_7*_ ]_)2)3/2
oq = ap
v ;u

und der aus § I, 2) folgenden Gleichung
(14 ¢%) — A+ A46) ag (14 ) —6,(1+p

(I+p0F o0 I (L4 poy

folgt jetzt, wenn man # als Funktion von u voraussetzt,

Oy Lu Po
T = 14 pb).
1) aaiearey cosw (1 + pb)

Da aber p == tang « den Winkel der Tangente der Kurve
v == konst. mit der x Axe bedeutet, hat man

0y Zypy cos (@ — o)

K
O Zy Pu cos «
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in der o eine Funktion von u allein ist. Wenn die Funlktional-
determinante von x und p gleich Null ist, hat man also

0, co0s (a— )

0y cos

und diese Gleichung liefert das Verhiiltnis der Kriimmungen der
Netzkurven an jeder Stelle auf sehr einfache Art. Aber das ist
ein sehr spezieller Fall. Denn da p jetzt eine Funktion von wx
ist, werden die Neigungen der Kurven v = konst. gegen die x Axe
bei konstantem z immer dieselben sein, und bei konstantem 6
oder o wiirde dasselbe auch fiir die Kurven « = konst. gelten.
Man wird dadurch aber zur Betrachtung der Gleichung

Ly v — !—)J—‘L'I)H - O

gefithrt, in der 2 im allgemeinsten Falle eine Funktion von #«
und v ist.

Ich beschrinke mich indessen auf den Fall, wo £ gleich
einer Konstanten / ist, da allgemeinere Voraussetzungen sich nicht
bequem den bisherigen Betrachtungen einordnen lassen. Ks ist
also die partielle Differentialgleichung fiilr 2 =k zu lésen. Aus

den Gleichungen dv:idusdp = 2y: — hary: 0

folgt immer die Integralgleichung p = ¢,.

Fir & = 1 folgt als zweite Integralgleichung z = ¢,, und
die Losung ist daher # = I"(p). Dies ist der Satz von der Funk-
tionaldeterminante, der sich hier auf eine etwas andere Art als
gewohnlich ergibt. Ist aber & =1, so kann man die zweite Inte-
gralgleichung aus «,du 4+ ka,d» = 0 nicht unmittelbar finden.
In der Tat fithrt dieser Fall auf eine Laplacesche Differential-
gleichung, wenn man, unter 2 = e* eine nun unbekannte Funk-
tion von u, » verstehend,

_pu=}~xu7 pv=;-]"t7lz:

setzt. Man hat dann die Gleichung

2y & zulkx,
1 ,/“U v k{3 . n v — (
) U i Nt
mit den Koeffizienten
2, i 220
17 b

S ey A S
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Die Invariante J, = 0 erfordert jetzt

ke T —q k=
2) I e i oder et=!' =V 4 U,;

fiir z erhiilt man den Wert

k41

3) xc“" = f I k=" do+ U,,

worin noch ¢ = . aus 2) einzusetzen ist, und endlich wird

p= j‘lx,, du + f/lx,,dv.

Eine speziellere Losung von 1) erhidlt man natiirlich auch
durch den Ansatz x = F'(u + v) + v, wenn zugleich p = f(u 4 v),
=4 v =5 genommen wird, in der Gestalt

z = 1___7+afc""s—}-p’fu,

wobei f eine willkiirliche Funktion von w« 4 v = s bleibt.

§ IV. Lésung der Gleichung @, p, — ki, pr = 0.

Die Lisung fiir # und p in § III ist wegen ihres nicht sym-
metrischen Baues ftir diesen Fall weniger geeignet, denn es muf
auch y bestimmt werden. Durch Einfithrung von 7 = e* erhilt
man das folgende System von Gleichungen
Ly = ki py, Ty = 2 py,

Yo = Ippuk, Yy =1qp

und hieraus die Bedingungungen der Integrabilitit:

1)

Sk pu— 2y ps = puo (1 —F),
2ok ppu— 2uped = pus (@ — PR + qupo — Epups.
Durch Auflésung nach #,, #, findet man
— &k p(p—q) = purk(p — @) — (qup. — Fpupe),
—2upu(P— @) = Pus(P — @) — QuPo + Epupe.
Durch Einsetzung der Werte
1-+p90 (L + 6%

pP—a= 1+ p6° I = p"(—l-}—pﬁ)d

erhilt man
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. =1iur+ ’ (7.(1-{—])0)-_(1+0)) 1
) TT T @At ke
) ey, (R PO — (1 67) |
u ])” " (1+p)(1+]70) 0»
so dati nur noch die Bedingung der Integrabilitit fiir = zu er-

fillen bleibt. Um diese in eine geeignetere Form zu bringen,
muB man die rechte Seite von 2) in Partialbriiche zerlegen.
Man erhilt so

/.(!—l—pf)) —(l-,—()) _a+pp

A+ +p8) — 142 T i4p8
und es wird « =Lk — 1, y = —#, =0+ 1).

Aus 2) folgt jetzt
3 3 5 2
A =gy k) + { a s taretgp) = 55 LV L4

. r()’a L1+ PG)}
3) 5 ‘
— Zu L (po) + { o — (arctg p) + = LV1 4 p¢

y 3 1
PR TEND

also schlieilich

2 0PV fwarctgp + ALV 14 ] = _

woraus fiir 6 = "—, « =ao, ' = fo, y =yo,
5) L( )+r1(llct(r1)+fL(l+p2)+ L(14p®)=TF(u+v)+Dlu—-r)

mit den beiden willkiirlichen Funktionen F, @ folgt. Im Falle
I=1 hat man aus 3) z,=2,, es mufi also #z selbst nur von
u - » abhiingen. Diese Bedingung ist aber immer erfiillt, wenn
p eine willkiirliche Funktion von # 4 » und @ = konst ist. Dies
ist der bereits frither ausgeschiedene Fall. Ist dagegen & -1, so
hat man in 5) eine lineare partielle Differentialgleichung fiir p,
von der eine Integralgleichung p = ¢, ist. Um zu einer zweiten
zu gelangen, setze man « 4+ v =wu,, u -—» = v, man erhilt dann
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1)1'1 + Poy = p— o aretgp (31"("1) cvlﬂ(vﬂ (l)”i . p‘“) (l + ])2)—15“ (1 _+_ p /] Ty
oder in vereinfachter Form

6)  puy[1-= £ Q) 9 (2) (P)] + poy 1+ () 9 (0,) 2(p)] = 0.
Diese Gleichung liefert die zweite Integralgleichung, wenn
man ¢ (v,) als konstant = x ansieht, in der Form

dugrdoy =1—xQ(c) f(w)): 1+ 2 L2(c) f,

oder
S (14 = ._(J(C,)f(ul) — .
J du, 1 ;}TQi(C,)f(“l) =nTe

und das allgemeine Integral ist daher

A+ =Qpfwy
Jan T Gy — =A@

wo A eine willkiirliche Funktion bedeutet. Aus der Gleichung 7)
ergibt sich jetzt p als Funktion von u,, v;; daraus dann durch
Quadratur z, endlich auch 2 und y. Die lineare Differential-
gleichung 6) lifit sich aber auch noch in anderen Fillen inte-
grieren, so z. B., wenn f(u,) - ¢ (v,) sich als Quotient zweier
homogener ganzer Funktionen derselben Ordnung schreiben lift.

Hiermit ist aber die Aufgabe des § IV iiber die Konstruk-
tion einer merkwiirdigen Gruppe von Netzkurven geldst, aller-
dings nicht in voller Allgemeinheit, da die Losung von 5) die
vollstiindige Integration dieser Gleichung erfordert.

7)



