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Zur Theorie der ganzen transcendenten Functionen.
(Nachtrag zu dem Aufsatze auf S. 163—192 dieses Bandes.)

Von Alfred Pringsheim.

(Eingelaufen 8. November.)

Der in dem oben citirten Aufsatze mitgetheilte elementare
Beweis fur die Poincaré-Hadamard’'schen Séatze Uber den
Zusammenhang zwischen dem infinitaren Verhalten gewisser
ganzer transcendenter Functionen und demjenigen ihrer Co-
efficienten gestattet noch eine merkliche Vereinfachung. Herr
Liaroth hat mich darauf aufmerksam gemacht, dass der auf
die Voraussetzung Cvrv A meyr sich beziehende Theil des
Hauptsatzes § 1 und zwar zunachst in der Form, welche
a. a. 0. in dem Zusatze unter (12b) angegeben wird, ganz
unmittelbar aus einer allgemeinen Bemerkung uber Potenz-
reihen mit reellen Gliedern resultirt. Macht man nun aber
von dieser Vereinfachung Gebrauch, so erscheint es angemessen,
auch denjenigen Theil des Beweises, der sich auf die Voraus-

setzung avrv A eefrbezw. < A <el’” bezieht, entsprechend
umzugestalten. Wahrend namlich bei der a. a 0. von mir
benttzten Methode die zur Behandlung der Gv erforderlichen
Hulfsmittel auch die entsprechenden -Resultate fur die cv lie-
ferten und mir in Folge dessen eine,vollkommene symmetrische
Behandlung der beiden in Betracht kommenden Voraus-
setzungen am Platze schien, so hort diese Mdglichkeit auf,
wenn man bezltglich der Cv den von Herrn Lidroth ange-
gebenen kurzeren Weg einschlagt. Alsdann erweist es sich
20-
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aber als zweckmassiger, den Fall der cr mit Hilfe der schon
von Herrn Hadamardl bendtzten Schlussweise zu be-
handeln: man gewinnt dabei zugleich den Yortheil, von vorn-
herein mit beliebigen complexen c, und der Voraussetzung
IXj Gavl A - operiren zu koénnen.2) Fur die Gv ist
diesohnehin derFall, daja die Voraussetzung []jj Gvxv\'*A-eya*x”
allemal a fortiori die folgende: Gv\erv™ A -e fa'r nach
sich zieht.

Hiernach ergiebt sich nun fir den Gesammtbeweis des
a. a. 0. p. 187 formulirten Haupt-Resultates die folgende ausser-
ordentlich kurze und elementare Darstellung.

§ 1.
Hauptsatz A. Ist fur alle x, deren absoluter Betrag eine
gewisse positive Zahl 11 Ubersteigt:
(A) S”ceuxv <LA-ef\*1 (-¢4>0, y> 0, a> 0),
0

so hat man:
1 |V/ SR S

(a) Vlirrgo *VIial= \Illzmd (v)amjcv ] (ay)
Beweis. Aus (A) folgt auf Grund des Cauchy’schen
Coefficientensatzes, dass:
lerxv] A eeyl*I" (v= 0,1,2, ... x|> R).
Setzt man:
— 1- > B, also: v~>ay-JRag,

«yJ
so wird:

* Journ. de Math., Serie IV, T. 9 (1893), p. 183.
2 Man erspart auf diese Weise die auf p. 186 meines Aufsatzes a
gestellte Betrachtung.
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| {{ v XT -

\er\-[— <A-ea,
ay]

anders geschrieben:

[J) a-\Cv\<A-(ay)a,

I\ &
woraus durch Erhebung in die f—l Potenz und Uebergang

zur Grenze v = oo unmittelbar die erste Form der Behaup-
tung (a) resultirt.

Um die zweite zu gewinnen, braucht man nur auf die
letzte Ungleichung die auf p. 170 angegebene Relation:

fn\n
n\en~1< nn+1 also: nl<l—J -ne
anzuwenden.l) Alsdann ergiebt sich die Beziehung:

J) Man kann sich, wie Herr Liroth bemerkt hat, auch der Un-

gleichung:
/»\#

nl<\e) ,@2n+ 1

bedienen, welche aus der Reihe fir en in folgender Weise resultirt.
Man hat:

n—1 [os)
i v\ n W\
— $n “I Tn.

DaI\7 > 1 fir v< n, so nehmen in Sn die Terme bestéandig zu,

sodass also:
nn~1 nn

— 1) (h— 1

Andererseits hat man nach bekannter Schlussweise:

sn<n -

~o,n» ™ {'n \ nn
< g \AND T R D
und somit
m,n »M yin
en< - -13?-1—W!-(w+ 1) = F\r(2w+ 1),
also schliesslich:

m2n+ 1).
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| | \%
(V\Nae\ev]| A m(ve)“ =(ay)a,

welche, in die /II—\)te Potenz erhéhen, fur v= o0 die zweite

Form der Behauptung (a) liefert.

§ 2

Hauptsatz B. Ist fur unendlich viele x, unter denen
auch beliebig grosse Vorkommen:

B Gvxv "A-cr-'1*1 (A> 0, y> 0, a> 0),
0
so hat man:
1 Y mm——— -
(b) lim f "W\ Gv\= lim1/ (v))“e|Gv] (ay)a.

V— 00\ 6 J v~ 00 f

Zum Beweise dieses Satzes dienen die folgenden zwei
Hulfssatze:

HUlfssatz 1. Bedeutet r eine positive Veranderliche,

00

avrv eine bestandig convergirende Beihe mit reellen Coefficienten

und ist fur unendlich viele r, unter denen auch beliebig grosse

Vorkommen:
00

X/ avvv O,
0

so giebt es unendlich viele Indices mv, fur welche:

anv;> 0
ausfallt.
Beweis. Angenommen die Behauptung ware unrichtig,

so misste von einer bestimmten Stelle ab, etwa fir v n.

besténdig
av< O

sein. Sodann kénnte man R so fixiren, dass fur r> I1I:
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n—1
an\ern> £* «r tv
0

und daher, wegen anrn< O:

n
Xjla,rv< 0 (fur r > it).
)

Da uberdies fur jedes r

)]
<0
Wit
ware, so hatte man schliesslich:
®
S” rl< 0 fir jedes r > B,
0
was der Voraussetzung widerspricht. —

®
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Hulfssatz 11.L) Ist £ "K, wo x > 0, eiwe convergente
)

iieiAe mii nicht-negativen Gliedern, 5 eme beliebig ansunehmende

jpositive Zahl, so hat man:

co /7 co \ g

(1) Far p> 1: < i

(2) Fir %< 1: |> " e @+

®

Beweis. Setzt man: 3Lj*bv= B, so besteht fiur jedes
n

die Beziehung:
— < l
B

und daher auch, falls x > 1:

also:

* Es ist dies der hier ausschliesslich in Betracht kommende Theil
des auf p. 179 von mir bewiesenen Hulfssatzes. Der hier gegebene, etwas

kirzere Beweis ruhrt in der Hauptsache von Herrn Liroth her.
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'KV
B j "R

Substituira man hier v— 0, 1, 2, .. . in inf., so folgt durch
Summation:

1 00 1 00
Bk o0 B o

also in der That, wie unter (1) behauptet:
» /® \H

Um die Richtigkeit von (2) zu beweisen, werde gesetzt:

00 00 .

I> av= A, 2>arov— S,
0 0

wobei 2j a,, £ c, irgend zwei convergente Reihen mit nicht-
negativen Gliedern bedeuten sollen. Ist sodann fir k < 1 auch

S convergent, so besteht die ldentitéat:
Vg —=08Y <N 1M g

Nun ist aberd) fir xK 1I:

woraus durch Multiplication mit av, Substitution vonv= 0,1,2,...
in inf. und Summation sich ergiebt:

Die betreifende, fiur jedes a> 0, * < 1 geltende Ungleichung,
namlich:
ac< 1+» (a—12),

geht aus der auf p. 176 fur x > 1 abgeleiteten Ungl. (29):

1+*(J. —1)

ohne weiteres hervor, wenn man 4 " setzt und schliesslich — statt
« schreibt.
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” (A \x @ (A ® \
a," \-a’'Cr) < S”"«w+ ™ _-?2r-Sv o =1> an»
o V. ~ [7o \o o o / o

Mit Benutzung dieser Ungleichung liefert die obige Iden-
titdt die Beziehung:

¥i7a, < 9§ w¥jrav= 12 ad ~ HefZ. averk .

Setzt man noch:

LTy H 7«
& "m— -—I——(EJ A A
also:
@® 14d —_— —
Uvew = —j—, cv— av * ebv= (1 + d)HeJr,
0 0

so folgt, wie unter (2) behauptet:

1> K < =(f> (i+ o “Dy=  (*<De-

Beweis des Hauptsatzes B. Es werde zundchst a — 1

angenommen. Setzt man sodann |% |= r, so resultirt aus der
Voraussetzung (B) a fortiori die folgende:
@ v WV

X> IGv\rv> A -err==A mt>m 7 T
o}

sodass also fir unendlich viele r, unter denen auch beliebig
grosse, die Beziehung besteht:

1
S”"r(v! (7,1— A y\) erv> 0.
o vl

Man hat somit nach Hulfssatz | fir unendlich viele mv:

», L ]Gy [i>A- ynv
und wegen:
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zugleich auch:
1
%- -\fJ\ml\Cm] >A.zr: -y-r
mve

Aus den beiden gefundenen Ungleichungen ergiebt sicfl
sodann:

(b" lim—eY\Gv]= limYv!|Gv]> vy,

V-~ 00 6 V 2z 00

eine Beziehung, welche mit der unter (b) behaupteten fur
a= 1 zusammenfallt.

Ist jetzt a von 1 verschieden, so bringe man die aus der
Voraussetzung (B) resultirende Beziehung:

®
2> \Gyxv\
0

durch die Substitution:

\X\— ra
auf die Form:

(©) 5> ]Gvlera= £> (1C]“-rya>A- ev'\
0 )

Im Falle a< 1 hat man nun nach Ungl. (1) des Hulfs-

satzes Il (fur x = = br — i\Gvi‘a-rv):
b{\Cy I"erw < 1&y K= “
also, wenn man diese Ungleichung in die ate Potenz erhebt,
mit Berlcksichtigung von Ungl. (C):
00

|Gy\aerv> A amearr,

sich mit Hilfe von (b') unmittelbar ergiebt:
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Im Falle a> 1 hat man analog nach Ungl. (2) des Hilfs-
satzes I1:
i I-JL
i> (IGvIerw < cefny(l + d)“- D'c; er™ “,
folglich, wenn man diese Ungleichung in die atO Potenz erhebt,
mit Bertcksichtigung von Ungl (C), zunéchst:

@® /| A \o—1 /2 _\K
S”"@A+ &K-D*. \Gvea-rr> «iS” (\Cy\a-rya |

_ A

und, wenn man noch r durch (1 -j- d)l~a-r ersetzt:

® I A \a—
2> IGr\aerv> —) Aamea*l+g a-r.
0 + 0]

Hieraus wurde sich mit Hulfe von (b') zunachst ergeben:
lim — e\ GvF = lim YV\|CrF~™ (1 -j- 51~ =ay,
V- & ~» V= G0

und da $> 0 unbegrenzt verkleinert werden darf, schliesslich:

(b2 lim Y\Cvea= Ilim fvl \<X]JH>cty (a> 1).
Pp—00 —

r= o0 ¢
Durch Erhebung der Relationen (bj), (b2 in die ﬁM 8

Potenz und Zusammenfassung mit Ungl. (b') findet man also,
wie behauptet:

j_
Iimi—j <J1Cv]= IlimY (v~-\Cy\~(ayY

v=o00\ N J r=co

fur jedes positive a

Die in den Hauptsatzen (A) und (B) enthaltenen Resul-
tate stimmen genau mit den friher auf p. 187 angegebenen
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Uberein. Daraus folgen dann die auf pp. 188, 189 zusammen-
gestellten umkehrbaren Satze mit Hulfe der namlichen Schlisse,
welche a. a. 0. zum Beweise der analogen S&tze von 8§88 4 und 5
angewendet wurden.



