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Zur Elektronentheorie.

Von F. Lindemann,

(Kingelaufen 6. Augnst.)

In einer Arbeit des Herrn Sommerfeld, welche Herr
Rontgen in der Sitzung vom 8. Juni der mathematisch-
physikalischen Klasse vorlegte (vgl. oben S. 155 ff.), sind ver-
schiedene Einwiinde gegen meine Behandlung der Elektronen-
theorie!) erhoben worden, indem der Verfasser die von mir
gegen seine Darstellung der Theorie geltend gemachten Be-
denken zu entkriiften sucht. Im folgenden werden diese Ein-
wiinde des Herrn Sommerfeld als unbegriindet nachgewiesen ;
zugleich nehme ich Gelegenheit, einige Bedenken, die ich in
§ 16 meiner Abhandlung ausgesprochen hatte, ausfithrlicher zu
begriinden, als ich es damals fiir ndtig hielt.

In erster Linie kommt es auf die unten in § 8 gegebenen
Ausfithrungen an, in denen gezeigt wird, da Herr Sommer-
feld seinen Rechnungen eine Potentialfunktion zu Grunde legt,
die im Inunern des bewegten Elektrons der geforderten par-
tiellen Differentialgleichung nicht geniigt. Es diirfte demnach
eigentlich iiberfliissig sein, iber die anderen Punkte zu dis-
kutieren; doch ist dies immerhin niitzlich, um Mifverstind-
nissen zu begegnen.

Nur in einem Punkte kann ich Herrn Sommerfeld recht-
geben, nimlich in Betreff der Auswertung eines bestimmten

1) Uber die Bewegung der Elektronen. 1. Teil, die translatorische
Bewegung, Abbandlungen der K. Bayer. Akad. d. Wiss,, II. K1, Bd. 23,
1907; eine Fortsetzung dieser Abhandlung ist gegenwiirtig im Drucke
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Integrals (vgl. unten § 7); dieses Integral wird indessen in
meiner Abhandlung iiberhaupt nicht benutzt; die Frage der
Auswertung ist daher eine nebensiichliche; es wird von Herrn
Sommerfeld gezeigt, daf an dieser Stelle, wo ich einen
Irrtum in seiner Arbeit vermutete, ein solcher nicht vorliegt.

Die Anordnung des Stoffes entspricht genau derjenigen,
welche Herr Sommerfeld seinem Aufsatz zu Grunde legt;
und dementsprechend sind die Uberschriften der Paragraphen
gewiihlt.

§ 1. Berechnung des skalaren Potentials.

Zuerst hebt Herr Sommerfeld hervor, daf die von mir
(zur Erleichterung der mathematischen Entwicklung) gestellten

Anfangsbedingungen ¢ = 0 und % =0 fiir £ =0 den physi-

kalischen Bedingungen des Problems nicht entsprechen; dieser
Einwurf ist gesperrt gedruckt, so daf ihm also besonderes
Gewicht beigelegt wird. Trotzdem ist er nur eine Wieder-
holung dessen, was ich selbst gesagt habe; ich habe selbst
betont, dat der von mir verlangte Anfangszustand den Be-
dingungen der Elektronentheorie nicht entspricht, vgl. den
Schlufé von § 3 und den Anfang von § 15. Wenn also fiir
t =0 das elektrostatische Potential resultieren soll, und wenn
Herr Sommerfeld die betreffenden Formeln meiner Abhand-
lung zur Kontrolle beniitzen wollte, so hiitte er ausschlieflich
die von § 15') und nicht die von § 3 anwenden miissen (vgl.
unten § 2). Dab letztere den Wert Null geben, entspricht der
von mir gestellten Anfangsbedingung und ist hochstens eine
Kontrolle fiur die Richtigkeit der Losung, nicht gegen dieselbe.
Uberhaupt kann man eine Unrichtigkeit nicht durch irgend-
welche angebliche Konsequenzen nachweisen, sondern nur durch
direkte Angabe dariiber, wo der Fehler der mathematischen
Entwicklung liegt, wie ich es fir die Sommerfeldschen
Formeln in § 16 meiner Arbeit getan habe.

1) Diese sind inzwischen in der oben erwiihnten Fortsetzung meiner
Abhandlung weiter entwickelt.
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Nach der Darstellung des Herrn Sommerfeld konnte
man allerdings glauben, daf ich selbst behauptet hiitte, meine
in Gleichung (34) gegebene LGsung

3ec
M 21’a’flt

miisse fiir £ =0 in das elektrostntxsche Potential itbergehen;
er zitiert dafiir einen Satz aus dem Beginne meiner Arbeit,
wo die Differentialgleichungen fiir die Potentiale ¢ und %A an-
gegeben werden: .

p—ctd'g =c,

W, — N, = pcv,,

Ay — AU, = pev,,

9, —c* 1A, = pev,.
Hier fiigte ich hinzu: ,In ruhendem Zustande geht das skalare
Potential ¢ in das elektrostatische Potential iber; das gilt
fir alle Anfangsbedingungen, denn diese Bemerkung bezieht
sich nur auf die Form der Differentialgleichung, da in diesem
Stadium der Untersuchung von etwas anderem noch gar nicht
die Rede war. Der weitere Zusatz ,das Vectorpotential % geht
in das magnetische Potential iiber, den Herr Sommerfeld
beanstandet, ist allerdings ungeschickt; er soll sich auch nur
auf die Form der Differentialgleichung beziehen und lautet
besser: ,das Vectorpotential 2 bezieht sich auf die durch Bewe-
gung des elektrischen Teilchens erzeugten magnetischen Kriifte.*

Bei jedem Probleme, das mathematische Schwierigkeiten
bietet, ist es nicht nur erlaubt, sondern notwendig, zuniichst
solche Beschriinkungen zu machen, daf die mathematische
Behandlung vereinfacht wird, gleichgiiltig ob man dabei die
urspriinglichen physikalischen Bedingungen verliiit oder nicht,
wenn man nur in der Lage ist, das mathematisch ein-
fachere Problem nachtriiglich als Grundlage fiir das
urspriingliche physikalische Problem zu beniitzen.
Wie letzteres aber zu geschehen hat, habe ich in § 15 meiner
Abhandlung (und, fir besondere Fille, in der demniichst er-
scheinenden) Fortsetzung ausfithrlich gezeigt.
1907. Sitzungsb. d. math.-phys. Ki. 18
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§ 2. Die erginzende Betrachtung iiber den Anfangszustand
in § I5 meiner Arbeit.

Herr Sommerfeld behauptet: ,die folgenden ergiinzenden
Betrachtungen verfehlen nun aber ihr Ziel (nimlich das bisher
behandelte Problem den physikalischen Bedingungen anzu-
passen), wie ich der Kiirze halber sogleich an dem Schluf-
ergebnis zeigen will“.

Es handelt sich um das Beispiel der Bewegung mit kon-
stanter Unterlichtgeschwindigkeit v; hier gilt nach meinen
Entwicklungen die Formel:

Sec %
ec [
@ ?=Zma) g
)
wenn:
2a
fg=—
" e—vw

gesetzt wird, indem f; nach meinen Angaben (a.a.O.S. 311)
so zu bestimmen ist, ,daB die vor Beginn der Bewegung
vom Elektron ausgehenden Kraftwirkungen volle Be-
riicksichtigung finden.® Diese Wirkungen sind elektro-
statischer Natur, und somit folgert Herr Sommerfeld, dal
der Ausdruck (2) fir =10 in allen Punkten des Raumes in
das elektrostatische Potential iibergehen miisse; diese Folgerung
ist unrichtig; der Ausdruck (2) soll das Potential ¢ zufolge
seiner Ableitung in denjenigen Punkten des Raumes darstellen,
in welchen sich das Elektron zurzeit befindet; denn nur so ist
die Grole ¢, von mir bestimmt. Zur Zeit £ =0 befindet sich
aber das Elektron in der Ruhelage; also nur fir R <a (wenn R
die Entfernung eines Punktes im Innern des Elektrons von
dem Punkte bezeichnet, wo sich zur Zeit ¢ = 0 der Mittelpunkt
des Elektrons befand) mufi die Funktion ¢ nach meiner Theorie
mit dem bekannten elektrostatischen Potentiale iibereinstimmen :
welche Werte sie fiir R >a, ¢t = 0 hat, ist fiir meine Theorie
(und fiir das gestellte physikalische Problem) ganz gleichgiltig.
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Um nun den fraglichen Wert fiir R <a zu berechnen,
hat man die Gleichung (52b) in § 6 meiner Arbeit anzuwenden,

in der:
L4 + 9
14 a .R ‘(“ q R (<{o a )

c ' c

zu wiihlen ist; dann wird:

Sear [ Sec ,

W‘@%ﬁfm'+miﬁﬂ["‘“’"MJm

0 %
— 2% L pay.
e (3a* — R?);
und dies ist der bekannte Wert des Potentials der Kugel auf
einen innern Punkt.

Fiir einen iuiern Punkt muB meine Formel noch den
iiblichen Wert fiir alle diejenigen Punkte ergeben, bis zu
welchen sich die von den Punkten des ruhenden KElektrons
ausgehende elektrische Krregung im Laufe der Zeit ¢, hat fort-
pflanzen kinnen, d. h. fiir alle Punkte im Innern einer Kugel,
deren Radius Ry durch die Gleichung:

9
a4 Ry=cly= 'C"“—(‘—

—g
bestimmt wird; es ist also:

c v
iy .

Ry=""

Fiir die Punkte im Innern dieser Kugel ergibt aber meine
Formel, wie Herr Sommerfeld berechnet (vgl. oben S. 160),
in der Tat den richtigen Wert:

- £
LAy )

Um diese Kugel legt sich eine Schale, innerhalb welcher
nur ein Teil der vom Elektron ausgegangenen Wirkung zur
Geltung kommt; man hat um einen Punkt dieser Schale mit
dem Radius R, ecine Kugel zu beschreiben, welche aus der

13*
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ruhenden Kugel des Elektrons ein Gebiet ausschneidet. Die
Wirkung dieses Gebietes wird durch meine Formel, d. h. hier
durch den Potentialwert (vgl. Sommerfeld oben S. 160):

— 3ec
?=16=a°R

T

b
f[a’—(cr—]l)’] dr, wo 7' = R:a,

dargestellt. Endlich aulierhalb dieser Schale, d. h. aufierhalb
einer Kugel mit dem Radius:
c+ v

mufi @ =0 werden, wie es a. a. 0. berechnet ist; denn bis
zu einem solchen Punkte hat sich von keiner Stelle im Inneren
des Elektrons aus die elektrische Wirkung wiihrend der Zeit #,
verbreiten konnen. Bei richtiger Anwendung gibt daher
die von mir aufgestellte Formel auch richtige Re-
sultate. Die Bemerkung des Herrn Sommerfeld, nach
welcher meine ,in Rede stehenden ergiinzenden Betrachtungen
bei richtiger Durchfithrung auf seine Formeln hitten fiihren
milssen, in der vorliegenden Fassung aber in sich widerspre-
chend sind“, entbehrt hiernach der Begriindung.

In einer Note unter dem Texte sagt Herr Sommerfeld
ferner: ,Daf die Groe ¢, und damit die Potentialverteilung
zur Zeit ¢ =0 von dem Charakter der nachfolgenden Be-
wegung abhiingen soll, ist an sich kaum verstiindlich. Hierbei
hat derselbe nicht beachtet, wie die Variable = (die er in seiner
Arbeit doch in ganz gleicher Weise benutzt) definiert ist; sie
mift die Zeit von der jeweiligen Lage des Elektrons aus nach
ritckwiirts. Die Zeit von =1 bis t=1¢ + {, bezieht sich
also auf die vor der Zeit £ = 0 entstandene Potentialverteilung;
fiir den Zeitpunkt ¢ =0 gibt also das Intervall von r =0 bis
7 ={, die durch die Ruhelage vor Beginn der Bewegung be-
dingte Potentialverteilung; von einem Einflusse der nach-
folgenden Bewegung kann bei meinen Formeln keine Rede sein.
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§ 3. Zahlenbeispiel.

Infolge eines Versehens bei Auswertung des von mir mit
&, bezeichneten Integrales sind die entsprechenden Formeln
in der Weise zu revidieren, wie es im zweiten Teile meiner
Abhandlung inzwischen geschehen ist (vgl. oben S.171), was
ich in der Junisitzung (in der Herr Rontgen die Sommer-
feldsche Arbeit vorlegte) der Akademie bereits mitteilte; das
von Herrn Sommerfeld berechnete Zahlenbeispiel sagt also
nichts gegen die Richtigkeit meiner Methode.

§ 4. Die Ausrechnung von ¢ in § 6 meiner Arbeit.

Herr Sommerfeld stellt sich die Aufgabe, das oben in
(1) gegebene Potential ¢ fiir den Fall zu berechnen, dab das
Elektron auch nach der Zeit ¢ =0 dauernd in Ruhe bleibt,
und zwar auf Grund meiner Formeln. Hier ist £=0, n =0,
=0, also:

R =z +y + 2
und R unabhiingig von 7; es wird also nach (1):
3ee J‘S 78

Sa'a' R

wo S ein Integral bedeutet, welches den folgenden Bedingungen

genligt; es ist:

B) S= ; [a* — (ct — R)*], wenn sich aus den Strecken
a, ¢t und R ein Dreieck bilden lift,

4) S= gcr R, wenn ein solches Dreieck nicht moglich ist,

weill a >ctv+ R,
(5) S=10, wenn das Dreieck unmoglich ist, weil a <ct — I
bzw. a < R—cr.

Herr Sommerfeld beschriinkt seine Rechnung ausdriicklich
auf das AuBere der Kugel R=a (also R> a).
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Nach Seite 253 meiner Arbeit haben wir zuniichst die
folgenden beiden Fille zu unterscheiden:

I ct<a, II. ¢t >a.

Im Falle I. ist auch stets ¢t < a; ferner wird R > a vor-
ausgesetzt; wir haben also das Zeitintervall in zwei Teile zu

zerlegen:
1. cr<R—a

2, ¢t> R—aq;

im ersteren Intervalle ist S=0 nach (5), im anderen ist S
durch (3) bestimmt; und wir erhalten:

=0 fir ct<R—a
t
A A f[rz’——-(ct— R)ldr fir R—a<ct<a.
16aa* R -
(R—a)le

Das sind aber ganz dieselben Formeln, welche Herr
Sommerfeld fiir das Intervall ¢/ <a als die richtigen an-
gibt. Aus meinen Formeln leitet er unrichtige Resultate ab,
indem er sogleich fiir kleine Werte von 7 meine Gleichung
(53) anwendet, wiihrend dieselbe, wie ich a. a. O. ausdriicklich
bemerkt habe, nur fiir ¢t >a in Betracht kommt. Ebenso
geben meine Formeln auch im folgenden das Richtige; und
die Behauptung des Herrn Sommerfeld, daf ,meine Formeln
(52) und (53), auf denen alles weitere beruht, irrig sind®, ist
unzutreffend. Sie geben selbstredend etwas Unrichtiges, wenn
man sie auf Fille anwendet, fiir die sie ausdriicklich nicht
bestimmt sind.

Mit der Angabe, dak ,auf diesen Formeln alles weitere
beruhe*, befindet sich Herr Sommerfeld iiberdies im Irrtume;
der Inhalt von § 6 konnte, abgesehen von der ersten Seite
(nitmlich S. 253), ganz gestrichen werden, ohne am folgenden
etwas zu iindern; er zeigt nur und soll nur zeigen, dali man
bei dieser direkten Behandlung des Problems auf Schwierig-
keiten stofit, und daB deshalb (vgl. den Schlufi von § 6) ein
anderer Weg eingeschlagen werden mufi. Auch im folgenden
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(vgl. 8. 259) ist hervorgehoben worden, daB die in § 6 ein-
gefithrten Hiilfsgrofen /, z”, ¢/ .. .. bei Ausfithrung der
riiumlichen Integrationen nicht weiter in Betracht kommen.

Selbstverstindlich ist, daf die Bestimmung dieser Grifien
nicht alle moglichen Fiille einzeln umfafit; das brauchte nicht
besonders gesagt zu werden, denn wegen des Eingehens der
willkiirlichen Funktionen in die Rechnung wiire es ein unsinniges
Unternehmen, alle Moglichkeiten erschopfen zu wollen; es konnte
sich nur darum handeln, ein im allgemeinen brauchbares Schema
aufzustellen und daran die Methode zu erliutern, wie das i
folgenden auch wiederholt hervorgehoben wurde (vgl. die An-
merkung auf S. 262 und den Schluf von § 7 sowie S.284).
Zu Beginn von § 6 formuliere ich iiberdies die zu behandelnde
Aufgabe dahin, dak zu verfolgen ist, wie das Elektron allmiihlich
sich von der Anfangslage (bzw. aus der jeweils kurz vorher-
gehenden Lage) befreit, um dann seine Bahn zu beschreiben.
Fiir den Fall, daf3 iiberhaupt keine Bewegung eintritt, konnen
daher die Groken 7/, 7", . ... keine Bedeutung haben; man
kann den Wert von ¢ aber stets aus den Formeln (3), (4)
und (5) ganz elementar berechnen, wie es oben geschah.

.§ 5. Differentiation nach der oberen Grenze.

In der Theorie des Vektorpotentiales kommt es unter
anderem nach meinen Formeln auf die Berechnung des folgen-
den Integrales an:

(6) fff{:tfn,(t-—1)}3:11}(11;(13/(1:.

0
Da Herr Sommerfeld iiberall die obere Grenze ¢ durch
o ersetzt (vgl. dariiber unten §8), so hiitte bei ihm das Integral:

fff{s%f”‘(t")gdr}dxdydz
= Jar J 3 o) azapa

(@)
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berechnet werden sollen, wobei die Volum-Integration sich auf
das ganze Innere des Elektrons bezieht. Statt dessen wird von
ihm das Integral:

®) f%[o;(t—ﬂjfj%dzdydz]dr
0

ausgewertet. Mein Einwurf gegen dieses Verfahren griindet
sich darauf, daf infolge der Werte von S, die oben in (3), (4)
und (5) angegeben wurden, die oberen Grenzen des dreifachen
Integrals Funktionen von £ sind, daf also Herr Sommerfeld
diese Grenzen mit differentiert, withrend sie in dem urspriing-
lichen Ausdrucke (7) nicht differentiert werden sollten.

Herr Sommerfeld beruft sich darauf, daf S eine stetige
Funktion von t sei, und daf infolgedessen die Differentiation
der Grenzen keinen Beitrag liefere; das ist richtig, wenn es
sich um Differentiation einer Summe von der Form:

‘a':;)%dr-*-.!’:;%dr-}-----

handelt; und von dieser Bemerkung habe ich selbst Gebrauch
gemacht (S. 269). Aber dadurch, daB der Ausdruck (6) durch
(8) ersetzt wurde, ist die Sachlage eine ganz andere, und eine
Ubereinstimmung der aus beiden Ausdriicken durch Differen-
tiation nach ¢ zu erhaltenen Resultate ist nicht mehr zu erwarten.
Es kommt also darauf an, den EinfluB der vorgenommenen
Vertauschungen von Differentiation und Integration zu unter-
suchen.

Bei Einfithrung von Polarkoordinaten R, ©, ¥ wird die
Integration nach dem Winkel ¥ immer von 0 bis 2 7 ausge-
fithrt; wir haben also nur noch mit Doppelintegralen zu tun.

s 1ga):
Es sei: o B

U=fd eff(n, O)d R,
0 b

wo O, und R, Funktionen von ¢ sind:
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6! =), Rl =y (6,1),
withrend b eine von ¢ unabhiingige Konstante bedeutet. Die
Variable ¢ soll auch in der Funktion f neben R und 6 vor-
kommen. Mit U mige der Ausdruck bezeichnet werden, der
durch Differentiation der Grenzen allein entsteht; dann ist:

i) v(64, 0 "

P U=I/‘(R,.9)?a';' de+ff(n, eyan- k.
0 b
Es entsteht also die Frage, ob diese Ausdriicke verschwinden.

Wir missen hier die einzelnen Fiille und Lagen durchgehen.
Allerdings kommen diese bei Herrn Sommerfeld, nicht vor,
aber nur deshalb, weil er unter Voraussetzung der Ver-
tauschbarkeit der betreffenden Operationen die Unterscheidung
der Fille umgehen kann.

I. Unterlichtgeschwindigkeit.

Erste Lage, vgl. Figur 1. Hier ist in dem vertikal
schraffierten Gebiete S nach (3), in dem horizontal schraffierten
Gebiete S nach (4) zu berechnen.
Die Integrationen erstrecken sich
tiber geschlossene Gebiete; in er-
sterem ist:

O,=n, b=a—crt

und R, durch die Gleichung (99) .A|E
meiner Abhandlung bestimmt, d. h.
durch:

(9) a*=Ri+T'—2R T cosin 6,

wo T eine Funktion von 7 und ¢
bedeutet. Wir haben also, da:

T 7o mt
/——-R~R sin O, =0

zu setzen ist:

(10) OU,= -;ij[u’ — (T — Ry R, aa’t" sin@dO.
0
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In dem horizontal schraffierten Gebiete ist:
qy P

ax
R=a—c¢r, b=0, -7 =0, 37

at
also auch 0 Uy=0. Der Ausdruck:
SU=0U+0U,=0U,

verschwindet also keineswegs identisch, wie Herr Sommerfeld
anzunehmen scheint. Nur im Falle konstanter Geschwindigkeit

0,

ist I’=vt von ¢ unabhiingig und dann a::' =0, also auch
o U=0.

Zweite Lage, vgl. Figur 3.') In dem vertikal schraf-
fierten Gebiete ist alles wie im vorigen Falle; nur muby jetzt
b=ct —a genommen werden. Es behiilt also & U, denselben
Wert. Im horizontal schraffierten Gebiete st R<cr —a,
und somit S =0 nach (5), also wieder 6 U;=0.

A‘
RfA. ::;_ i : !

N—F - T \
Fig. 3. Fig. 4.

Dritte Lage, vgl. Figur 4. Wir haben (vgl. S. 274
meiner Abhandlung) im vertikal schraftierten Gebiete:

Tta 9y
(11) U, =jb'R(lL‘fsiu 640,
cr—a 0

) Die Nummern der Figuren sind dieselben wie in meiner groBeren
Abbandlung.
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wo 6, durch die Gleichung (109), d. h. durch:
(11%) 2R Tcosin®, =R+ I* — a?

bestimmt wird, und es ist S durch (3) bestimmt, also:

oU, = 81 [a*— (ct— T— a)*](T'+ a)(1— cosin®,) %%
(12) T+a
+7 [la* —(ex — 1) Rin 9,9% iR,

wo im ersten Gliede die Klammer (1 — cosin 6,) fiir R=T+a
gleich Null wird.

Im horizontal schraffierten Gebiete ist wieder R<cr — a,
also S=0 nach (5) und 8 U, = 0.

11. Uberlichtgeschwindigkeit.

Erste Lage, vgl. Figur 8. Im vertikal schraffierten Ge-
biete haben wir:

atcr )
Uf = gj'[af_(u— RY) Rk ([sin0d6,
a—cr 0

wo nach Gleichung (145) meiner Abhandlung 6, durch die
Gleichung:

(124 =T+ R —2RT cosin 6,
bestimmt ist. Wir erhalten also:
ater
n g 2 26, .
L - 8f[a’-—(cr — RP] Rsin@,’) *d .

Das horizontal schraffierte Gebiet ist wieder so in zwei Teile
zu zerlegen, wie es auf S. 286 meiner Abhandlung geschah;
wir haben nach (4) in dem einen Teile:
a~T E
CT .
Uy="~, J-R’(IR sin®dO, Uy = —acr(a—1T)
0

]

taT.
at’
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und im anderen Teile:

U, _ﬁflfmdnfsmede
a—T
wo 6, wieder durch obige Gleichung bestimmt wird; also:

ncr

U, = +——~(a—T)’—- (1 — cosin 6,)

ge f]l’ sin 9, llR
a—-T

wo das erste Glied fiir B =a — T nach (12%) verschwindet.

Ein viertes, gesondert zu betrachtendes Gebiet endlich ist
in Figur 8 nicht schraffiert; in ihm ist:

R>a+ cr, und folglich nach (5): U,=0, 6 U, =0.

Zweite Lage; es bleiben die Formeln der ersten Lage giiltig
(vgl. S. 287 f. meiner Abhandlung, und Figur 9 daselbst S. 280).

Dritte Lage; vgl. Figur 11. Es ist im vertikal schraf-
fierten Teile:

ctfa
Y - J‘[a*—(cr— Ry Rd stm 0d6,

T—a
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also:
oU= f;- [a*— (ct— T 4 )] (T—a) (1 — cosin 6;) 3—3%

cr+ta
i gf[aﬂ_(n — R)] Rsin 6, aa?“dlf,
T—a

wo wieder das erste Glied wegen (12%) verschwindet.

In dem nicht schraffierten Gebiete dagegen ist wieder
U=0und 6 U=0.

Es geht hieraus hervor, daf die durch Differentiation der
Grenzen entstehenden Terme keineswegs zu vernachlissigen
sind. Es soll aber, gemiifs (8), das Resultat noch nach 7 in-
tegriert werden, nachdem vorher mit v, (¢ — r) multipliziert
ist. Bei Unterlichtgeschwindigkeit wird die Grenze der ersten
Lage gegen die zweite durch den Wert r = afc gegeben (vgl.
S. 261 meiner Abhandlung); dieser ist unabhiingig von ¢; die
Grenze der zweiten Lage gegen die dritte ist durch r =1°
gegeben; es ist also:

0
fost — 18U dr + fo.(t—n)dUidr
0 70

zu bilden, wenn mit 8 U, der Ausdruck (10), mit é U} der Aus-
druck (12) bezeichnet wird. Es ist nicht abzusehen, weshalb
die von 0U, und 8 U; herrithrenden Beitriige herausfallen
sollen. Anders ist es bei der nochmaligen Vertauschung von
Differentiation und Integration; hier soll die Relation bestehen:

2 fut—nvis =f:7 [0t — 1) U] dr.
0 0

Die konstante Grenze afc bietet offenbar kein Hindernis. Die
Grenze zwischen der zweiten und dritten Lage ist durch den
Wert ° gegeben, welcher durch die Gleichung (73%), d. h.
durch:

(13) ct4 T'=2a
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als Funktion von f definiert war. Es fragt sich hier, ob der
Wert:

27° .
(14) j;l’:(t—io)[Ul—Ul r=10

verschwindet, wo:

/- smGd(-)f[a’——(cr— RPIRAR

cr—a

8

gesetzt (woraus durch Differenzieren der Ausdruck (10) ent-
steht), wiihrend U} durch (11) gegeben wird:

T+a 6y
U= g_f[a!— (cr— R¥) RA R [sin6de6.
cr—~a [}

Nun ist fir v = 1° nach (13) ¢t —a=a — T; ein Blick
auf die Figuren 3 und 4 lehrt also, dali die Integrations-
gebiete fiir die Integrale Uy und U fir r+ = 1° zusammen-
fallen, und daB somit der Ausdruck (14) gleich Null wird.

Jetzt kommen aber noch die aus (10) und (12) entstehenden
Glieder in Betracht, die im allgemeinen nicht verschwinden.
Es ist also, da Analoges fiir die Grenzen zwischen den anderen

Intervallen gilt:
a @
sfose—narf [ [ azavas
0

=f:([n,(t~—1)fff}s, (lxdytl:] dr
—f(lrjffe{ (“ v (t — r))tlnl_/dz +Jn,(f—r)dU dr

+fv (t—1)oUidr +

(15)

wenn O U, durch (10), d Uy durch (12) gegeben wird, und
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wenn 7, den Endpunkt der dritten Lage bezeichnet, d. h. durch
die Gleichung:

ct—1T'=2a
bestimmt wird. Nach Herrn Sommerfeld miibten diese
Integrale ttber dU;, 6Uj, ... der rechten Seite ver-
schwinden, was aber nur in besonderen Fiillen wird
eintreten konnen.

Ein wesentlicher Unterschied der Sommerfeldschen For-
meln gegeniiber den meinigen liegt ferner, wie schon bemerkt
wurde, in der Wahl der oberen Grenze, die bei ihm gleich oo,
bei uns gleich ¢ bzw. ¢ 4 ¢, gesetzt wurde [vgl. obige Formeln
(1) und (2), in denen fiir das Vektorpotential unter dem Inte-

gralzeichen der Faktor b:(!c;r) hinzuzuftigen ist]; es ist klar,

daB bei Differentiation des Potentials nach ¢ dies einen wesent-
lichen Einfluf iibt.

§ 6. Vertauschung von Differentiation und Integration.

Neben der Differentiation nach ¢ kommt diejenige nach
& 5y ¢ in Betracht. Die Kriifte werden durch die Differential-
quotienten des Potentials und den riumlichen Koordinaten be-
rechnet; es kommt also auf Integrale der Form:

113 avaza

an, wo das riiumliche Integral iiber das Volumen zu erstrecken
ist; da nun z und ¢ im ¢ nun in der Verbindung z 4 & vor-
kommen, so ist:

W

¢ 9

dx 9

h:)

l

’

“rr

und es kommt also darauf an, ob die Gleichung:

(16) ;Efffrpdzdyd:=J‘ff§:£dzdyd:

richtig ist. Diese Frage ist durch die Betrachtung des vor-
hergehenden Paragraphen schon mit erledigt, denn bei der
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Differentiation der Grenzen nach ¢ muk eben erst nach & und
dann & nach ¢ differenziert werden, da ¢ in den Grenzen nur

vorkommt, insofern:
T=VEF 40

von ¢ abhingt. Die obigen Relationen (10), (12), ....
zeigen, dafl die Gleichung (16) tatsiichlich nicht be-
stehen kann.

Herr Sommerfeld beruft sich (oben S. 166) zum Beweise
: p » S .
darauf, daBl ,die Griofle 1 =ffj]é dzdydz ebenso wie

die Grofe S eine stetige Funktion der Variabeln & sei, nach
der differenziert wird“. Dem ist aber nicht so; in der dritten
Lage z. B. ist die Grofle W in dem horizontal schraffierten
Gebiete (vgl. oben Figur 4) gleich Null, in dem vertikal
schraffierten Gebiete von Null verschieden; an der Grenzfliche
erleidet sie also einen Sprung. Wenn allgemein eine stetige
Funktion iiber verschiedene Gebiete integriert wird, so gibt
sie nicht notwendig stetige Resultate. Krsetzen wir z. B. in
dem Integrale W (zum Zwecke der Vereinfachung der Inte-

grationen) die Funktion d in dem vertikal schraffierten Ge-

R
biete (Figur 4) durch die Konstante 1, so wird:
T+a A
W= [ Iea l.fsm@(lefd W,
cr—a 0

wo O, wieder durch (11%) bestimmt ist; es ist:

T+a
W, = nf[z RT— (12 4 1% —a¥)) R(]l;
=2nx [ {(T'+a) — (et —a)’}— A I' (T4 a) — (1 — @)}

T —a
~ T — e — )
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In dem horizontal schraffierten Gebiete sei }Sz ersetzt durch

"i“;' welcher Wert an der Grenzfliche gleich 1 wird; dann

ct
haben wir hier:
P L oyl gt _gte:
W, Tre ol [2RT — (R*+ T* — a®)] R2d R
0

2
= S—TG? (ct— a)’] 2
Wir haben also in beiden Gebieten ganz verschiedene Funk-
tionen von & Dementsprechend hatte ich a. a. 0. das Bei-
spiel des Integrals L gewiihlt, in dem auch unter dem Integral-
zeichen eine Funktion steht, die in verschiedenen Intervallen
verschiedene Funktionen eines Parameters & darstellt. Um
dies Beispiel den obigen Betrachtungen an die Seite zu stellen,
miiste man nur in letzteren erst die beiden Integrationen des
Doppelintegrals trennen; die niimliche Variable w des Beispiels
ist dann durch obige Variabel R repriisentiert; die Funktion
unter dem Zeichen entsteht durch Ausfithrung der Integration
nach 6. Aber es ist iiberfliissig, iiber dieses Beispiel zu dis-
kutieren, nachdem im vorhergehenden Paragraphen die Un-
gilltigkeit der supponierten Gleichung (16) direkt dargetan
wurde.

Es sei nur noch betont, daf die Bemerkung des Herrn
Sommerfeld (oben S. 166), wonach das von mir im Beispiele
benutzte Integral ,ohne weiteres keinen Sinn hat®, unzutreffend
ist. Es ist hier die fundamentale der Bedingung der Integral-
rechnung, dall die Integrale von O bis & und von £ bis a je
fiir sich allein einen Sinn haben milssen, erfiillt; es braucht
also die Stelle z = ¢ k‘ineswegs von der Integration ausge-
schlossen zu werden.

Herr Sommerfeld macht ferner folgende Bemerkung:

. Differenzieren wir nun das Integral W = J‘J‘f}g{ dzdydz

nach & in den Grenzen des Raumintegrals, so ist nach der
1907, Sitzongsb. d. math.-phys. K1 14

=a [é(ct——a)‘-—— ;—T(cr—a)’—
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Integration derjenige Wert von S einzutragen, der auf der
Begrenzung statthat, d. h. eben der Wert S = 0. Dieses
ist richtig bei einem einfachen Integrale; wenn man aber ein
Doppelintegral (und nur mit solchen haben wir hier zu tun)
nach einem in den Grenzen vorkommenden Parameter diffe-
renziert, so kommt im Resultate zwar der Wert der Funktion
unter dem Integralzeichen an der Begrenzung in Betracht;
aber es ist das Doppelintegral nur auf ein einfaches Integral
reduziert; und unter dem Zeichen ist dabei nicht immer
S =10 zu nehmen. HEs geht dies aus den Gleichungen des
vorhergehenden Paragraphen deutlich hervor.

Betrachten wir z. B. die in Figur 4 dargestellte ,dritte
Lage*, so bildet die Kugel R =cr—a einen Teil der Grenz-
fliche des Raumintegrals; und hier verschwindet in der Tat
der zugehorige, in (11) gegebene Wert von 4 U, indem
[a® — (¢t — R)*] und somit S gleich Null wird. Bei der
ersten Lage dagegen handelt es sich um die Grenzfliche
R=a—ct, und hier ist S nicht gleich Null, und die in
(10) unter dem Integralzeichen stehende Funktion verschwindet
nicht. Ebenso ist es bei Uberlichtgeschwindigkeit; der fiir
die ,erste Lage‘ oben (S. 189) gegebene Wert von 8U, ist
an der Grenzfliche R =cr + a gleich Null; aber filr Figur 8
kommt aufierdem die Kugel R =a — ¢ v in Betracht, und hier
ist dU, von Null verschieden. Auch die fiir 6 U, und 8 U,
oben gefundenen Werte (die sich auf das Vektorpotential be-
zogen) sind in der zugehdrigen Grenzfliche (R=a — T) von
Null verschieden, wiihrend der auf S. 191 fiir die dritte Lage
(Fig. 14) gegebene Wert von 6U an der Grenzfliche R=a 4 cr
wiederum gleich Null ist.

§ 7. Uber die Berechnung des bestimmten Integrals £2.

Was die Berechnung dieses bestimmten Integrales betrifft,
so erkenne ich an, daf das Verfahren des Herrn Sommer-
feld korrekt und mein Einwurf unberechtigt war, indem
ich nicht beachtet hatte, dall auch die Funktion unter dem
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Integralzeichen noch von der oberen Grenze a abhiingt. Zur
personlichen Entschuldigung kann ich nur anfithren, daf ich
die ganze Arbeit itber Elektronen unter einem gewissen Drucke
und in Eile habe machen miissen, um meine anderen Arbeiten
nicht allzu lange zu unterbrechen. Ich hielt mich aber doch
fir verpflichtet, die miindlich mehrfach ausgesprochenen Be-
denken gegen die bisherige Behandlung der Elektronentheorie
zu verdftentlichen und glaube auch, dadurch wesentlich zur
Kliirung der betreffenden Fragen beigetragen zu haben.

Der Wert des fraglichen Integrals £ spielt iibrigens nur
in den Untersuchungen des Herrn Sommerfeld eine Rolle;
bei meiner Behandlung des Problems kommt das Integral nicht
vor; der betreffende Irrtum ist also hier von nebensiichlicher
Bedeutung.

§ 8. Uber Sommerfelds vereinfachte Behandlung der Elektronen-
bewegung in den Sitzungsberichten der Amsterdamer Akademie.

Ein wesentlicher Unterschied der Sommerfeld’schen
Formeln von den meinigen beruht, wie mehrfach hervorge-
hoben, darin, da Herr Sommerfeld die obere Grenze ¢ in (1)
durch « ersetzt, indem er sich einen Anfangswert ¢, einge-
fithrt denkt, so dat ¢ — ¢, an Stelle von ¢ tritt, und dann ¢,
gleich — oc wiihlt, oder (was auf dasselbe hinauskommt), in-
dem er in (2) die Groke ¢, gleich + oo setzt; ich hatte hervor-
gehoben, dall dies nicht erlaubt ist, denn der Grenzprozels
t, = o darf (nach allgemeinen mathematischen Prinzipien)
erst gemacht werden, nachdem alle Griien (auch die Kriifte)
fiir endliche Werte von #; berechnet sind; es geniigte zur Be-
griindung dessen darauf zu verweisen, daf das vektorielle
Potential, bei Berechnung der Kraft, nach ¢ differenziert
werden muB, dafi also der-Ausdruck (vgl. S. 325 meiner Ab-
handlung):

+
,‘,‘L“if.”aat{!"‘?’ = ft dr} & dy @k

14*
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zu bilden ist, der offenbar von dem bei Sommerfeld an dessen
Stelle tretenden:

:t{fn,(t—r)drfffz dzdydz}

verschieden ausfallen muB. Ich hatte ferner erwihnt, dak
auch in der spiiter von Herrn Sommerfeld gegebenen ,ver-
einfachten Behandlung eine Begriindung dafiir fehlt, weshalb
nach der Zeit zwischen den Grenzen 0 und oo integriert wird
(S. 329 meiner Abhandlung). Herr Sommerfeld gibt jetzt
(oben S. 171) zur Begriindung an: ,man habe die Grenzen
passend zu wiihlen, um zu einem einfachen Ergebnis und zur
Ableitung iibersichtlicher physikalischer Tatsachen zu gelangen®
und weiter bemerkt er: ,bei meiner Wahl der oberen Grenze
wiirde die physikalische Bedeutung des Ergebnisses verschleiert
und die explizierte Berechnung von ¢ unmiglich gemacht.
Dab letzteres unrichtig ist, glaube ich hinreichend gezeigt zu
haben. Die Einfachheit der Resultate ist gewif ein erstrebens-
wertes Ziel, die Richtigkeit derselben ist aber doch wichtiger,
und diese leidet sehr wesentlich unter der Festsetzung des
Herrn Sommerfeld. Die Grenzen des nach der Zeit v
zu nehmenden Integrals sind nicht willkiirlich wiihl-
bar, sondern der beschriinkenden Bedingung unter-
worfen, dah das Potential ¢ den fundamentalen par-
tiellen Differentialgleichungen zu geniigen hat,
nimlich:

aa;f — ¢*4*@ = 0 auberhalb des Elektrons,
an ey 3 12 gl
Ty A ¢ A4* ¢ = ¢*p innerhalb des Elektrons;

und dieser Forderung geniigt die Sommerfeld'sche
Funktion ¢ nicht.
Wir haben also zu untersuchen, ob die Funktion:

3
@9 o= oras fRdz
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den angegebenen Gleichungen geniigt. Dabei ist die obere
Grenze o durch die Konstante 2 ersetzt, da sich die Grenze oc
bei der Differentiation nach ¢ ebenso verhiilt wie eine Kon-
stante. Zu dem Zwecke miissen wir zuniichst den Beweis dafiir
kurz rekapitulieren, dat obige, in (2) gegebene Funktion ¢
den Bedingungen (17) geniigt (vgl. §§ 1, 2 und 3 meiner Ab-
handlung oder die entsprechenden Untersuchungen bei Som-
merfeld, Gittinger Nachrichten, 1904).

In letzterem bezog sich der Ausdruck 4*¢@ auf ein im
Raum festes I\oordmntensystemz _/’ 2'; mittels der Gleichungen:

t
:c‘=.z+fb,dt, y‘=y+jn,dt, '=z+fb,u't,
0 0 0

in denen v, v,, v, die Komponenten der Geschwindigkeit sind,
wurde ein im Korper festes System x, y, z eingefiihrt. Die
zweite Differentialgleichung (17) ging dadurch in die folgende

iiber:
g A v, Ny ap "
- Graasi S 5 - — M p=co;
(19) o Sax3t 289 atn + Sn,n,a By drp=co

in ihr bedeutet & ein Summazeichen, so daf z. B.:

a:pdo, dpdv.  3pdy, dpduy,
3z dt oaxz dt 'y dt '3z dt’

Wiihrend in (17) die GroBe o eine Funktion von z', y', 2'
und ¢ war, ist jetzt in (18) ¢ eine Funktion von z,y, £; und
nach der Theorie der Fourier'schen Integrale haben wir:

(20) “' P.eSv:dldldm =0  fur r<a,

=0 . 11208,
wenn r = Vz? 4 y* + 2* die Entfernung vom Mittelpunkt des
Elektrons (Kugel mit Radius @) bezeichnet, und wenn:

@)  P=g[ffewameaaxarap
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gesetzt wird, wobei die Integration nach x, 4, u iiber das Innere

des Elektrons auszudehnen ist. Sei nun ¢’ eine zu bestim-
mende Funktion von z,y,z und %, I, m, und es sei:

(1) ® =fff @ kL, m)- P-dkdldm;

bezeichnen wir ferner mit D ¢ die linke Seite der Differential-
gleichung (19), so ist:

D¢=ijP. D' -dkdldm=cp

+ o
== ¢? fffl’c‘s"‘(lk dldm.

Es ist folglich ¢ eine Lsung der Gleichung (19), wenn
die Hilfsfunktion ¢ der Differentialgleichung:

23) Do =cteiShs

(=2)

im ganzen Raum geniigt, so dak wir jetzt von der Notwen-
digkeit befreit sind, das Innere und das Aubiere des Elektrons
zu unterscheiden. Zur Integration von (23) wurde sodann:

(20) 7' = itk F ()
gesetzt, wodurch sich fiir F'(¢) die Differentia]gloiclmng:
a@er (II

W) a2 Skt [c"a"—tSl. —(Skn,)’J F=¢
ergab.  Die letztere endlich ward durch die Funktion:

=ty
(26) 1"=%fe"3‘-’sin cstdr

0
integriert, in der ¢, eine Integrationskonstante bedeutet, wiihrend

Ski=k&E4+1y-+ml
und:
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[

@7) E—J'»,(z)dr, r]—fb,(r)dt, C—fn,(r)dr

(X t—r

gesetzt ist. Fiir die Elektronentheorie wird o konstant und

3
zwar = ‘1—7——2, gewiihlt; fithrt man statt », 4,  riiumliche Polar-
koordinaten, o, 9,y ein, so ergab sich:
a 2a a

3¢ , Loy

= 3-0(»,;—;;;‘[0" do ‘[ dy J‘e"'"""“"sm ddid
0 0 0

__ 3¢ sinas —ascosinas
T 8ata? 3 i
und somit nach (21), (24) und (26):

5 Y
p= 52 J‘J‘J‘smas Zscosmns dlk dl dmfc““‘ sincstdr,

8a’'a®
0

oder wenn man statt £, /, m Polarkoordinaten R, ©, ¥ cinfiihrt:

» a 22 Uiy

3¢ psinas—ascosinas [ . ) —
q'——:s_!,auj‘———- @ fsmG)dé)fd'l’fc"’““"‘""’smcsulr
0 0 v o0

Jec
T 2a%3 f]fdr

wenn S das folgende Integral bezeichnet:

(29)

o
sin as — as cosin as
S= J‘ 3 -sin Rs-sinc¢st-ds,

(30)
0
dessen Wert oben unter (3), (4) und (5) angegeben wurde.
In (29) haben wir den obigen Ausdruck (2) des Poten-
tials ¢ gewonnen, es ist nur die willkiirliche Konstante ¢,
durch —¢, zu ersetzen (da diese Konstante damals eine andere
Bedeutung hatte).
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Diese Konstante ¢, ist willkiirlich; sie darf aber
nicht unendlich grof gewiihlt werden, denn fiir 4
= t o hat das in (26) aufgestellte Integral F keinen
Sinn mehr. Wenn man also mit Herrn Sommerfeld trotz-
dem t, = — o setzt, so hat man keine Sicherheit dariiber, ob
die Funktion ¢ noch den partiellen Gleichungen (17) geniigt;
es ist im Gegenteil zu erwarten, dat dies nicht mehr der Fall
ist. Diese Erwiigung veranlafite mich hauptsiichlich zur Nuch-
pritfung der Sommerfeldschen Resultate; sie erschien mir
so einleuchtend, dali ich bei der Divergenz unserer Resultate
eine direkte Priifung, ob fiir {;= — o die Differential-
gleichungen (17) noch erfiillt sind, fir nicht notwendig hielt.
Eine solche Priifung soll aber jetzt vorgenommen werden.

Die Annahme ¢, = — o hat fiir das Differenzieren die
niimliche Wirkung, als wenn man die obere Grenze {—¢, in
(29) durch eine Konstante £ ersetzt; wir beschiiftigen uns
also mit der in (18) definierten Funktion ¢o. Die Funktion ¥

ist daun durch:
o

(31) 1":z=§fe‘s‘fsin cstdr

zu ersetzen. Wir trennen vou ihr einen Faktor ab, indem wir:
2 O3
(32) 7l = - ISk 0 ()

setzen, wo:
t

(33) B, (1) = f v, (r)dr  (und entsprechend fiir v, und v,)

gesetzt werde, unter o eine willkiirliche Konstante verstanden;
dann ist in Riicksicht auf (31):
e
Q= |e-vl-Yginesrdr,

0
wenn:
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(34) y(t—1)=i8kB.(t—71)

gesetzt wird. Wir stellen zuniichst fiir @ eine lineare Diffe-
rentialgleichung auf. Bs ist:

Q
d .
% = —y' (t-v)fe""“"’sm cstdr
0
o
de—wit—n
=——f FE ~sincsrdr
o
Q
= —e vit-Dsincs2 + csfc—‘"“‘" cosincsrdr,
0
2
&3 Q . de—vit=n
qp =V (E=Dsin cs.'?-e"l""”)—csf —~a-;———cosmcSrdr

[
=[y'(t—Q)sincs 2 —cscosincs 2] e~vi—D —¢*s? @
wir haben also:

(349 %? +¢*5?Q =[y'(t — Q)sincs 2 — ¢s cosincs P]e—vE-D,
Gehen wir nun zu I, zuriick, indem wir gemiif (33) und (34):
s
= —vi)
Q ) e—v® Fy

setzen, so finden wir fiir Fy die Differentialgleichung:

";f,-‘f = 2i8kn,(t)~d5;” + [c*s? —iSkvi(t)— (Skv.(t))*] Fo
(35) .
sin ¢s g
S

= [re—ae

—c¢¥cosincs Q] eiSkio,

wobei £, aus (27) entsteht, indem man r durch 2 ersetzt; es
ist also:

(36)  iSkE=w()— p(— Q= iSkfo, @) dr.

-2
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Wie vorauszusehen war, ist also die Konstante o fitr das
Resultat ohne Bedeutung. Die linke Seite der Differential-
gleichung (35) ist mit der linken Seite von (25) in Uberein-
stimmung; die rechten Seiten sind aber vollstindig verschieden.
Um nun zu einer partiellen Gleichung fiir @o zu gelangen,
miissen wir die in obigen Gleichungen (19) bis (25) vorge-
nommenen Operationen riickwiirts verfolgen.
Wir setzen demnach, analog zu (24):

pn = Fo(t)- e84,
dann geniigt o derjenigen Difterentialgleichung, welche aus
(23) entsteht, wenn man auf der rechten Seite die Konstante ¢?,
d. h. die rechte Seite von (25), durch den auf der rechten
Seite von (35) stehenden Ausdruck ersetzt, d.h. der partiellen
Gleichung:

B7) Dyp= [, (t—e™Et Q

— ¢? cosin cs!!] eiSkiz+&)
in der das Zeichen D dieselbe Bedeutung hat wie in (22).
Hieraus entsteht, analog wie bei (22), die Differentialgleichung
fiir ¢, wenn man beiderseits mit P multipliziert und nach
I, I, m zwischen den Grenzen — o0 und + o integriert. Dabei
ist I durch (20°) bezw. fir konstante Werte von o (die jetzt
allein in Betracht kommen), durch (28) definiert. Mit Riick-
sicht auf den aus (36) zu entnehmenden Wert von i Sk &,
liitit sich die rechte Seite von (37) in folgender Form schreiben:
2 [ c\),_(_);Q (cFSHE+) — S+ i) 35‘;‘!”;!:)]

Infolgedessen erhalten wir als partielle Differentialgleichung
fiir die Funktion ¢g:

(38) Dpo=c(J, —Jy),

wo mit J, und .J, die folgenden Integrale bezeichnet sind:

J, =ff_f‘“?" e R (et P dkdldm,
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+o

y dsines 0
J, =jff¢3*(‘+fo’— o Poakalam,

oder, wenn die koustante Dichte o eingefithrt wird, nach (28):

Sa’ J‘J‘J‘smas ascosmas i ”Q (e‘s"("“ﬂ’)dkdldm

4

Sa’n fj‘fsmas ascoqlnase‘“(‘_*_w3sm;s() AR i

-—n
Statt £, I, m fithren wir riumliche Polarkoordinaten s, &, ¥ in
der gleichen Weise ein, wie auf S. 244 meiner Abhandlung;
es ist dort nur v durch den konstanten Wert £2 und demnach
I durch R, zu ersetzen, wo:

=@+ &)+ (+ ']o)’ + @+ & !,
wenn &, 7y, & dieselbe Bedeutung haben wie in (36). Dann
wird:
Sk(z + &) = R, -s-cosin 6;

also:
B

‘=43‘Fa’3313 smas—-:;s‘cosmaq sines 2-ds I ¢ foscosinBgin @ d @)
0

. 3¢ 3R, J‘smas ascosinas
sl

S it a0 E — (sin Rys - Ryscosin It s)sin ¢s€2ds
0

@ g
3¢ fsmas—uscosmas dsincs 2
= -

intad = s o 20 ds | e foscosin® iy @ d @
0 0

3ec smas——ascosmas
= ——————— — — cosin ¢s 2+ sin I s- ds.
"-r‘a‘]t s*
D

Das in J; auftretende bestimmte Integral ist von Herrn
Sommerfeld ausgewertet;') es ist dasjenige, auf welches sich

1) Gottinger Nachrichten, 1904, S. 120.
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seine obigen Bemerkungen (S. 167 ff.) beziehen. Wir haben
darnach:

1. Aus den Strecken a,c£, R, kann ein Dreieck gebildet
werden, dann ist:
3¢ @+ R—F23R,
16 na* R, a R, FY %

2. Aus den Strecken a, ¢£2, R, kann kein Dreieck ge-
bildet werden; dann ist:

(39 ,=0.

(B9  J=—

Das Integral J, kénnen wir berechnen, indem wir es auf
die beiden Integrale:
[ sinas-sinfs
P(a, ) = [ SRS gy,

v

P, (@ f) —j

cosinas - sm ﬁs

zurilckfihren; es ist dann:

Jy = 427R[PWJQ+MD+P@Iz—cm

—aP,(a,R,+¢cR) - aP(a, Ry— c2)].
Nun ist bekanntlich:

J‘c“" sina Z’sinﬁs i l_[-:)tﬂ o a It_/;

0

_a—# ﬂ P (o — By
) nrctang + log (a = /i)"

folglich, indem p = 0 gesetzt wird:
Pap) =34 fir a>8,

a , a<p

0o N
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und bekanntlich:
P (a,f)=0 fir a>4

T
E’ » (l<ﬂ.

Hiernach erhalten wir:
3ec (= n n n
h=irerlietie-3e—7
=0 fir a<R,—cQ2<R,+ c®,

L= ozt t s @—c®—Fa- o
=1’i;‘.’3‘:.—:1c;(”°_”9) fir 0<R,—cQ<a<R,+c®,
% 4_13;(‘;]2[ (%, +c9)+,(R—cQ)—o—o]
f’:c, fir 0<R,—cQ< Ry+cR<a,
J,=——§£c—— na-—”a——f’»a—}-’la]
TR 2% 2% 2%t
=0 fir a<cQ—R,<cQ+ R,
h= g3~ €@—R)—F a—o]
=83;,°R (By—cQ) fir 0<c@—R,<a<cQ+R,,
J,=4T§;f—&[g-(Ro+cQ)—g(cQ—R°)~—0—0]
=13ni:, fir 0<cQ— R,<cQ+ R,<a.

Wir fassen diese Resultate in folgender Weise zusammen;
es ist:
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Bec BanQ

(40) *= 8a2a8 R, '

wenn sich aus den Strecken a, Iy, ¢ £2 ein Dreieck bilden ik,
Jee

(406) H e

wenn ecin solches Dreieck unmiglich ist, weil a zu grok ist,
(409 g, =0,
wenn das Dreieck unmiiglich ist, weil @ zu klein ist.

Die durch Gleichung (18) definierte Funktion ¢o
geniigt der durch Gleichung (38) dargestellten Diffe-
rentialgleichung, wenn die auf der rechten Seite auf-
tretenden Ausdriicke J; und Jy so gewiihlt werden,
wie es die Gleichungen (39),... (40%) vorschreiben.

Die vorstehende Betrachtung wird ungiiltig, wenn die
Funktion v (t — £2) von ¢ unabhiingig wird, welche Werte
auch &, I, m haben mogen; dies tritt nach (33) und (34) ein,
wenn v, = 0, v, =0, v, = 0, d. h. im Falle der dauernden
Ruhe des Elektrons. Dann niimlich ist auch die durch (32)
eingefiihrte Funktion @ von ¢ unabhiingig, und an Stelle von
(34%) erhalten wir die Gleichung:

a@e

an =0
aus der sich eine Gleichung von der Form (35) nicht ableiten
liit. Dieser einfachste Fall, mit dem wir uns schon
oben in §2 beschiftigt haben, ist also hier auszu-
schliefien.

Herr Sommerfeld nimmt nun in (18) fir 2 den Wert oo
oder eine sehr groBie endliche Zahl. Bei Unterlichtgeschwin-
digkeit kann man jedenfalls 2 so grof nehmen, dafi ¢Q> R,
ist und zugleich a<¢ 2 — R,; denn R, bedeutet die Ent-
fernung des Punktes a', y', &' d. h. des Punktes, in dem sich
der Punkt z, y, 2 zur Zeit ¢ befindet, von der Stelle, wo sich
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der Mittelpunkt des Klektrons zur Zeit ¢ — £ befand. Dann
gelten aber die Gleichungen (39%) und (40%), und zwar fiir
alle Punkte z,y, z des Raumes, unabhiingig davon, ob der
Punkt z,y, = im Innern oder nufierhalb des Elektrons liegt.
Bei Uberlichtgeschwindigkeit kann £ so grofi gewiihlt werden,
dalzy R, >¢2 und a< R, —c¢Q wird, und es gelten wieder
die Gleichungen (39*) und (40%); ausgenommen sind hier
solche Bewegungen mit Uberlichtgeschwindigkeit, bei denen
das Elektron ein gewisses endliches Raumgebiet nicht verliilit.

Fiir hinreichend groBe Werte von £ geniigt hier-
nach die Funktion ¢ imallgemeinen der Differential-
gleichung:

D<p9 = )

und somit der ersten Differentialgleichung (17) im
ganzen Raume, withrend die zweite Gleichung (17)
nicht erfiillt ist. Das gilt dann auch fiir £ = oo,

Alle Entwicklungen des Herrn Sommerfeld beziehen
sich also, von Gleichung (16) seiner ersten Abhandlung ab,
auf eine Losung ¢ (und ebenso bei A, A,, A,), die nur auber-
halb des Elektrons brauchbar ist; die vom Elektron auf
sein eigenes Innere wiihrend der Bewegung ausge-
iibten Kriifte konnen daher durch die Sommerfeld'-
schen Formeln nicht richtig dargestellt werden.

Auf S. 330 meiner Abhandlung erwiihnte ich, dat Herr
Herglotz die Sommerfeld’schen Formeln auf anderem Wege
abgeleitet habe, daf aber bei ihm ein Beweis dafiir fehle,
dals seine Losung auch der zweiten Gleichung (17) geniige.
Nach vorstehenden Ausfithrungen ist derselbe Einwurf gegen
die Sommerfeld'schen Entwicklungen zu erheben, und es ist
daher nicht auffillig, wenn beide Forscher zu den gleichen
Resultaten gelangt sind.



