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Von Georg Aumann in Minchen

Vorgelegt am 9. Januar 1976

Im folgenden wird versucht, die ,,statische Vorstufe** der Ka-
tastrophentheorie, d. h. die darin anstehenden Zeit- und Para-
meter-freien Grundbegriffe und deren Beziehungen in verallge-
meinernder Weise mit Hilfe von Kontaktrelationen, oder was
dasselbe ist, mittels Hilllenoperatoren zu beschreiben. Wird die
»otetigkeit' bzw. |, Zumutbarkeit’ der Verdnderung eines ver-
inderlichen Systems mittels Hillenoperatoren ¢ bzw. @ erklirt,
so ergeben sich die stabilen, genauer ¢, a-stabilen Teile des Sy-
stemms mittels der ,,Standardfunktion'* S, einer ganz bestimmten
Abbildung, welche allgemein zwei Hiillenoperatoren #, @ einen
dritten 2 = 8(¢, @) zuordnet:

(t, @) — h = 8(2, a),
so daf} die #,a-stabilen Teile genau die 4-offenen Mengen sind.
Es werden einige Eigenschaften von S bewiesen; andere weiter-

gehende oder ins Spezielle zielende Fragen betr. S werden an-
gesprochen, aber hier nicht zu Ende verfolgt.

1. Der Stabilititsbegriff der Katastrophentheorie.

Die Beschreibung eines kausal sich verindernden Systems
denkt man sich gewthnlich in der Form, daBl der Zustand des
Systems durch eine Groe x, etwa eine Abbildung mit Werten
aus einem Vektorraum, eindeutig gekennzeichnet ist und dabei

der zeitliche Ablauf durch eine Differentialgleichung j—: = f(x)

und den Anfangszustand x,, 7, determiniert ist. Die GroBe x
braucht der Beobachtung nicht zuginglich zu sein, hat also mehr
theoretischen Charakter; aber man setzt voraus, daB3 es neben x
eine beobachtbare GréBe y, etwa wieder als Vektor zusammen-
gefalit, gibt, die eine Funktion von x ist: ¥ = g(x). Die Proble-
matik besteht nun darin, daB y im allgemeinen keiner autonomen
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Differentialgleichung gentigt, insbesondere dann nicht, wenn die
Abbildung g: Z — B, vom Zustandsraum Z in den Beobach-
tungsraum B nicht umkehrbar ist.

Zeigen x als Funktion von 7 und g als Funktion von x geeig-
netes stetiges Verhalten, so kénnten wir y(7): = g(x(7)) wenig-
stens als stetige Funktion von 7 ansehen. Dies setzt voraus, daf3
wir in B eine Zopologie gegeben haben, etwa durch das System (
der offenen Mengen. Dann existiert zu jeder Umgebung G von
vo = ¥ (1, ein Zeitintervall (z4; 79 + 0), sodafl wihrend dieser
Zeitspanne y innerhalb G variiert.

Zur weiteren Beurteilung der Verinderung von y verbleibt in
Ermangelung einer deterministischen Beschreibung nur ein Aus-
weichen in ,,Ermessensfragen’‘; hierzu dient z. B. der Begriff der
Zumutbarkeit'* einer bestimmten Veridnderung. Die Katastro-
phentheoretiker [1] erkliren dies mit Hilfe einer in B einzufiih-
renden Agquivalenzrelation ~: Eine Verinderung von y von y,
nach y; heiBt zumutbar, wenn y; ~ v, Damit erhalten wir fol-
gende maflgebliche Definition der Stabilitit:

Die Stelle y, in B heilit stabi/, wenn es eine Umgebung G
von ¥, gibt, die ganz in der Aquivalenzklasse [y,] von y,ent-
halten ist:

(0) Y GyoeGC[yo];

ce
kurz gesagt: Die von y, aus mogliche Verinderung bleibt inner-
halb eines hinreichend kurzen Zeitintervalls im Bereich des von y,
aus Zumutbaren.

1.1. Die Bedingung (0) hat nichts Neuartiges an sich; sie be-
sagt nidmlich einfach die Stetigkeit der kanonischen Abbildung
y+>[y] an der Stelle ¥ =y, wobei man sich im Raum der
Aquivalenzklassen auf die diskrete Topologie bezieht. Es ist sinn-
voll, die Situation zu verallgemeinern und in die Theorie der
Kontaktrelationen einzuordnen, indem man einmal anstelle der
Topologie in B einen Hillenoperator ¢ (mit ¢, als System der
t-offenen Mengen) und anstelle der Aquivalenz einen weiteren
Hillenoperator a treten ldBt, und noch einen Schritt weiter ge-
hend, Stabilitdt nicht nur fir einzelne Punkte, sondern auch fir
Teilmengen von B formuliert. Wir gelangen damit zu folgender

Definition :
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Es seien ¢ und ¢ Hillenoperatoren in B; dann heilt eine Teil-
menge Y von B ¢,a-stabil, wenn
(1) Y Y CGCaY.

GeG,

In dieser Formulierung kénnen wir uns noch vom Existenz-
quantor befreien, wenn wir bedenken, dall &, ein S-System ist,
d. h. gegeniuber Bildung der Vereinigung von beliebig vielen
Mengen des Systems geschlossen ist. Wenn es ein G der ver-
langten Art gibt, dann auch ein gréBtes, und das ist dann der
t-offene Kern von ¢V, d. h. €C2€ae¥ (C die Komplementbildung).
Wir erhalten damit:

(19 Y & 9(B) ta-stabil: 2 ¥V C CtCaY.
(Falls Y @ €CzCaY, so heilit ¥V ¢ ,a-katastrophisch).

Das System aller £ a-stabilen Teilmengen von B bezeichnen
wir mit &, ,. Das Studium von &, , ist gewissermalen die ,,sta-
tische Vorstufe'* der Katastrophentheorie, da hier die Abhingig-
keit von Parametern, insbesondere der zeitliche Ablauf auler
Acht gelassen wird, und mit der Definition (1") die Zumutbarkeit
nur in Hinblick auf , kurzfristige* Anderungen getestet wird.

1.2. Im Folgenden abstrahieren wir von der speziellen Bedeu-
tung von ¢ und ¢, wic es die Betrachtungen in 1. verlangen wiir-
den, und setzen von nun an ¢ und « als beliebig gegebene Hillen-
operatoren in B voraus, d. h. als extensive, isotone und idem-
potente Abbildungen der Potenzmenge P(3) von B in sich. Es
erweist sich, auch unter diesen allgemeineren Voraussetzungen,
daBB €, , ein S-System ist, d. h. als das System der Z-offenen
Teilmengen eines gewissen, eindeutig durch ¢ und & bestimmten
Hdallenoperators % in B angesehen werden kann, ndmlich gemi0
G, .= ©,, womit wir zu einer Abbildung
@) S:Hx H—H
(H der vollstindige Verband aller Hiillenoperatoren in B) ge-
langen, welche wir die Szandardabbildung nennen, und die jedem
Paar (¢, 2) von Hiillenoperatoren in eindeutiger Weise einen Hiil-
lenoperator
(2) h=38(ta) mt8, =6,
zuordnet.

P
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2. Grundeigenschaften von &, , und S(¢, a).

Ist s € H, so bezeichnen wir mit §, das System der s-abge-
schlossenen Mengen F (s/ = F) und mit &, das System der
s-offenen Mengen G (£,G = G, wobei £, die s zugeordnete,,Kern-
operation’’ Gs G, welche intensiv (A, £, Y C Y), isoton und idem-
potent ist).

2.1. Satz. Das System @, ,: ={Y: Y € P(B)AY C CtCal}
ist ein S-System,; auf ©, , ist die Abbildung o: = CtCa eine
Hiillenoperation.

Beweis. 1. Es sei X; & &, , far /& /. Dann folgt X; C
C CtCaX,; C aX, also (J;X; C (J;CtCakX,;, = C (;2CaX; C
C U:aX; C a|J,X;. Nun ist aber F: = (); tCaX, = ¢t F, also
mit G: =CF & G,

U X, C G C a(|, X)), woraus fir S: = | J,.X;
S C CtCaS

folgt. 2. o ist extensiv auf &, , (Definition von &, ). 0 = £,a ist
als Zusammensetzung von isotonen Abbildungen isoton. Somit
erhalten wir A_, 6 X C g0 X. Schliellich ist 6 X = £,aX C alX,
also a0 X C aaX = aX, und damit oo X C £aX = oX, also
o0 = o auf &, .

2.2. Die zum S-System &, , gehorige Hillenoperation /4 auf
P (B) bezeichnen wir mit S$(¢,2) : = 4; dabei ist 2(Y): = {CS:
:S & G,, A CS C Y} (ubliche Definition des zum D-System
aller CS, S € &, , gehorigen Hillenoperators); 7 bezeichne die
identische Abbildung von P(B) (kleinster Hiullenoperator) mit
G, = 3§, = P(F). Es gilt der

Satz 1. Fir jedes h € H ist 8(j, %) =7 und S(h,j) = h. -
2. Zu jedewm S-System S in P(B) gibt es (mindestens) ein Paar t,a
mit S, , = &.

Beweis. 1. Y C GCAY B Y CAY B Y EPB)RY & G;;
ferner ist Y CCAGY B Y CALYRY =4V R Y E G, -
2. Wihlt man bei gegebenem & den Hiillenoperator % so, dal
G, = &, dann ist, wie in 1. gezeigt, &= &, .

2.3. Satz 2.2. lést die Aufgabe, zu gegebenem %2 & H ein
Paar ¢, 2 zu ermitteln mit
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&) k=St a).
Allgemein ist hierzu zu bemerken:

h, t, a erfiillen (3) genan dann, wenn

(3" Y,V CCiCaVY =Y E 6,
Die Losung von (3) ist i. a. nicht eindeutig; hierzu ein Beispiel .

Es sei 4 der Hiillenoperator der gewShnlichen Topologie auf der
reellen Zahlgeraden,und @™ der Hiillenoperator mit " ¥ : = Y
{x,}, worin x, eine festgewidhlte Zahl bezeichnet. Es gilt sowohl

% = S(#,j) als auch £ = S(#,a%) und a™ ==,

wie leicht zu bestitigen ist.

2.3.1. Satz. Gilt fiir die Hiillenoperatoren a, a’, t, ¢
t =t und a < a', so folgt daraus
S,.C S, ,undS(t, a) =8(, a).

Beweis. Aus Y C £aY schlieBtmanauf ¥V C £,a'Y C 4, 'Y,
weill £ =0 >Ct =2 Ct -4, =C'C=CtC =4,

2.3.2. Satz 2.3.1. gestattet unmittelbar eine Aussage iiber die
Mannigfaltigkeit der Losungen (#,4) der Aufgabe (3) von 2.2.1.
Satz. Sind (¢, a") und (¢, a'") Lisungen von (3) mit t' =t und
a' < a'’, so ist auch jedes Paar (¢, a) mit t' =t =t und a' <
<a < a’ eine Lisung von (3) (,,Intervallkonvexitit' der Lo-
sungsmannigfaltigkeil).

2.2.3. Aus (3") 1Bt sich ein hinreichendes Kriterium fur die
Gultigkeit von (3) ableiten. Zu diesem Zweck erweitern wir das
System ,: = {C¢Y: ¥V E P(B)} zum kleinsten umfassenden
D-System

DG, :={6:6 C 6}
und bezeichnen die zu D §, gehorige Hullenoperation mit 2. (Zu
dieser Bezeichnung sei bemerkt: Ist # eine reguldre Hiullenope-
ration, d. h. ist jede z-abgeschlossene Menge als Durchschnitt von
t-offenen Mengen darstellbar, so gilt # < ¢). Dann impliziert
Y C CtCay C aY die Inklusion ¢Y C @Y, und wir erhalten den
Satz. Wenn A\, tY CaY > Y E 6,, dann gilt (3).
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3. Die Einsicht in die durch (3) gegebene Beziehung zwischen
drei Hullenoperationen #, ¢, @ kann mit den hier aufgedeckten
Eigenschaften von S als noch nicht gentigend geklirt angesehen
werden; auch Fragen, wie sich der Zusammenhang (3) gestaltet,
wenn man 4, £, a gewisse zusitzliche Eigenschaften zubilligt, z. B.
wenn alle drei Hillenoperatoren topologisch sind (wobei die so-
genannten ,,minimal begrenzten'‘ Mengen [2] eine Rolle spielen
dirften), fordern zu weiteren Untersuchungen auf.
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Zusatz bei der Korrektur. Die hier unter Bezugnahme auf den Verband
P(B) dargelegten Grundbegriffe der Katastrophentheorie lassen sich in natiir-
licher Weise in jedem vollstindigen Verband entwickeln, was der Gegenstand
einer in Vorbereitung befindlichen Note sein wird.



