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Der abbildungstheoretische Zugang zur Topologie
(2. Mitteilung)

Von Georg Aumann, Miinchen.

Professor J. Aczél zum 55. Geburtstag gewidmet

0. Einleitung. Ausgangspunkt der 1. Mitteilung [1] war die
Mecthode der Analysis, eine Abbildung f: X — ¥ anhand ihrer
Einengungen f | X', X' C X, zu studieren; dabei ergab sich bei
Annahme natiirlicher Forderungen an Systeme solcher Ein-
engungen der Begriff des topologischen Raumes, und zugleich
eine ,,abbildungstheoretische' Kennzeichnung des topologischen
Rawmes. In dieser zweiten Mitteilung ist fir die Frage nach
der Art und Weise eines Studiums von Abbildungen die etwas
allgemeinere Vorstellung richtungsweisend, wonach sich nidmlich
nach Einbettung von f in die Familie § = §(X, V) aller Abbil-
dungen von X in ¥ jede Eigenschaft von f deuten liBt als Aqui-
valenzklasse einer gewissen Aquivalenzrelation = in §, so daB die
urspriingliche Aufgabe, nidmlich f: X — ¥ hinsichtlich einer
Eigenschaft zu studieren, nun erscheint als das Studium einer
Aquivalenzrelation &~ in §. Hierzu dient als Werkzeug ein ge-
wisses System von ,,Grundidquivalenzrelationen ~z, x € X ; er-
fillt dieses zwei naheliegende Eigenschaften, so liegt eine Struk-
turierung von X als ,,AbschluBraum’ (im Sinne von E. Cech)
vor, und umgekehrt. Damit hat man auch eine abdbildungs-
theoretische Kennzeichnung des Abschiuffraumes. Das gewonnene
Ergebnis erlaubt eine gewisse Vereinfachung des in [1] hinsicht-
lich topologischer Ridume erhaltenen Satzes. AbschlieBend sei
hierzu noch bemerkt: Bei beiden Kennzeichnungen handelt es
sich, wie man sagen kénnte, um ,,theoretische Motivationen‘* im
Gegensatz zu den ,,praktischen Motivationen'‘; diese letzteren
sind nichts anderes als die ubliche Verallgemeinerung ecines
praktischen Beispiels, d. h. man gewinnt ausgehend von einer
bekannten speziellen Situation durch Abstreichen spezieller
Eigenschaften den neuen Begriff, wihrend bei den ersteren der
Weg umgekehrt ist: Ausgehend von einer allgemeinen Sachlage
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ergibt sich der neue Begriff durch Hinzunahme von, aus der
allgemeinen Situation heraus verstindlichen, speziellen Eigen-
schaften.

In einem 2. Abschnitt wird eine Verallgemeinerung behandelt,
indem das System {~z:x & X} der Grundidquivalenzen in §
ersetzt wird durch ein System {<z! 2 & X} schwacher Ord-
nungen <z in § und ¥ durch eine schwach geordnete Menge
(mit wenigstens 3 Elementen).

1. Kennzeichnung des Abschlufirammes

1.1. Die viele Antworten zulassende Frage: Wie soll man eine
Abbildung f: X — Y studieren? kann nur durch Konkretisie-
rung eine bestimmte Antwort erhalten. In Richtung einer solchen
engeren Fassung der Frage machen wir folgende Annahmen:

(A) Anstelle einer einzelnen Abbildung f: X — ¥V betrachten
wir gleich die ganze Familie § = §(X,Y) aller /: X — ¥ bei
festem X = @ und Y mit einer Michtigkeit 2> 2. Anstelle einer
Eigenschaft von £ tritt dann eine Aquivalenzklasse einer gewis-
sen Aquivalenzrelation =~ in §.

(B) Nicht jedes beliebige = in § wird interessieren, sondern
nur ein solches, welches bezliglich einer oder mehrerer von ge-
gebenen ,,Grundidquivalenzrelationen’ ~¢ konsistent ist, d. h. der
Bedingung

Nigeg(f ~g >f=~g)

gentigt. Wir betrachten gleich ein ganzes System {~¢: ¢ & C}
solcher Grundidquivalenzrelationen ~¢ in §. Ein solches System
heil3t distinktiv, wenn

Niges (Neec f ~g) > f=2g
Z.B istGy: ={=ixC X} mitf=,g: 3 flx) =g
distinktiv. .
(C) Das System € ist zwar trivialer Art, aber es legt den Ge-
danken nahe, das Grundidquivalenzsystem in der Form
(Ae) C:={~'izxec X}

vorzugeben, wobei also jedem x € X cine A'guz'valenzrelation ~z
in § zugeordnet ist; die Vorgabe von & in dieser Form geht in
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Richtung einer topologischen Betrachtungsweise. Zu vorgegebe-
nem & kénnen wir die folgenden Mengen bilden: Fir £, g € § sei

() f~gli={xix EXASf ~g}
(2 [U=gl:={FireXrflx) =)

und erhalten als eine erste Bezichung zwischen diesen Mengen:

O Apgegl/ ~21C1f =4l

hat die Disjunktivitit von @ zur Folge; denn (I)ist dquivalent mit

) JK-/,aG%;zeXf ~z g > f(x) =g(x)

1.2. Um zu einer reicheren Struktur in § zu gelangen, mul}
man von & noch mehr fordern; naheliegend ist die folgende
Monotonieeigenschaft:

M) Narresf=8CL =& >~ CLf ~4&
(Wenn ein Paar von Abbildungen in mehr Punkten tberein-
stimmt als ein anderes, so ist es auch beztglich mehr Punkte
dquivalent.) Die Voraussetzung der Bedingung (M) hat erheb-
liche Konsequenzen. Wir sagen, das System & erfiille die Be-
dingung (D), wenn gilt: Es gibt eine Abbildung 4: P(X) — P(X),
so daf fur alle /g & Fund allex & X
(B3) SregRxC A =8D
oder was dasselbe ist, f ~ g = £([f = g]) fur alle f, g € §, und
ferner £(A nB) = £(4) nk(B) fur alle 4, B & P(X) und
ALX) = X.
Nun gilt der

Satz. (Ae) A (M) 2 (D).
Bewers. (2) Zu >. Aus (M) folgt speziell

UV=8=1l/=&1>U~sl =1 ~¢1]

fur beliebige f, g, /', ¢’ aus §, was gleich bedeutend ist mit der
Existenz einer Abbildung

£ BX) — P(X) mit [f ~g] = £(f = gD;

denn wegen # ¥V > 2 kann [f = g] jede beliebige Teilmenge
von X sein. Dabel ist £ isoton. Zum Nachweis der ~-Distribu-
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tivitit von £ bemerken wir, daf3 die (vorausgesetzte) Transitivitit
aller ~z gleichbedeutend ist mit

@ MNporeglf ~glnlg ~AC[f ~ 7],

sodaBmit A:=[f=¢g], B:=[g =4~} und C:=[f=/] gilt
£(A) N E(B)C £(C). Nun ist aber allgemein € C C(A + B).
Zusammen mit der Isotonie von £ erhalten wir damit

() EA) AA(BYC £(C(4 + B)) fir alle 4, B & P(X).

Wenden wir (5) an auf eine beliebige disjunkte Dreiteilung von .Y,
Ay oAy dy =X, so folgt k(Ag v A nk(Ag o Ay) C £(Ay),
und da wegen der Isotonie von £ auch die umgekehrte Inklusion
gilt, als dann

6) ElAgw A N k(Ag o Ay) = £(Ay).

Betrachten wir nun ecine Zerlegung von X in vier beliebige
disjunkte Teile, P v @ w R\ S = X, so folgt aus den Trito-
mien Qv P U (R S)und Qv R w (P wS) gemil (6)

EQ U P)AEQ U S U R) = (0),
AOQURYNEQ S U P)=Fk(Q).
~-Multiplikation der letzten beiden Gleichungen ergibt mit (6)
EQ O P) ~ QU R) A E(Q ) = HQ),
was wegen £(Q\ P) ~A(Q U R)C £(C(P+ R))=k(QwS)
sich (gemiB (3)) schlieBlich auf
£(Q 0 Py k(@ R) = £(Q)

reduziert. — AuBerdem ist A(X) =£(f=f])=[f~f1=24X
wegen der Reflexivitdt der ~z.*)

* Dafiir, daB aus dem Bestehen von (5) und der Isotonie von £ die
~-Distributivitit von 4 folgt, hat W. Benz [3] auf dem Internationalen
Symposium iiber Funktionalgleichungen in Graz 1978 ecinen von den obigen
Uberlegungen unabhingigen Beweis gegeben. Hierzu sei noch bemerkt, daf3
sich die obige Beweismethode fiir den Fall 4 YV 2= 3 auch durch eine kom-
binatorische Betrachtung ersetzen lifit, wie sie nachfolgend in 2.2., Beweis-
teil “Zuw (11)%, Fall (ii), verwendet ist.
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(B) Zu <. Aus der ~-Distributivitit von £ folgt sofort die Iso-
tonie, d. h. (M). Ferner erweisen sich die durch

fr=gi e k(f=4])
definierten Relationen ~; in § fiir jedes » € X als Aquivalenz-
relationen. Dennx € X >x € £(X) = £([f =f]) >F ~zf,d.h.
~;z ist reflexiv. Die Symmetrie von ~; ist evident. Und schlie3-
lich folgt aus der allgemein giltigen Inklusion

f=slnlg=4Cf=4]

[f ~elnlg ~h =k({f=s) k(g =4]) =

t(f=glnlg =M C(f =) =1 ~4,
d. h. die Transitivitit der ~.

1.3. Das Ergebnis von 1.2. liefert nun die ,,abbildungstheo-
retische’* Kennzeichnung des sogenannten ,,AbschluBraumes®.
Nach E. Cech [2] heit die Menge X ein Abschiufraum (X, &)
mit den ,,Abschluloperator /%, wenn /%: P(X) — P(X) und fir
alle 4, B € P(X) gilt: (1.) £(A)C 4, (2.) 2(A v B) = i(4) v
w A£(B), und (3.) 2(2) = .

Jedes £ gemiB (D) von 1.2. liefert in
@D hi=CokoC
eine Abbildung /% mit den Eigenschaften (2.) und (3.). Um die
Situation in 1.2. der eines AbschluBraumes anzugleichen, haben
wir von £ noch die zu (1.) duale Eigenschaft
1 £(A)C A fur alle 4 € P(X)

zu fordern, was gemil (3) mit (I") dquivalent ist. Damit gilt der

Satz. X ist genau dann Abschlufraum, wenn

€:={~ix € X} (Ae), (M) und (I) erfilit.

Bemerkung. Durch die Zunahme von (I) kommt die Distink-
tivitdt von &€ herein. Es genligt aber nicht, anstelle von (I) nur
die Distinktivitit von € zu fordern; denn die Distinktivitit von &
ist dquivalent mit
I Areym D) =X >T=1X,

was nur eine Folge von (I") ist.



Qo0 Georg Aumann

1.4. Das Ergebnis von 1.3. erlaubt den Satz von der abbildungs-
theoretischen Kennzeichnung des topologischen Raumes ([1],
S.60) zu verschirfen, d. h. von der damaligen Bedingung
3 ¥V = 3 zu befreien, und diese durch die schwichere =V = 2
zu ersetzen. Indem wir noch die damaligen Bedingungen (a)
und (b) (1], S. 69) in eine zusammenfassen, ndmlich in

M Nargeglf ~glClf =818 [f~gICIf ~£,

erhalten wir den

Satz. X ist genau dann topologischer Raum, wenn (Ae) und
(T) gelten.

Bemerkung., Den Zusammenhang der obigen Betrachtungen
mit bekannten Begriffen ersicht man im Falle des topologischen
Raumes aus dem Umstand, daB3 die Mengen [f ~ ¢] mit den
offenen Mengen des topologischen Raumes identisch sind. Die
Aussage f~, g2 x & [f ~g] C [f =g] interpretiert sich
daher wie folgt: f und g liegen in derselben Aquivalenzklasse
von ~z genau dann, wenn x enthalten ist in einer Umgebung
von x, auf der # und g identisch gleich sind. Die Aquivalenzklas-
sen von ~z sind also genau diejenigen, wie sie bei der Definition
des ,,Abbildungskeimes‘’ bzgl. des Punktes x auftreten.

2. Geordnete Systeme von Abbildungen

2.1. Zu einer gewissen Verallgemeinerung der vorausgehenden
Betrachtungen gelangt man, wenn man anstelle der punktbezo-
genen Aquivalenzrelationen ~; in § punktbezogene schwache
Ordnungen <. in § treten liBt und die Bildmenge ¥ als schwach
geordnet voraussetzt. (Die bindre Relation <{ in der Menge V
heiBit eine schwache Ordnung (in V), wenn fir alle x,y,5 © ¥ gilt

y<yund (x <yAy <z >2x <o

Insbesondere ist jede Aquivalenzrelation eine schwache Ord-
nung).

2.2. Satz. Vorawussetzung: X und Y seien beliebige Men-
gen mit X == g und #V =2, £:PX) - PX), ¥, L) sci
schwach geordnet, § der System aller Abbildungen f: X — 7,
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f<gli={xirx e XA flx) <g()} und fir jedes x € X sei
durch

8) [f<zg:8BxcEk(f<Lg)) furf, g, € § eine binire Re-
lation <z in § erkldrt. Behauptung: (1) Dafiir, daB gilt:

(9) » <<z gemil (8) ist fur jedes x & X eine schwache Ord-
nung in §*,
ist hinreichend, dal} gilt:
(10) ,,£ist ~-distributiv und £(X) = X*“.
(IT). Wenn ¥ drei verschiedene Aquivalenzklassen bzgl. der

Aquivalenzrelation ,,<< und >=‘“in ¥ enthilt, so ist (10) fiir (9)
auch notwendig.

Beweis. 1. Notwendig und hinreichend fur die Reflexivitdt
aller <z ist, daB x € £([f < f]) = £(X) fur alle x € X
gilt, also £2(X) = X. — 2. Zu (I). Notwendig und hinreichend fir
die Transitivitdt aller < ist

(12)  A([f<gD) mt(lg <A CA(LSf <A firalle f, g, 2 € 3.
Zu (I). Setzt man
13) A:i=[f<gl, Bi=[g<hl Ci=[f<Al,

so folgt (aus der Transitivitiit von < in ¥) A ~ B C € und mit
der ~-Distributivitit (und Isotonie) von £ alsdann £(4) ~ £2(5B)
= k(A NB)C £(C), d. h. (12).

Zu (II). Sei jetzt (12) erfiillt und in ¥ seien 3 verschiedene
Aquivalenzklassen bzgl. ,,<< und ="' vorhanden, etwa Y, V,, V5.

Bei geeigneter Numerierung gibtes v, € Y}, 7 = 1, 2, 3, so dal3
(14) Ty <yp 1y <yzund 71y <y

Anderenfalls miifite ndmlich gelten:
Vi< V,vYi <V )a@,<VivY,<Va¥;<V,vYl;<
< Y2)’

was der Aquivalenzklasseneigenschaft der ¥; bzgl. ,,<{ und >
widerspricht. Wir zeigen nachfolgend (in 3.), dal man mittels
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(14) durch geeignete Wahl von f, g, # € § in (13) folgende Men-
gentripel ralisieren kann:

) A, C beliebig mit 4 C Cund B:= A4 oder B:= X,
(11) A, B beliebigund C:= 4 ~ B.

Alsdann folgt nidmlich zundchst aus (12) und (i) (in beiden
Fillen) £(A4) n £(B) C £(C), d. h. 2(A) C #(C), also die Isoto-
nie von 4, und damit £(4) ~ £(B) D k(A ~ B) fir beliebige
A, B &€ P(X). SchlieBlich liefert (ii) und (12) fir beliebige
A, B € Y(X) auch £(4A) ~ £2(B)C #(A ~ B), und damit die
Gleichheit in dieser Inklusion.

3. Fiir (i) wihlen wir f, g, 2 gemilB folgender Konstanzmen-
gentabelle, wobei wir zu unterscheiden haben

Fall 1. ¥4, ¥s, v3 sind nicht alle miteinander vergleichbar;
dann gilt neben (14) etwa noch 7y, < ¥, und wir kénnen hier
B = A setzen. — Fall 2. y,, ¥, ¥3 sind alle miteinander ver-
gleichbar, also y, > ¥, > y3, und wir haben hier 5 = X zu set-
zen (in der Tabelle sind fur den Fall 2 die Werte von f, g, /2 in
Klammern gesetzt):

| 4 | N4 | x~\¢C
fimwiyma ¥1 (1)
g »1 (¥3) L v (¥3) Y2 (¥s)
. ’ 1 () 1 (31 L Ys (ya)

Fiir (ii) lautet die Tabelle

ANC | A~B BN\C | XN\AUB)

S ! Ya ’ Y1 2 ' n
g | X2 N ; Ve i Ve
k| s 2 | %2 | s

2.3. Ein Gegenbeispiel, welches zeigt, daB £ nicht notwen-
dig ~-distributiv zu sein braucht, wenn ¥ nur zwei Aquivalenz-
klassen enthdlt.

X:={1,2,3,4}, V:={1,2} mit = fur <, weiter £(4):= X
bzw. @, je nachdem die Teilmenge A von X von gerader bzw.



Der abbildungstheoretische Zugang zur Topologie (z. Mitteilung) 93

ungerader Maichtigkeit ist. £ ist nicht isoton, also auch nicht
~-distributiv; aber (12), das sich hier auf £(A4) ~ £(B) C
k(C(A + B) reduziert, ist erfullt, ebenso auch £(X) = X.
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