BAYERISCHE AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHE KLASSE

SITZUNGSBERICHTE

JAHRGANG
1966

MUNCHEN 1967

VERLAG DER BAYERISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
In Kommission bei der C. H. Beck’schen Verlagsbuchhandlung Miinchen



Bemerkungen zur elementaren Algebra:
I. Restklassenring und Resultante

Von Hermann Schmidt in Wiirzburg

Vorgelegt am 4. November 1966

Vorbemerkung: Eine Ubersicht {iber die folgenden Betrach-
tungen enthilt das ausfithrliche Summar zu Beginn dieses Bandes.

1. Gegeben sei ein kommutativer Ring & mit Einselement; R[x]
sei der Polynombereich einer Unbestimmten tiber R. Die Teil-
barkeitslehre in diesem st83t auf Schwierigkeiten, falls R Null-
teiler enthilt, so daB der Satz von der Addition der Grade bei
Multiplikation zweier Polynome nicht mehr zu gelten braucht;
so ist etwa (2x + 3) (3x + 2) = x Uber dem Restklassenring
{#]y =o0,1,... 5} der ganzen Zahlen mod 6. Geht man jedoch
von einem Polynom f(x) mit héchstem Koeffizienten 1 aus:

f@) =2"+ a7+ ta,

so bleibt fiir Produkte mit einem Faktor f(x) der Gradsatz erhal-
ten, und im Restklassenring S = R[x]/f(x) hat, wie im Falle eines
Integritdtsbereichs, jede Klasse genau einen Vertreter, der ein
Polynom g (x) hoéchstens (7 — 1)-ten Grades ist. Wir wollen
zunidchst den Vertreter ¢, () fur die Potenz 2" bestimmen
(y=o0,1,2...).

Aus 2" f(x) = o(f) folgt sofort die Rekursionsformel

(pv-i-n(x) + altpv—l-n—l (X) + c T + an(pv(x) = 0.

n-1

Wenn also ¢, (x) = 3 ¢, , %" gesetzt wird, ist bei festem p
#=0

¢,, s jene Losung der Differenzengleichung

(1> €v+n+al("v+n—1+"°+ancv=0 (v=0!1!2"')’
Minchen Ak. Sb. 1966



168 Hermann Schmidt
die der Anfangsbedingung
(1>I [V,/l = 60/1

(Kroneckersymbol) fir o <v < n—1 entspricht. Man erhilt
also die n-spaltige unendliche Matrix U = (¢, ,) durch fortge-
setzte Anwendung von (1) auf die Zeilen des Schemas

1 o 0
(e} 1 o

2 .
() (0] (o} 1
\_an —a, -

Fiir ein herausgegriffenes y < 72— 1 und » > p kommt (1) (1)’
ersichtlich auf die folgende Gleichheit im Ring R {£) der for-
malen, gewodhnlichen Potenzreihen iiber R hinaus:
tn—y—l

1+ ay ¢+ - +a,_

= (1 +a1t+ S + aﬂt"> (Cy,p+cy+l,[tt+ C;A+2,/1t2+ = .)'

Nun kann die formale Reihe fiur (1 4- a2+ - - 4- ¢, )1 & R{)
durch formales Einsctzen in die geometrische Reihe fiir
(1—2)"! gewonnen werden; das folgt daraus, daB3 die Abbildung
w— 2 v, (y, & R) einen Ringhomomorphismus von R{u)

r=1

in R{#) bewirkt.! Daher hat man in R{#), wenn noch a5 = 1
gesetzt wird,

I8
™

=

(3)

Bt=op
0

1

x
I

P

®
|

a, 1 ;'O((

1 “%
7 Al 4,0 '

L]
Il
=3

1 Das folgt z. B. aus Bourbaki, Elements de mathématique, Livre 11, Al-
gebre Ch. IV, § 5, No. 5 (1950), ist aber auch direkt leicht nachzurechnen. Bei
diesem Verfahren wiirden sich in der Herleitung der Waringschen Formel
bei Perron Algebra I, 3. Aufl. (1951) S. 152/54 Restglieder einsparen lassen.



Bemerkungen zur elementaren Algebra 169

worin jeweils bei festem »z Giber alle Systeme von # nichtnegativen
ganzen Zahlen (1) mit 3’ 7 A =  zu summieren ist. Wegen (1)
gentigt es, dic Koeffizienten von #* fiir # > #—u zu vergleichen;
abgesehen von dem fiir ¢ = 0, m = % hervorgehenden Beitrag
ergibt sich hierfiir noch eine Summe, die sich nach einfacher Um-
bezeichnung 4, + 1|}.0 schreiben [403t:

. 52 (2]'._1) | n—pu—1 i
T (Z<_1>W’ a2 A(’)'Ha’b

(%) e=1

Hier lduft jeweils j von 1 bis #, und die duBere Summe ist Giber alle
Systeme mit A; 2> 0, >'jA; = # zu erstrecken. Die Faktoren der
Potenzprodukte sind aus dem Bereich I' der ganzen Zahlen;
die Multiplikation ist ,,dulBlere’ Multiplikation in dem in R
enthaltenen, von jenen erzeugten I'-Modul, was fiir Char. R == o
von Bedeutung ist. Zusammengenommen erhilt man schlieBlich

die Endformel

A (E;"_l)! i
@ au= 2\ Ty Gt -+ A

worin jetzt das Gewicht jedes Glieds >’ jA, = v—u ist, und das
Ergebnis fiir alle » >y richtig ist; die Summe wird fiir v <Z# null.

2. FaBt man nunmehr den Ring S als (kommutative) Alge-
bra vom Range 7 iiber R auf, und wihlt man die Klassen
e,= x£"(v = 0,1,2, ... n—1) als Basis (£ die Klasse von x mod f)
so ist in der durch

(5) e = 2 ¢

erkldrten Multiplikationstafel offenbar Cun,u = Cxr1,, in der Be-
zeichnung von 1. Dabei werden nur die Werte » < 22— 2
ben&tigt. Man erhilt nun bekanntlich die sogenannte regulire
Darstellung® von S (beziiglich der Basis (e,)), indem man jeder

n—1

Restklasse g(x) = 3 4;4* dic durch Bildung der Produkte
A=0

2 Vgl z. B. Deuring, Algebren, Ergeb. der Math. IV (1934) S. 3 oben.
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x*g(x) (0 <x < n—1) nach (5) Zeile fiir Zeile hervorgehende
Matrix

n—1
©) G = (Z 5151+x,,‘)
)

=0 0Sx,usSn-1

zuordnet.
Da diese Zuordnung ein Homomorphismus ist, gilt auch

o 1 .. ©
o o o .. ©
(7 G =3 64", wenn A = . o
4=D o o P
—a,, —Q,_y, - . —a

die der Klasse # nach (6) (vgl. auch (2)) zugeordnete Matrix be-
deutet. Insbesondere ist also 4* = (¢;4,,,). Die Determinante
von G heiBt die Norm des Elements (beztiglich der reguldren Dar-
stellung). Wir wollen zeigen, daB3 sie mit der Resultante R (f, g)
tibereinstimmt (g (x) == 0).

Zum Beweis betrachten wir die (27 — 1)-reihige quadratische
Matrix der Determinante 1:

Vo o
C - (C En—l)’

n—1

wo £,, £,_; Einheitsmatrizen der angegebenen Ordnung sind,
wihrend
Con
o1,
Cn—l =

Con-2,u/0<psn-1

aus den Zeilen der Nummern #-}+ 1,242, - - + 22— 1 der Ma-
trix U (vgl. 1. (2)) besteht.

Ferner sei @ die Matrix
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by b1 .. . 6,4 O
o by . .. by_y - -
Q — (o] o] . . 60 « e én-l 5
a, . a, a, 1
o a, a, , @, o 1 )

diese kann offenbar durch geeignete Zcilen- und Spaltenvertau-
schungen in die Matrix der Sylvesterschen Determinante iiber-
gefiihrt werden, ihre Determinante ist also bis aufs Vorzeichen
die Resultante. Da aber das aus der Hauptdiagonale entsprin-
gende Glied iibereinstimmt, gilt det Q = R (f, g). Auf Grund
von (1) (1)’ und (6) ergibt sich nun leicht
GL
(®) QC—(oF”_l),

wo es auf die Elemente der Matrix Z vom Typ (%, n—1) nicht
ankommt, wihrend det &, _; = 1 ist; und daher ist

(9) det @ = det G = R(f, g),

wie behauptet?.

3. Es sei nunmehr R = K ein beliebiger Kdrper. Dann 14Bt
sich(g) ausPerrona.a.0.1S. 262/263, insbesondere (15)fir y = o,
gewinnen. Ferner ist G in der zu S isomorphen Matrixalgebra
K [A] genau dann Nullteiler, wenn det G = o. Die Existenz von
Nullteilern kommt aber, wenn man S zugrunde legt, darauf hin-
aus, daB f (x) Giber K zerlegbar ist (da sonst .S ein Korper wire).
Letztere Annahme aber ist damit gleichwertig, daB f(x) mit
einem Polynom geringeren Grades g (x) einen Teiler gemein hat,
oder also,daB fiir ein solches die Resultante R (f, g) verschwindet.
Nach 2. (7) (9) haben wir also einen doppelten Zugang zu der

8 Hier wurde, auch falls Grad g(x) < 71 sein sollte, die Resultante fiir den
formalen Grad »—1 angesetzt; man sieht aber sofort, daB diese sich, wenn etwa
by F 0y bpyy1 =bpqp9="++=0b,_1 = 0 genau auf die dem Grade s ent-
sprechende Resultante reduziert.
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Zerlegbarkeitsbedingung

Das Polynom f(x) (vom Grade > 2) {iber dem Koérper K ist
daselbst genau dann zerlegbar, wenn die Form

F(ty, tyy o ty) =det (0 F + 5 d + 14% + oo 4, A7)
= R(f(), to+ tr + oo+ £,y 27

der Unbestimmten #, in K cine Nullform ist, d. h. fiir mindestens
ein System von Spezialwerten (2,) = (4,) (== (0)) aus K verschwin-
det.

(Es wird in letzterem Falle von selbst Grad g(x)==o0, da ja
det £ =1). Da wenn f (x) zerlegbar ist, sicher auch ein Faktor vom

Grade < g—lexistiert, genugt es naturlich, #(¢y, #y,...¢,,0,...0)

m? b

flr m = [:—Z] zu priifen. Die Zerlegbarkeitsfrage wird hiermit auf

etne diophantischc Bedingung zurtickgefithrt, die, wenn auch
im Einzelfalle gewiB nicht immer bequem zu handhaben, viel-
leicht bei solchen Kérpern von Interesse sein diirfte, bei denen
nicht, wie beim rationalen Zahlkérper, tiber Zerlegbarkeit oder
Unzerlegbarkeit mittels endlich vieler Proben entschieden wer-
den kann.



