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Uber approximative Nomographie. IV
Herrn Otto Haupt zum 5. Geburtstag gewidmet

Von Georg Aumann in Miinchen
Mit einer Figur

Vorgelegt am 4. Mai 1962

1. In einer demnichst erscheinenden Arbeit [1] habe ich ge-
zeigt, daB die Eigenschaft einer Uberdeckung |_J A4, einer end-
q

lichen Menge M mit Mengen A, ein A-Geflecht zu sein (s. [2],
S. 29) nicht nur hinreichend sondern auch notwendig ist dafiir,
daB durch jede ,,ausgeglichene Verwandte* g| 4/ der Funktion
f|M (s. [2]) das Problem, f durch eine Linearkombination der
charakteristischen Funktionen #, der 4, im Sinne einer Tsche-
byscheffschen Approximation zu approximieren, gelost wird.

Inzwischen hat sich gezeigt, daB viele fiir die Praxis bedeu-
tungsvolle Uberdeckungen keine A-Geflechte sind, auch nicht
jenes, welches zum Approximationsproblem

(1) at'jk inj + yjb + Brs

(a;;; gegeben, x;;, ¥4, 2;; gesucht) gehort und von welchem in [2]
in Aussicht gestellt wurde, daB3 es sich wohl als 4-Geflecht erwei-
sen wirde.

Im folgenden mdchte ich noch einige Beispiele von A4-Geflech-
ten und von Uberdeckungcn, die keine A-Geflechte sind, brin-
gen und abschlielend eine Bemerkung iiber konvexe Funktionen
mehrerer Veridnderlichen hinzufiigen, die einen plausiblen Grund
enthilt dafiir, daB die Methode der ,,alternierenden Symmetri-
sierung®’ nur in besonderen Fillen als wirkungsvoller Lésungs-
algorithmus fiir das oben genannte Approximationsproblem in
Frage kommt.

3 Minchen Ak. Sb. 1962



22 Georg Aumann
2. Unter Bezugnahme auf die Definitionen in [2] gilt

Satz. Jede Uberdeckung \ ) A, = M einer endlichen Menge M,
q

bei der jeder Punkt von M hichstens zwei Mengen A, angehirt,
ist ein A-Geflecht.

Beweis. Zur gegebenen Wechselfunktion o | M/ bestimmen wir
eine Einengung, zu der sich in einfacher Weise eine zugehorige
Funktion s, wie sie der Hauptsatz von [2] verlangt, bestimmen
1aBt.

1) Wir beginnen mit einem Punkt xy mit ¢ (xy) = - 1. Er liegt
auf einer Menge A4, und auf A ein zweiter Punkt x; mit o(x;)
= — 1. Gehért x, einer von A, verschiedenen Uberdeckungs-
menge, etwa A4,, an, so finden wir auf 4; einen Punkt x, mit
o(xy) = 41, usw. Das Verfahren endet mit einem letzten Punkt
%, wobei entweder (Fall A) x, nur der einen Uberdeckungs-
menge A, _, angehort, oder x, auch einer Menge A, angehort, die
mit einer fritheren Menge A, # </, identisch ist. Fillt dabei ,
mit x; bzw. x; . ; zusammen (Fall B), so haben wir in 2;2,, . . .2,
bzw. x;,; #4;.5. .., ein geschlossenes Polygon mit alternie-
renden o-Werten und mit je in einem A, gelegenen Seiten. Die
Einengung von ¢ | M auf die Ecken dieses Polygons ergibt bereits
eine Funktion s der verlangten Art. Wenn aber x, von x,; und
x,;,1 verschieden ist, so stehen wir vor zwei Moglichkeiten: Ent-

weder o(x)) =0 (x;) (FallC), dann ist x, ;. ..x, ein geschlosse-
nes Polygon wie im Falle B, oder wir haben o(x) = —o(x;)
(Fall D).

2) Im Fall A benennen wir um: x, =y, ..., =2y, und
imFalle DgemaBx, o =90 -« X, =¥ ;0 %, =Yi_ i1+

xo=¥,_;, und setzen die Kette v, . . . y,bzw. 3, . . . ,_; nach der
in 1) beschriebenen Art fort, bis wir wieder mit einem letzten
Punkt v, auf einen der Fille A bis D stoBen. Die Fille B und C
erledigen sich dabei wie in 1).

Tritt nun etwa der Fall A ein, so haben wir, die Fallunter-
scheidung von 1) mitberiicksichtigend, die Mdéglichkeiten:

AA: Hier liefert die Einengung von o auf die von unserem Ver-
fahren beriihrten Punkte eine Funktion s;
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DA Hier wihlen wir s = ¢ auf der zur Fortsetzung der y-Kette
gehérigen ,,Schleife’ und s = 20 auf den restlichen von unse-
rem Verfahren betroffenen Punkten.

3) Tritt aber bei der Fortsetzung der y-Kette der Fall D ein,
so ergeben sich die Méglichkeiten AD, die wie der Fall DA von
oben behandelt wird, oder der Fall DD. Hier miissen wir zwel
Moglichkeiten in Betracht ziehen:

(a) Die zur ersten Schleife x;, ;... x,x,; ., gehérigen Mengen
A, werden bei der Bildung der zweiten Schleife gar nicht be-
rithrt. Dann setzen wir s = ¢ auf den Punkten der beiden Schlei-
fen und s = 20 auf den berithrten Punkten auB3erhalb der beiden
Schleifen.

(b) Der letzte Punkt v, der fortgesetzten y-Kette liegt auf einer
der Uberdeckungsmengen der ersten Schleife. Drei Fille blei-
ben zu betrachten:

(b1) v, liegt auf der x,,,, und x;, ,, 4 enthaltenden Uberdek-
kungsmenge (m =1, ..., oder /—i—1). Dann ist x; =y, , .,
Yiets -y Yy Xigms it m—1r -+ +» ¥iy1, 4; €in geschlossenes
Polygon der gewiinschten Art.

(b2) ¥4 = x,,.;. Dann tut es das Polygon x, =y, . _;, ...,
Yy X

(b3) ¥, ist ein vierterPunkt auf der Uberdeckungsmenge, die
schon x;, x; 4, und x, trigt. Dabei haben wir fiir ¢ zweimal den
Wert 41 und —1. Dabher liefert hier die Einengung von ¢ auf

alle berlihrten Punkte eine Funktion s der verlangten Art.

3. Es gibtaber auch 4-Geflechte, bei denen ein Punkt auch mehr
als zwei Uberdeckungsmengen angehéren kann. Wir nennen eine
Uberdeckung |_) A4, = M der endlichen Menge A baumartig,

q

wenn es keineFolge von lauter verschiedenen Punkten x, . .. x,
von M gibt, so dal3 # >> 2 und je zwei aufeinander folgende Punkte
sowie der erste und letzte in je einer Uberdeckungsmenge enthal-
ten sind.

Satz. Jede bawmartige Uberdeckung einer endlichen Menge ist
ein A-Geflecht.

*

3
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Beweis. Man kann cine Kette konstruieren, die dem in 2. be-
handelten Fall AA entspricht.

4. Die Tabelle

1+ 4+ 1— o 521
2i= §— 3t 2+ 3=
Dheese o 6+ 6+ 3=+
2+ 5 =ir 5— 2= 2—
3= 34 Ft 6—
6 + 4 — 6— 4+
t+ 3T : G
§== 2= 2+
1= 4 1+ 3= 1
8 5 g 4+ Gt

beschreibt eine o-Funktion auf einer g§X 5 X 6-Matrix, wobei die
Zahl die Stockwerknummer und das dahinter stehende Vorzei-
chen das Vorzeichen von o angibt. An allen nicht weiter bezeich-
neten Plitzen hat ¢ den Wert o. Es 1d3t sich leicht nachpriifen,
daf3 jede zu o passende Funktion s identisch verschwindet. Die
Siulen in allen drei Richtungen einer dreidimensionalen Matrix
bilden also kein A4-Geflecht; das Approximationsproblem (1)
ist einer Behandlung mittels ,,alternierender Symmetrisierung*
nicht zuginglich.

5. Das Beispiel in 4. kann auch dazu verwendet werden, zu zei-
gen, daB die zu den ,,ebenen’’ Approximationsproblemen

(2 ap~x+ v+ 24,
(3) G~ + Vit vy,

gehorigen Uberdeckungssysteme, nimlich das ,,Dredechsnets"
und das ,,Vierernetz', keine A-Geflechte darstellen.

Um fiir (2) eine passende Funktion ¢ zu erhalten, projizieren
wir das Geriist der obigen dreidimensionalen Matrix so in die
Ebene, dal3 sich die Bilder der senkrechten Saulen und auch die
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einzelnen Stockwerke nicht iberdecken. Die bei der Projektion
mitgenommene Funktion ¢ kénnen wir als eine Wechselfunktion
auf einem Dreiecksnetz deuten. Auch jetzt ist jede zu o gehorige
Funktion s Null.

Hat man aber fiir das Dreiecksnetz eine solche Funktion 4, so
gewinnt man daraus eine fiir das Vierernetz, indem man ein zwei-
tes kongruentes Dreiecksnetz nimmt, dieses mit der Funktion
— ¢ belegt und so weit in der vierten Richtung parallel verschiebt,
daB keine Uberdeckung der Netze stattfindet, wo sie Werte
o = otragen. Es entsteht dabei ein Vierernetz mit einer Wechsel-
funktion, die nur die Lésung s = o zuldfBt.

Dieses hier benutzte Verfahren kann auch dazu dienen, fir
hoher-dimensionale Uberdeckungssysteme nachzuweisen, dafl
sie keine A-Geflechte sind; jedoch erhilt man auf diese Weise
nicht die einfachsten Gegenbeispiele. Fiir das Dreiecksnetz zeigt
die folgende Figur ein verhiltnismiBig einfaches Beispiel einer
Wechselfunktion der fraglichen Art (die kreisférmig schwarz
bzw. weill markierten Stellen stellen die Punkte mit ¢ = 41
bzw. — 1 dar; an allen anderen Stellen ist ¢ = o. Die durchgezo-
genen Linien verbinden Stellen gleichen Absolutbetrages der zu-
gehorigen Funktion ).

Dreiecksnetz

St y)~alx) +é(y) +clx+y)

6. Dic letzten Beispiele zeigen, daB die alternierende Symmetri-
sierung einen ziemlich beschrinkten Anwendungsbereich be-
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sitzt. Zur Erklirung dieses Versagens sei auf den folgenden be-
merkenswerten Umstand hingewiesen:

Bei den hier in Frage stehenden Approximationsaufgaben
handelt es sich um die Minimalisierung der in den Veriinder-
lichen xq, . . ., x, konvexen Funktion

Fxy, .. x)=sup{|fl@)— Xx,t,(a)|: ac M}.

Nun kann es bei nicht stetig differenzierbaren konvexen Funk-

tionen & vorkommen, daf3 fiir einen Punkt (x), ..., %) jede der
Funktionen
0 0 0 0
TR 2 P 0 o WA PN 8 - SO )
fiir x = 27 ein Minimum besitzt, jedoch # als Funktion aller

Verinderlichen im Punkt (af, . . ., 22) nicht:
Beispiel: F(x), x5) = max {22, — xa|, |73 — 225}

F(1,x,) und F(ay, 1) haben beide in xy =1 bzw. x; =1 ihr
Minimum, aber #(1, 1) ist offensichtlich kein Minimalwert von 7.

Da die Methode der alternierenden Symmetrisierung aber ge-
rade versucht, das Minimum einer konvexen Funktion zu errei-
chen durch Wanderung auf koordinatenachsenparallelen Ge-
raden von einem ,,partiellen Minimum'‘ zu einem anderen tiefer
liegenden, so wird mit Hinblick auf das beschricbene mégliche
Verhalten konvexer Funktionen klar, daB nur in besonderen
Fillen diesem Weg ein Erfolg beschieden sein wird.
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