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Uber approximative Nomographie. 111

Herrn Heinrich Tietze zum 8o.Geburtstag
am 31. August 1960 gewidmet

Von Georg Aumann in Miinchen

Vorgelegt am 8. Juli 1960

1. Die in meiner ersten Note iliber approximative Nomogra-
phie [1] eingefithrte Methode der ,,alternierenden Symmetrisie-
rung‘‘ scheint besonders geeignet zu sein fiir Tschebyscheffsche
Approximationen mittels Linearkombinationen von charakteri-
stischen Funktionen: Ist die endliche Menge M {iberdeckt mit

den Mengen Ay, ..., 4,, M =) A4,, und bezeichnet #, die
e=1

charakteristische Funktion der Menge 4,, so kann man ver-

suchen, eine vorgegebene Funktion f |/ durch Ausdriicke der

Form ¢ = 4, ¢ + -+ + 4, ¢, so anzunihern, daf3
=gl = max{|f(x)—o@)|:x € M)

minimal ausféllt. Besteht z. B. M aus den Feldern einer (end-
lichen) Matrix und wihlt man als die Mengen A, die Zeilen
und Spalten, so fiihrt das eben genannte Approximationsproblem
auf das ,,Matrixproblem‘* in der erwihnten Note, d. h. auf das
Problem

(M) @y~ s+

namlich die Matrix (#;;) zu approximieren durch eine Matrix
der Form (#, -- v;). An anderer Stelle [2] habe ich anhand eines
Beispiels gezeigt, dafl die Methode der alternierenden Symme-
trisierung nicht bei jeder beliebigen Art der Uberdeckung zu
einer Loésung des Approximationsproblems fiihrt; es miissen viel-

mehr gewisse kombinatorische Bedingungen erfiillt sein. Wih-
3 Miinchen Ak. Sb. 1960
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rend z. B. bei (M,) die Methode funktioniert, ist dies beim Pro-
blem

(M3> aijk ~ U + vj + Wps

bei welchem die Uberdeckung durch die Schichten 7 = konst.,
J == konst. und £ = konst. nicht minder regulir ist als die ent-
sprechende Uberdeckung beim Problem (M,), nicht der Fall. Die
folgende Mitteilung ist ein erster Schritt in Richtung der Unter-
suchung dieses merkwiirdigen Verhaltens; es wird der Begriff
des ,,Approximationsgeflechtes‘’ eingefiihrt, seine Bedeutung fiir
Tschebyscheffsche Approximationen mittels Linearkombinatio-
nen von charakteristischen Funktionen dargelegt (Satz in 3.) und
ein wichtiges Beispiel (Satz in 5.) behandelt. Am Schluf3 wird auf
ein allgemeines Approximationsproblem hingewiesen, das noch
seiner Erledigung harrt und Gegenstand einer spiteren Note sein
soll.

2. Ich nehme Bezug auf die in 1. eingefithrten Bezeichnungen.

Nennt man eine Funktion f|M beziiglich \ ) A, zu f ver-
wand?, wenn

f:f—évllgtg)

wo 4, irgendwelche reelle Zahlen und ¢#, die charakteristische
Funktion von 4, (#,(x) =1 bzw. 0, je nachdem x € 4,bzw. & A4,)
bedeuten, so lautet das fragliche Approximationsproblem: Zu
gegebenem f ist eine Verwandte f von kleinst-méglicher Norm
I/l zu bestimmen; ¢ = f— f ist dann die Losung des Approxi-

mationsproblems.
Der Ubergang von der Funktion f zur Funktion
(1) S, f = f—=(maxf| 4, +minf|4,)- ¢,

(,»Symmetrisierung von f auf 4,"), liefert in S, f cine Verwandte
zu f mit einer Norm

IS/l < 1A

unter Umstdnden also eine Verbesserung im Sinne des Approxi-
mationszieles. Nennen wir eine Funktion f awusgeglichen, wenn

S, f = f fur alle g
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gillt, so fistt, Fallls f ausgeglichen iist, durch Ubergimge der Art (1)
keime Verbesserumg zu enreichen. Es erhelbt sich damit die Frage,
ol umd umter weldhen Voraussetzungen eine ausgeglichene Ver-
wandtte £ wom f vom Kkleinst-méglicher Norom ist, d.h. mnit der
Bestimmumg einer ausgeglichenen Verwandten f von f bereits
eime Lissung des Approximationsproblems gewonnen ist.

In Behandhung dieser Frage definieren wir: Die eindeutige
nicht-identisch verschwindende Funktion ¢ | 47 heifit eine Wecksel-
Sfunktion (W-Funktion) bezgl. der Uberdeckumg \ ) A, ven M,
wemm gilt:
1. o(x) € {o, 4+ 1, —1} fir alle x € M;
2. istt o4, micht identisch Null, so nimmt o auf 4, sowohl den

Wertt 41 als auch —1 an, p € {1,. .., 7}

Die Uberdeckung | J 4, von 3 heiBt ein Approximations-
geflecht (A-Gefleckt) auf M, wenn es zu jeder W-Funktion ¢ | M

bzgl. | ) 4, eine nicht identisch verschwindende Funktion s |4/
gibt, so daB

(D sgn s(x) € {o, ¢(x)} fur alle x & M,
(ID) 2 s(x)=ofiralle g € {1,...,7};
x€A,

dabet ist sgn a = -+1, —1 bzw. 0, je nachdem ¢ > o0, <o
bzw. = o ist.

3. Mit den obigen Definitionen erhalten wir den

Satz. Ist die Uberdeckung \ ) A, ein A-Geflecht, sind f und g
verwandt bzgl. \ ) A, und ist g ausgeglichen, so ist ¢ =f—g
eine beste Approximation von f durch Linearkombinationen von
charakteristischen Funktionen der A, und| g| ist das Minimum

des Approximationsfehiers.

Beweis. Ist | g | = o, so ist nichts weiter zu beweisen. Es sei
daher || g || = @ > o. Wir erkldren eine W-Funktion | M durch

+1fiirglx) =a
o(x) = { —1 fir g(x) = —a

O sonst,
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Da g ausgeglichen ist — es wiirde bereits die Ausgeglichenheit
auf jenen 4, geniigen, wo | g| den Wert | g|| erreicht —, so ist ¢
tatsichlich eine IW-Funktion. Daher gibt es eine Funktion s |47,
die (I) und (II) erfiillt. Wegen der Verwandtschaft von 7 und g
haben wir

f(x) =gx) + 2y, ¢, (x), also

2 f(x)s(x) = g{g(@f(x) + 2 5, (2 5(x), also

xEM xGAe

2 f@)s(x) =a 2 [s@)];

xEM xEM

hieraus folgt unmittelbar, dafl mindestens einer der Werte f(x)
von einem Betrag > a ist.

Da anstelle von £ in diesen Uberlegungen jede beliebige zu f
verwandte IFunktion treten kann, so ist gezeigt, dal g eine
»kleinste Verwandte zu f, und damit f—g eine beste Approxi-
mation von f durch Linearkombinationen von charakteristischen
Funktionen #, und || ¢|| das Minimum des Approximationsfehlers
1st.

4. In Ubereinstimmung mit fritheren Ergebnissen werden wir
zeigen, daf3 die Zeilen und Spalten einer zwei-dimensionalen Ma-
trix (a;,) ein A-Geflecht bilden (Satz in 5.).

Bemerkenswerterweise liefern die Schichten 7 = konst., j =
= konst. und £ = konst. ciner dreidimensionalen Matrix (;;,)
kein A4-Geflecht.

Hierzu das folgende Beispiel:

Es mégen variieren

& {1,2,3}, (ju &) E{1,2, 3,4} und man setzt

Ay = —1, @3 = — 1, @y3y = +1,
Qo1 = 1, Gpep = 1, Gg33 = — 1, apyy = — 1,
@3 = — 1, ag3 = + 1, und sonst a;;, = o.

(2,7, &) — a;;, its eine W-Funktion auf dem 3-dimensionalen Git-
ter der Punkte (7, 7, £), wo 7, j, £ wie oben angegeben variieren,
und zwar bezliglich des Systems der Schnitte mit koordinaten-
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ebenen-parallelen Ebenen. Man rechnet leicht nach, daB hier
jede Losung s des Gleichungssystems (II) identisch Null ist.
Aullerdem kann man (g,;,) anschen als cine auf allen Schnitten
obiger Art ausgeglichene Funktion; sie ist also gegen das Sym-
metrisierungsverfahren unempfindlich. Wider Erwarten liefert
der Ubergang zu

alt'j& == az‘jk - (%i + 'Uj + wk):
etwa mit (243 24; 25) = (0,00; 0,08; 0,20)
(v1; 35 233 v4) = (0,24; 0,185 0,10; 0,00)

(wl; Wy Wy, ZU4> = <_O:31 ; —0,25; —0,10; '-—0,09)

eine Norm | /z',-/-k” < 1.
Wir haben damit die bemerkenswerte Tatsache, dafl das Matrix-

problem (M) von 1. mit der Methode der alternierenden Sym-
metrisierung nicht angreifbar ist.

5. Wir beweisen nun den

Satz. Die Zeilen und Spalten einer 2-dimensionalen Matrix M
bilden ein A-Geflecht.

(a) Zum Beweis diirfen wir uns bei der Suche nach einer Funk-
tion s | M beschrinken auf normierte Funktionen, d. h. solche mit

st=2"|s(x)] = 1.
xEM
Es bezeichne weiter x = (7, £) das allgemeine Feld der betrach-
teten Matrix M, 7 € {1, ..., m}, £ € {1, ..., n}. Die Zeilen und
Spalten nennen wir allgemein Sdulen, die Zeilen 1-Sdulen, die
Spalten 2-Sdules.

(b) Ist ¢| M die vorgegebene W-Funktion, so wihlen wir auf
jeder Séule 4,, worauf ¢ nicht identisch verschwindet, eine Stelle
xa+ mit a(xg"') = 0 und eine Stelle x,” mit ¢(x,) < 0. Haben wir
cine Funktion 5|3, welche (1) erfiillt — z. B. ist s = 0/& eine

solche -, so setzen wir 3 s(x) = d,und bilden, falls nicht alle
x€d,

d, Null sind (in welch anderem Falle wir schon fertig wiren),
eine Funktion C; s durch ,,Kompensation in der j-Richtung",
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wobei 7 & {1, 2} fest gewdhlt ist; fiir alle j-Sdulen 4, werden
folgende Abédnderungen vorgenommen:

Ist 4, < o, so setzen wir auf 4,
s'"(x}) = s(a}) —d, und §'(x) = s(x) sonst;
ist 4, > o, so setzen wir auf 4,
s'(xy) = s(x;)—d, und s'(x) = s(x) sonst.

Im ersten Falle nennen wir die Stelle xj, im zweiten x, ,,anf-
gewertet', und die tibrigen Stellen von A, , abgewerter'’. Schliel-
lich wird noch normiert:

e
Y vy
Cis=s][5s.

Offensichtlich erfiillt C; s alle Bedingungen (I) und die Gleichun-
gen (II) fiir alle j-Sdulen 4,, und ist normiert.
Unter alternierender Kompensation verstehen wir den Uber-
gang
s> Ks = C,Cys.

(c) Die eben erkliarte Abbildung s — K5 ist eine stetige Ab-
bildung des Bereiches aller s| M mit s = 1 und (I) in sich. Dieser
Bereich ist einer konvexen kompakten Teilmenge eines endlich-
dimensionalen Zahlenraumes topologisch dquivalent. Nach dem
Brouwerschen Fixpunktsatz gibt es ein s, dieses Bereiches mit
K sy =5, Indem wir zeigen, dafl sogar C; 5o = 5, gilt fiir j & {1, 2},
haben wir die Existenz einer Funktion mit den Eigenschaften (I)
und (IT) nachgewiesen und sind fertig.

(d) Fiir s, ist offensichtlich &, = o fiir alle 2-Séulen 4,. Wir
setzen Y |d,| = 8. Gehen wir nun von s, iiber zu s = Cj s, so

T=1

erhalten wir fiir die 2-Siulen 4, von s
AV = (d,— 3" dy)[(1+6),

wobei 2 lduft tiber alle 1-Sdulen A, deren Schnittstelle mit 4,
bei der Kompensation (; eine Aufwertung erfahren haben. So-
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mit ergibt sich

00 =3 | dy| (14 8) < 25 <6,
e

wenn nicht 6 = 0. Aber wegen Ksy= 5o, muB 6* = § sein,
was nach dem eben Bewiesenen nur mit é = o mdoglich ist. Da-
mit ist alles bewiesen.

Bemerkung. Ein Beweis des obigen Satzes ist auch mit dem
Hilfssatz von Nr. 12 in [1]} zu fihren; die Anordnung des obigen
Beweises aber diirfte auch in allgemeineren Féllen von Nutzen
sein.

6. In diesem Zusammenhang ist auf das folgende allgemeine
Approximationsproblem hinzuweisen: Gegeben sind £ verschie-
dene nicht leere Teilmengen Qy, ..., Q, der Menge {1, ..., 7}

mit | JQ,={1, ..., n} Ist Q={s, ..., s, } eine solche
Menge mit 7, < --- < j,, so bedeute Q(xy, ..., x,) den
Ausdruck

(F P s ® xRy *LLY)

von 7 Stellen, wobei an den von den j, verschiedenen Stellen
Sterne gesctzt sind. Das Approximationsproblem {Qy, ..., O}
besteht darin, die #-dimensionale Matrix (e, . ;) zu approxi-
micren durch eine Matrix der Bauart

(1) *
(0ot + o F i)
Es ist zu bemerken, dafl das Problem {Q;, Q,} mit zwei frem-

den Q; und @, sich auf den in 5. behandelten Fall zuriickfiihren
laBt.

In einer spiter folgenden Note soll bewiesen werden, daB3 auch
das Problem {Qy, ..., Q,} mit

Q=1{2...7n}, Qo=1{1,3,..,7 ..., 0, ={1,...,n—1}

zu einem 4-Geflecht fiihrt.
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