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Uber approximative Nomographie. 1
Von Georg Aumann in Miinchen

Vorgelegt am 12, Dezember 19358

Im folgenden wird die allgemeine Aufgabe der Nomographie
neu formuliert im Sinne ecines Approximationsproblems, womit
die Nomographie als |, approximative Nomographie in die all-
gemeine Variationsrechnung eingegliedert erscheint.

Als ein erstes Beispiel zu dieser neuartigen Fragestellung wird

die Aufgabe behandelt, cine reelle Matrix (a,,), 7= 1,..., p;
) s . L

b= 1,... g, durch eine Matrix der Form (x, 4~ y,) zu appro-

ximieren, d. h. reelle Zahlen xy, ..., x,, ¥1, ..., ¥, so zu be-

stimmen, daB der maximale Fehler 5 = max | ;s — (z; + 70 |
zu einem Minimum wird. Die Aufgabe erweist sich als ein Pro-
blem der Linearprogrammierung. Es wird ein Verfahren ange-
geben, wie man in endlich vielen Schritten zu allen Lésungen der
Aufgabe kommt. Fiir numerische Zwecke aber ist dieses Ver-
fahren bei grolleren Zeilen- und Spaltenanzahlen unbequem.
Dieser Mangel wird durch den Umstand wettgemacht, daf3 ein
infinitires Verfahren, ein konvergenter iterativer Algorithmus
(die ,alternierende Symmetrisierung einer Matrix') zur Ver-
fligung steht, womit sich das Minimum von s und gewisse aus-
gezeichnete Losungen des Problems mit beliebiger Genauigkeit
bestimmen lassen.

Uber das entsprechende Problem im Kontinuum, eine stetige
Funktion f (x, y) durch eine Summe @ (x) + 4 (v) moglichst gut
zu approximieren, soll in einer zweiten Note berichtet werden.

1. Kritik an der herkémmlichen Nomographie. Dem Zweck
der Nomographie, zu einer vorgegebenen Funktion f ein gra-
phisch-mechanisches Verfahren bereitzustellen, mit dessen Hilfe
der Wert von / rasch und mit hinreichender Genauigkeit er-
mittelt werden kann, entspricht man in herkémmlicher Weise
durch die Behandlung der folgenden beiden Aufgaben: (A) der
1z Miinchen Ak. Sb, 1958
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mehr theoretischen Frage, ob und wie die Funktion f in exakter
Weise durch ein Nomogramm darstellbar ist, und (B) der mehr
praktischen, wic im Falle einer solchen Darstellung das Verfah-
ren einzurichten ist, um die geforderte Genauigkeit zu erreichen.
Ein rigoroser Praktiker konnte dagegen folgendes einwenden:
Erstens ergeben sich bet der praktischen Anwendung cines Ver-
fahrens sowieso nur Werte, die mit Fehlern behaftet sind; es ist
also falsche Vorsicht zu verlangen, daB3 das Verfahren, rein theo-
retisch betrachtet, die Funktion genau darstellt. Es kommt, ab-
gesehen von einer gewissen Handlichkeit des Verfahrens, nur
darauf an, daf es f hinreichend genau beschreibt. Zweitens kann
die Frage nach der exakten Darstellung tberhaupt nur dann
gestellt werden, wenn die Funktion formelmilig gegeben ist.
Zwar koénnte man, falls etwa die Funktion fin Gestalt eciner Ta-
belle vorliegt, f durch einen hinreichend genauen Rechenaus-
druck f ersetzen; aber je nach Wahl von f wird man auf die
Frage (A) verschiedene Antworten erhalten.

Eine auf die praktische Anwendung ausgerichtete Nomo-
graphie mul} daher grundsitzlich anders verfahren: Man sucht
nicht nach einem nomographischen Verfahren, welches die
Funktion f theoretisch exakt darstellt, sondern man nimmt ein
handliches Verfahren her und priift, mit welcher Giite man damit
unter Ausnutzung der im Verfahren enthaltenen Variations-
moglichkeiten (an Skalen, Kurven und Konstanten usw.) dic
Funktion f approximieren kann. Liegt der Approximationsfeh-
ler unter der geforderten Genauigkeit, so hat man eine fiir die
Praxis verwertbare Beschreibung von /.

2. LiBt man sich von diesem Gedanken leiten, so nimmt die
allgemeine Aufgabe der Nomographie die folgende Gestalt an:

Es sei M ein bestimmter nomographischer Mechanismus und
& = N (M, D) die Gesamtheit aller jener Funktionen ¢ mit einem
festen Definitionsbereich 2, welche sich mittels 47 exakt dar-
stellen lassen durch geeignete Wahl der in M verfligbaren Ska-
len, Kurven und Konstanten. Aufgabe ist, zu priifen, wie gut
sich eine Funktion # mit dem Definitionsbereich 2 durch ein
@ € @ approximieren lilt. Die Giite der Approximation von /
durch ¢ wird man beurteilen nach der Kleinheit eines aus dem
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Fehler f— ¢ errechenbaren ,,Approximationsmales 4 (f—).

Z. B. kann man fiir 4 nehmen das Supremum des absoluten

Fehlers | f— ¢ | auf D (7-[Tschebyscheff-]14pproximation), oder

das mittlere Fehlerquadrat [ | /— ¢ |2 dm (G-[GauB-14ppro-
D

ximation), u. a. m. Die Minimalisierung von A (f — ¢) stellt ein
Variationsproblem dar. Bei dieser Auffassung der Nomographie
sind gerade die Fille, dic die traditionelle Nomographie nicht
diskutiert, die interessanten, nimlich jene, wo f durch ein ¢ weder
exakt darstellbar noch beliebig genau approximierbar ist, wo
alsoinf {A (f—¢): ¢ € D} positiv ist.

Nomographie von der eben beschriebenen Art nenne ich
approximative Nomographie. Der Anschluf3 an klassische Pro-
blemstellungen ist leicht zu finden, wenn man die Abgrenzung
der approximativen Nomographie ctwas weiter steckt, als es
oben geschehen ist: Wir werden nicht verlangen, dal} die Ge-
samtheit @ mit cinem System N (M, D) {ibereinstimmt, sondern
nur voraussetzen, dafl @ eine gewisse Gesamtheit von Funktionen
¢ mit demselben Definitionsbereich 2 bedeutet. Bei dieser all-
gemeineren Auffassung gehort z. B. das klassische Tscheby-
scheffsche Problem zur approximativen Nomographie:

@ ist die Gesamtheit 7, aller Polynome ¢ vom Grad < #,

p(x)=ay +ax +ay2* 4 ... +a,z"

n

mit beliebigen Koeffizienten «g, . . ., a,, betrachtet im Intervall
D = {x: —1 <z < 1}; zu vorgegebener Funktion f(x) ist
jenes Polynom ¢ & 7', zu bestimmen, fiir welches

sup { | f(x) —@ @) [:x€ D}

minimal ausfillt.

3. Bei Funktionen mehrerer Verinderlichen aber treten neu-
artige Probleme auf. Z. B. kann man die Aufgabe stellen, die
Kurven und Skalen einer Fluchtentafel mit einer x-, y- und
z-Leiter so zu bestimmen, daB3 eine vorgegebene Funktion
2= f(x, y) durch diese Fluchtentafel mdoglichst gut approxi-
miert wird,

12%
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Wir untersuchen im folgenden ein wesentlich einfacheres Pro-
blem, nimlich den Fall, fiir eine tabellierte Funktion z =
Fx, ¥), wo also die Argumente x und » nur endlich vieler Werte
fahig sind, eine Fluchtentafel mit geradlinigen parallelen Lei-
tern, wobei die z-Leiter Gberdies regelmillig sein soll, zu kon-
struieren, die im Sinne einer 7-Approximation eine beste ist. Die
analytische Formulierung dieser Aufgabe fihrt zum folgenden
., Matrixproblem®,

4. Das Matrixproblem. Gegeben ist die reelle Matrix 4 = (a,,),
7==1,... p; £=1, ... ¢. Gesucht sind reeclle Zahlen x;, v,

welche § @+ = max | @;p — (x; + ¥, | minimalisieren.
Die Existenz ciner Losung, etwa mit ay = o, ist leicht ein-
) 1 ’
zuschen. Da nimlich s: = inf & < max | a;, | = :a* so
1, ‘

darf man sich bei der Suche nach einem Minimum (x;; v,) auf
| @, — 3, | < a* beschrianken, oder wenigstens auf

(1) | yp | < 2a%,
und dann weiter auf
(2) |2, | < 34"

Auf dem durch (1) und (2) gekennzeichneten Bereich nimmt die
stetige Funktion S (4, .. ., »,) ihr Minimum an.

5. Um die Gesamtheit der Losungen des Matrixproblems zu
bestimmen, geben wir ihm die folgende Gestalt:

Unter allen méglichen Zahlen s und Vektorenx = (x,, .. ., z,),
y = (¥, .. ,), fiir welche

(3) |a—x +) ] <s fur alle 7, £

~

gilt, solche zu bestimmen, wo s minimal ist. Wir trennen (3) in
(4) x,Fy, <a,ts fir alle z, 4,

(s) —x vy < — b fiir alle 7, 2’2

! Hier erkennt man, dal wir es mit einem Problemn des Linearprograii-
mierens zu tun haben, nimlich die lineare Funktion f(x;, ..., ¥,, 5) = s unter
den Nebenbedingungen (4) und (5) zu minimalisieren. Wir wenden zur
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Wenn es x, v, s gibt, die (4) und (5) erfiillen, dann muB
(6) V=V L a,,—a, +2s fiir alle 7, £, 2’

gelten. Umgekehrt kann man aus dem Bestehen von (6) auf die
Existenz eines x schlieBen, welches (4) und (5) befriedigt. Schrei-
ben wir nimlich (6) in der Form

QGp—Yp—sS Za;,—y,+5,

so folgt daraus

PR -/ JEERAN ; _ e
X0 = max (@iy — Vg —S) < min (a;,,— v, +5) =%

Wihlen wir dann irgendwelche x; mit

x <z, <X fur alle 7,

so folgt

QGp—vp—Ss <z, <a,—y,+s fur alle 7, &, £/,

was mit (4) und (3) Ubereinstimmt.

6. Unser Augenmerk hat sich also auf die Lésung von (6) zu
richten bei gleichzeitiger Minimalisierung von s. Aus (6) folgt

-

(7) Vo= o F2s fur alle £, £/,
wobel ¢, 1 = min (a;, — a,) gesetzt ist. Umgekehrt folgt aus

7) wiederum (6). Schreiben wir in (7) anstelle von £,£" der
Reihe nach

Losung nicht wie tublich die Sinzplexmethode (G. B. Dantzig, Maximization
of a linear function of variables subject to linear inequalities, Chapter XXI
in Activity Analysis of Production and Allocation, ed. by T. C. Koopmans,
New York 1951) an, sondern die Eliminationsmethode zur Auflosung von
Jinearen Ungleichungen, in welchen nur das Zeichen < vorkommt. Die EL-
mination, etwa der Unbekannten z’, besteht darin, daB man alle Ungleichun-
gen, welche 2" wirklich enthalten, auf die Form 1’ < g; oder —x" < /; bringt
und diese Ungleichungen ersetzt durch o < g; -+ /;. Diese Bedingungen ent-
halten 2’ nicht mehr und bilden mit den 2’ nicht enthaltenden Ungleichungen
des urspriinglichen Systems ein System mit einer Unbekannten weniger.
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(8> (’éO’ él)’ (kl' k?)’ s e (ém—l’ 'ém)
und addieren die betreffenden Ungleichungen, so folgt
(9) Vo=, S 2 Coy_y b, T 275,
I3
was offensichtlich cine V(‘rall(Tcmein(‘rung von (7) darstellt. Wir

(kg, %,,), welche von £y nach 4
geht; es ist dann klar, was gemeint ist, wenn wir (g) in der Form

nennen (8) cine m—Kette K

m o\ ”

(10) V=V < D ¢+ 2ms fiir jedes K,
K, b ¥)

schreiben. In (10) gehen wir zum Infimum i{iber durch Einfiih-

rung von
(11) dyp(s) :=1inf ( > ¢ +2ms),
Ky G B)

das Infinum gebildet ber alle -Ketten K
£, m = 1,2, ... und erhalten

(&, £') von £ nach

»oN

(12) Vi— Ve < dpp (5) fir alle £, £/,
was umgekehrt wieder mit (6) dquivalent ist.

7. Aus dem Bestehen von (12) fiir ein gewisses y folgt
(13) o < d,, (s) fur alle £, weiter
(14) o < mind,, (s) = : M(s);
fir M(s) kénnen wir auch

M(s)=inf (D ¢ + 2ms)

Cm

setzen, wobei €, die Gesamtheit aller ,,geschlossenen® mz-Ketten
(8) mit £y = £, durchliuft. In (14) haben wir eine notwendige
Bedingung fiir die Losbarkeit der Ungleichungen (6) in v und s
erhalten; sie wird sich auch als hinr(‘i(‘hvnd erweisen.

* die

—a*

Zunichst sehen wir, dal} fiir s > a* wegen ¢,, <
Funktion M(s) positiv und endlich ist, und dal} fir s -

2a
-
~
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¢, = — 2a* sich M(s) = — oo ergibt. Ferner ist M(s) nicht-

fallend, was man unmittelbar erkennt, und nach oben halbstetig;

in der Tat, ist L = M(sy), so gibt es ein C, mit D’ ¢ + 2msy < L;
Cﬂl

alsdann ist auch D' ¢ + 2ms < L und damit auch M(s) << L

P}

Cﬂl
fur alle s in einer gewissen Umgebung von s, Aus diesen
Eigenschaften von M folgt die Existenz eines kleinsten s* mit
o < M(s*).

8. Wir setzen nun im folgenden M (s) > o voraus. Dies hat
weiter zur Folge, dafl s > 0. Wire namlich s < o, so folgte,
wegen

N
(13) €, = O und Cpp H Cpr g < Cra

was leicht zu beweisen ist, ¢, + ¢, + 25 <0 4 25 <0, also
M(s) << o. Ferner gilt:!

(16) | dyp | < 2a* + 25

(17) Aoy 4 dp o >y fiir alle £, 4/, 4.

In der Tat: d,, < ¢, + 25 < 2a* 4 25. Wire andererseits
d, < —2a* — 25,50 gibe es eine m-Kette K von £ nach £’ mit

»
> ¢+ 2ms < —2a* —2s. SchlieBen wir K, durch Hinzu-
I\—In

nahme des Gliedes (4, £) zur geschlossenen Kette €, ., so folgt

DMet2mt)s= Dty teimt1)s<<—2a* + <o,
Coms1 X,

»
also M (s) < o, was unserer Voraussetzung widerspricht.
Zu positiven ¢ gibt es eine m-Kette A von 4 nach £’ und eine
m'-Kette XK' von # nach £, so dall d,, > > ¢+ 2ms —¢
=
und dy e > 3¢ 4+ 2m’s —e. Fligt man K und K’ zu einer
e
(m + m"-Kette K'" von 4 nach £' zusammen, so folgt d,, +
tdy > et 2(m A+ m)s —2e8 >d, e — 26 was mit e — 0
2l
zur zweiten Behauptung fihrt.

L Wir lassen im folgenden bei &y 4 (5) das Argument s weg.
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9. Nun kénnen wir die Auflésung von (12) schrittweise durch-
fithren. Wir haben nach (12) fiir v, die Ungleichungen

(18) —dy, TV, Syq <d, + vy fir (£ & 4" < g.

Sind bereits Werte yy, ..., ¥,_; gefunden, fiir welche die linke
Seite von (18) stets < der rechten Seite ist, d. h. fur die

(19) Ve— vy Sdy, +d,p fir (£ & £ < ¢

gilt, so 1alt sich ¥, im Durchschnitt aller abgeschlossenen Inter-
valle [—dy, -+ vi, dp + vpl, (& £E") < g, der dann ein ge-
wisses abgeschlossenes (ev. nur einpunktiges) Intervall darstellt,
frei wihlen. Erfiillen aber die yy, ..., ¥, die Ungleichungen
(12), so auch (19) wegen (17). Es geniigt also, die Ungleichungen
(12) nur fir (£ & £") < ¢ zu betrachten. Damit ist der erste Re-
duktionsschritt getan, und es bleibt nach dem (g — 2)-ten Schritt
nur noch die Ungleichung

—dy Sy ¥y Sy

zu lésen. Hier dirfen wir v; beliebig wihlen, und dann y, frei

Damit ist bewiesen der

Satz. Fiir die Auflosbarkeit von (3) nack x wund v ist M(s)
> 0 notwendig wund hinveichend, das cben beschricbene Verfah-
ren liefert alle Losungen (x; v) von (3). Wahit man insbesondere
Jfiir s den Minimalwert s*, d. hi. den klcinsten Wert s* it M(s*)
= 0, s0 erhdlt man alle Losungen des Matrixproblems.

10. Als Ergénzung zum bisherigen Ergebnis zeigen wir noch:

Das in 4. bis 9. angegebene Verfahren zur Auflisung von (3)
sowie die Bestinunung von s* ist in endlich vielen Schritien durch-
Stihrbar.

Beweis. 1. Die Bedingung M (s) > o besagt, daBl fiir jede
geschlossene m-Kette €

Mo+ 2ms > o.

)

[

(20)

”m
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Diese Bedingung ist aber fiir alle #z richtig, soferne sie es {Ur
m < g ist. Fur sz >> ¢ kann man niamlich schreiben

2 ctz2ms = D2 (2 +2m,s),
[4 Co

C

m

worin die C, endlich viele einfache (d. h. nicht-zerlegbare) ge-
schlossene z2,-Ketten mit 2, < g und >’ m, = m bezeichnen.

e
Es genligt daher (20) lediglich fiir alle cinfach-geschlossenen
m-Ketten zu postulieren. Wir bilden demgemal

M, (s): =min (D ¢ + 2mys),
é

»

worin €, alle cinfach-geschlossenen #2-Ketten (mit m < g)
durchlauft. M, (s) ist eine stetige, steigende, stlickweise lineare

Funktion, welche genau einmal, etwa flir s = s;, verschwindet:
Mi(sy) =0 und M, (s) > o fiir s > 5.

Wegen M, (s) > M(s) fir alle s und M(s) > o fur s > &, ist

(21) 51 = s*.

s; 1aBt sich aber in endlich vielen Schritten berechnen. Als
Nebenergebnis dieser Uberlegungen vermerken wir

22) M(s*) = o.

2. Ist s mit M (s) > o einmal gewihlt, so genigt es, in (11)
nur einfache (d. h. keine geschlossenen Ketten enthaltenden)
K, (£, &) zuzulassen, da wegen (20) die nicht-einfachen Ketten
K, fir die Bildung des Infimums in (11) unwirksam sind. Wir
diirfen daher

dip =min (D ¢ 4 2ms)

N e

K

”

setzen, wo K alle einfachen 72-Ketten von £ nach £ durchliuft
(womit von setbst 72 < g ist). Somit sind auch die endlich vielen
@y, in endlich vielen Schritten berechenbar, und damit auch
die allgemeine Losung von (3).
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11. Mit 10. ist das Matrixproblem prinzipiell erledigt; das
angegebene Verfahren hat endlichen Charakter und fiihrt zur
allgemeinen Losung. Wenn es sich aber darum handelt, es fir
eine gegebene Matrix numerisch durchzufiihren, so wird es bei
groBerer Spalten- und Zeilenzahl ziemlich unbequem. Hier
springt nun ein infinitirer Prozel} ein, ein konvergenter itera-
tiver Algorithmus, der zum Wert s* und zu Losungen (x; ¥) des
Matrixproblems fiihrt, allerdings nicht zu allen Lésungen, son-
dern nur zu gewissen ausgezeichneten Loésungen. Zur Beschrei-
bung des Verfahrens fiithren wir folgende Definitionen ein:

Eine Matrix 4 = (a;,) heil3t v-symmnetrisc/ (variations-sym-
metrisch), wenn

(23) min a;; = — Max 4, firz=1,...,p
und
(24) min @, = — max a;, fir £ =1,..., 9.

Die Matrizen (a;,) und (é,,) heilen (zweinander) verwandt,
wenn es Zahlen z, ..., x,, ¥, ..., ¥, gibt, so dal}

Ay = é;’lz _+— Xy —+_ Ve

firi=1,...,pund £=1,..., ¢.

Approximiert man die Matrix (;,) durch ecine Matrix
(x; 4 vz), so ist die zugehérige Fehlermatrix (a;, —(x; + y,))
zu (a,,) verwandt; unser Matrixproblem besteht also darin, bei
gegebener Matrix (a,;;) unter allen dazu verwandten Matrizen
B = (b;;) eine mit kleinster Norm || B || = max |6, ] zu

i
finden.

12. Hilfssatz. /st A = (a;,) ¢ine v-symmetrische Matrix und
B = (b,,) eine dazu verwandte, so gilt || B || > |14 ]|

Beweis. Im Falle 4 = o ist die Behauptung trivial; es sei
daher a: = Max a4, = @y > O. Wegen der v-Symmetrie von A
tritt in der Zeile " auch der Wert —a = a,. ;. auf, weiter dann
in der Spalte 2" der Wert @ = @, ,», usw. Wandert man auf
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diese Weise in der Matrix herum, so ergibt sich ein geschlosse-
ner Weg

7 él! B k2v 2y é.?’ s By /6", Z, 'él’
wozu abwechselnd die Werte @, —a gehéren. Setzen wir allge-
mein &,, = a;, - x; + ¥, so haben wir die Gleichungen
by = @ + %, + Yy
b' =—a+x{l —}__,.Vg‘:v
b, = —a-+ % + ¥4, -
Bildet man hier die alternierende Summe, so wird

D' kb, = 2na,

woraus folgt, da mindestens eines dieser 4;, von einem Betrag
> aist.

13. Aus dem vorausgehenden Hilfssatz folgt, daB jede zu
(a;;) verwandte v-symmetrische Matrix (4,,) die Fehlermatrix
einer Losung (x; + y,) des Matrixproblems und damit eine
Losung selbst ergibt. Wir werden daher versuchen, zu (z;,) eine
v-symmetrische Verwandte zu bestimmen.

Die Gleichungen fir xy, . . ., 2, ¥1, - -+ ¥, die (a; + 2, + v
als v-symmetrische Matrix kennzeichnen, sind

(25) yo=—g(x), v, =~l(y), i=1,..,pk=1,...,9

wobei gesetzt ist

Y
(26)
o .1y, . i . L
&i(x) =g,(xy, .., 1) = - (Max (a;; + x;) -+ min (a;¢ + x1)),
2\
(27)
N bl Y — 1 . 1 L mi o)
h(y) = ACITY D= {m&x (a;p + v, + min ((z,-,é yb;).

Eine direkte Behandlung der Gleichungen (23) dirfte mit eini-
gen Schwierigkeiten verbunden sein; ihre besondere Form aber
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legt eine Auflosung durch Iteration nahe. Wir fiihren zu diesem
Zweck die alternierende Symmetrisierung einer Matrix ein:

Unter der Zeilensymmetrisierung verstehen wir den Ubergang
von der Matrix 4 = (a,;) zur Matrix 4’ = (a};) gemif

! . 1 9
= — e - !
@yp = a; — £ Mit z; = — (Max q;, + min @

woftr wir auch kurz A" = Z(4) schreiben;
die Spaltensymmetrisierung ist der Ubergang von A4 zur Matrix
A" = S(A4) gemil
a, = a;, — s, mit 5, = -i—(max a;; + mjin @)
Offensichtlich haben wir:
Ist 4 v-symmetrisch, so gilt 4 = Z(A) = S(A), und umge-
kehrt.

Die alternierende Anwendung der Z- und S-Symmetrisicrung
ergibt die Symmetrisierungsfolge zu A :

) — 2n+1) — (2 ) 2n+2) — ¢ (2n+1)
A9 = 4, 4 S(A®), 4 Z(A@n+ D)

7n=0,1, ...

Bemerkungen: 1. DaB wir die Symmetrisierungsfolge mit
einer S-Symmetrisierung erdffnen, ist natiirlich eine Willkiir;
tatsdchlich kann bei anderer Eroffnung auch eine andere Folge
entstehen; z. B. ergeben sich fiir

2 —2 1 1
. — 2 2 1 1
COZ
o o 3 —1
o o0 —1 3
die Matrizen
2—2 O © 2 —2 1 1)
2 2 0 o —2 2 1 1
S(Co) = y Z(Co) = )
o o 2 —2 : —1—1 2 —2
o o0 —2 2 —1 —1—2 2
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welche v-symmetrisch sind und daher bei weiteren Symmetrisie-
rungen ungeindert bleiben. Dies Beispiel lehrt auch, dall es zu
einer Matrix mehrere v-symmetrische Verwandte geben kann,

2. Gemil unserer Definition von A® gilt
At fiir 2 gerade

(A [HNED) —
- A T7=Y fiir 2 ungerade,

weil allgemein S(S(4)) = S(4) ist.

14, Satz. 1. Die Symmetrisicrungsfolge ist fiir jede Ma-
triv A konvergent gegen eine zu A verwandte v-symmetrische
Matrix A*.

2. Z = A — A* ist eine beste T-Approximation von A durch
cine Matrix der Form (x;+y,). 3. Bei jeder solchen besten
Approximation Z' von A ist der Fehler || A—=Z'|| = || A*||.

Beweis. a) Da bei einer Zeilen- (oder Spalten-)Symmetrisie-
rung das Maximum des absoluten Betrages der Zeilen- (bzw.
Spalten-)Glieder nicht vergréfert wird, so folgt

o < ([ AU < (|49,
und wir kénnen setzen
lim | A || = «
n

mit einem « > 0.

Ist & = o, so ist lim A" = o und wir sind fertig.

n

Es sei daher fortan « > o.

b) Wegen der Beschranktheit der 4% gibt es cine konvergente
Teilfolge ((A”)) mit lim A% == B. Offensichtlichist || B || = a.

Wegen li{n (AH® = B® gilt auch || B® || = a. Liegt auf

ciner Stelle von B ein Wert vom Betrag <7 «, so bleibt der
Betrag des Wertes an dieser Stelle <7 o fiir alle B%). Durch
wiederholte Z-S-Symmetrisierungen an B kann also ein Wert
4+ o verlorengehen, jedenfalls nicht geschaffen werden. Es gibt
daher ein 4;, so daB alle B® fiir 4 > 4, dieselben (4 «)- und
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(— a)-Stellen haben. Ohne Beschrinkung dirfen wir 4, = o
setzen; sonst wiirden wir die (A% anstelle der A" weiter
betrachten. Die Erhaltung der (4- «)-Stellen in B ist nur in
der Weise moglich, dall in jeder Zeile (Spalte) von B, welche
den Wert () « enthilt, auch der Wert (F) « steht. Eine solche
Zeile (Spalte) nenne ich kurz a-Zetle (-Spalte). Es gibt in B
mindestens 2 a-Zeilen und 2 a-Spalten. Zur Ubersichtlicheren
Anordnung nehmen wir eine Umnumerierung der Zeilen und
Spalten vor, nimlich so, daf3 die ersten p; Zeilen und die ersten
¢, Spalten gerade die a-Zeilen und -Spalten von B sind. Dann
ist [6;;] <o <Tafir 2> p; und j > ¢y

¢) Wir betrachten nun alle moglichen konvergenten Teilfolgen
((A4%)) der Felge ((A), welche in der Teilmatrix der ersten
1 Zeilen und ¢, Spalten gegen die Werte von B streben, in den
tbrigen Zeilen und Spalten aber gegen Werte von einem Be-
trag < o'" < o/. Ein einfaches Auswahlverfahren fihrt zu ciner
solchen Folge ((AY"), fiir die das betreffende o' minimal ist,
etwa gleich «;. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen
wir voraussetzen, daf3 all dies bereits fir die Folge ({A(”")))
selbst zutrifft. Ist oy = 0, so ist B v-symmetrisch. Wir werden
zeigen, dafl wir auch im Falle o; > o B als v-symmetrisch wih-
len diirfen.

d) Bei der alternierenden Symmetrisierung von 5 bleibt ein
Wert in den Restzeilen und -spalten von einem Betrag < oy
weiterhin ein solcher, wahrend ein Wert vom Betrag o, unter Um-
stinden in einen vom Betrag < «; verwandelt werden kann, Gidbe
es ein 2, so daB B“ in den Restzeilen und -spalten nur Werte
vom Betrag <7 «; hitte, so wiirde die Folge der (4“)" gegen
die Matrix B™ konvergieren, welche natiirlich in der Teil-
matrix der ersten p;-Zeilen und ¢;-Spalten mit B Gbereinstimmt,
was mit der Minimaleigenschaft von o; in Widerspruch steht.
Daher gibt es ein my, so daB in B™, pm+1 - die (+ oy)-
Stellen fest sind, was in einer restlichen Zeile (Spalte) nur in der
Weise moglich ist, dalb darin die Werte «; und -, auftreten
(,y0y-Zeile [-Spalte]). Wir erginzen die Umnumerierung der
Zeilen und Spalten in der Weise, dalB die oy-Zeilen die Nummern
P11, ..., py die a-Spalten die Nummern ¢, 1, ..., g, er-
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halten, wahrend in Zeilen und Spalten von B mit groflerer
Nummer nur Werte vom Betrag < o'’ < «; auftreten. Ohne
Beschrinkung diirfen wir wieder #:; = o voraussetzen.

e) Fortsetzung des in c) und d) beschriebenen Auswahlverfah-
rens fuhrt schliefilich zu einer gegen ecine Matrix 5B konvergen-
ten Teilfolge ((4Y)), zu Werten

o=y > % > ... > >0

und zu Indexnummern

0=py < p1 < p < ... < po =5,

A L -y

derart, daB} in jeder Zeile 7 mit 7 >> p, wie auch in jeder Spalte j
mit 7 > ¢, der Matrix B nur Werte von ecinem Betrag < o,
stchen, aber in jeder Zeile 7 mit p, <7 < p ., wie in jeder
Spalte 7 mit ¢, <7 7 < ¢, sowohl der Wert «, als auch — o,
auftreten, ¢ = 0, . . ., s. Es ist klar, daf3 bei diesen Eigenschaf-
ten die Matrix B wv-symmetrisch ist. Wir haben daher neben
A" — B fiir ¥ — - 0o auch Z (A")) — Z (B) = B und
S(A™)) — S (B) = B, also auch A"+ — B fiir v — 4 co.
Wir kénnen daraus schlieBen, daf3

(28) AT — 40 | -0 firy — + o0

ist, ferner diirfen wir voraussetzen, dal3 alle », gerade sind.

f) Nun gilt aber allgemein
(29) ;IA(H—F n_ 4t || < ||A(n) _A(n—l)”.

In der Tat, betrachten wir etwa den Fall, daf3 eine Matrix A4
aus einer anderen durch Zeilensymmetrisierung hervorgegangen
ist, daf3 auf A eine Spaltensymmetrisierung angewandt wird mit
der maximalen Abinderung ¢ (> 0) der Elemente und auf das
Ergebnis A4’ noch eine Zeilensymmetrisierung mit der maxima-
len Abinderung ¢’ (> o). Der kleinste bzw. grote Wert in einer
gewissen Zeile von A’ sel s' bzw. S'; bei einer Symmetrisierung
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. R o = D
dieser Zeile werden die Elemente um den Wert —

4+

gedndert.

(8

5

Ist s bzw. S der kleinste bzw. gréfite Wert dieser Zeile in A4, so
gilt s = — .5, ferner

S—e S <S +¢
s—e < <s 4o also
s' 48 .
—c < < ¢, somit ¢/ <, w.z. z.w.

Aus (28) und (29) folgt
(30\ Ii‘/l(:;ﬁ»l)_[’l(n) il_)ofur 7 —> ll_ oo,

¢) Um nun zu unserer Behauptung A4 — B zu kommen,
betrachten wir den Symmetrisierungsproze3 in Hinblick auf die
Transformationen (26) und (27):

(31) x>y iy, =—g,(x)
(32) y—x x; = —h ().

Es entspricht (31) der S-Operation, (32) der Z-Operation.
Fihrt man (31) und (32) hintereinander aus, so erhilt man die
Abbildung x — &’ gemil

(33) xi=t;(D=—l(—g®), . —g @) i=1,..,p
Von der Transformation # laBt sich folgendes sagen:

(34) Istaz = (u,u, ... 2), soglt

N
1 (x F ) =t (x) - u;

denn Entsprechendes gilt auch fir die Funktionen g, und 7%,
Ausfiithrlich bestimmt sich 7, folgendermalen:

Sind 7y, 7, (von £ abhingige) Indizes, so dal}
(3 5) (Zt'l/c + xil é 7y -+_ X <_ (Zx‘g/.' +— If:

furz=1,..., p,und £ =1,..., ¢, soist

. 1 1
() — - el x
£ xX) = 5 (ﬂi,/e 1 (’igk) 2 W T '1;2)-
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st weiter mit (von 7 abhingigen) Indizes £, und 4,

(36) @ipy, — 81 () <a—g(x) < ayy &k (%)

firz=1,..., pund £=1,..., g, soist

ti(x) = —= (“, LT ) +— (gbl (%) +g}w (x))

Bei festen Indexfunktionen 7y, 7, 4, £, wird durch (335) und
(36) ein abgeschlossener Teilbereich des Raumes R? der x be-
stimmt; ich nenne einen solchen Teilbereich eine ,,RéfAre’, weil
mit x, auch jeder Punkt x 4 # in einem solchen Bereich enthal-
ten ist. Da es nur endlich viele Réhren gibt, so gehért ein jeder
Punkt x nur endlich vielen Réhren an und im ubrigen minde-
stens einer. Auf einer Réhre 7 hat # die Darstellung

N / ’\ — - 21
(38/ tf X)) = zT_T_ /, +;qu +xj3 +:L‘/’
wobei die 7, nur von 7 und 7" abhingen.

h) Beginnt man das Tterationsverfahren

A4 1) ()N —
) =7, (2", n = 0,1

I

mit ” = o, so hat man

S(A) = (a;, ~£:(0)), ZS (A) = (a;; — £, (0) + #; (0)),

N 1 N7/
allgemein
(2n) / . a1 ()N
AF = (=g, (27 0) + ).

Aus (e) folgt demgemif, dal fiir eine passende Teilfolge (")
von nattirlichen Zahlen
L Py ’ .

— g, (") A B, flir 7' — 4- 00
gilt, wobei B, = o, + fyund B = (a,, + o, - f,) v-symme-
trisch ist. Di~s hat zur Folge
(20 o
39, o, = ¢; (o).

13 Minchen Ak, Sb, 108
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Der Punkt « im R” liegt entweder im Innern / einer Réhre 77,
oder er gehdrt nur endlich vielen Réhren 775, . . ., 7, an und liegt
im Innern / der Vereinigung dieser Rohren (wegen der Abge-
schlossenheit der Réhren und ihrer endlichen Anzahl). Fir «
gilt somit (38) mit 7 = 7 bzw. mit 7= 73, ..., 7, . Setzen
wir daher x; = a, + &,, x, = o, ++ £, so folgt mit (39)

(40) E=r (@, HE, g HE)firaE .
Wir wihlen nun ein 7, > o, so dall die Umgebung
{x:|v;, —a; | <7y}
in / enthalten jst; wenn dann |&, | <& <7, so ist nach (40)

auch | & | << & Wegen 290 + (o, — 207) — a, (4, belicbig aber
fest), so gibt es zu jedem & mit 0 <7 & <~ 7, ein #;, so dafl mit

R JERPWCLT) RPLS PR
w: = o, — a0 gilt:
D) — . e g —
"V fu—o | Zefliri=1,...,p.
Setzen wir allgemein x -}~ % = o, + £ so ergibt sich

2D Loy = 2, (2D L) = o, - YY) also nach dem Vor-
ausgehenden | 7171 | < ¢ und in Fortsetzung dieses Schlusses
allgemein | &™) | << ¢ fur alle 7 und alle # > #]. Dies besagt,
daB £ — o, also 2% — a;, — z und wegen der Stetigkeit von g,
somit schlieBlich 4% — B, also allgemein A — B, w. z. 7. w.

Die 2. und 3. betreffenden Behauptungen ergeben sich aus
dem Hilfssatz in 12.

15. Nach dem Bewiesenen konnen wir hinsichtlich der Struk-
tur der Gesamtheit & der zu einer Matrix 4 = (a;,) gehorigen
v-symmetrischen Verwandten und der Bezichungen zwischen &,
der Gesamtheit M der Losungen des Matrixproblems im Sinne
der Minimalisierung von max | @;, + x, 4 v, | und der Gesamt-
heit 8 aller Verwandten von A folgendes sagen:

1) Esist @ C M C B;

2) Die Anwendung der alternierenden Symmetrisierung auf 2
ergibt

B*:.={V*: Ve B} = 6.
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Dem sei noch hinzugefiigt:

3) Es gibt Beispiele, wo € = ;
4) Es gibt Beispiele, wo die konvexe Hillle von & ein echter

Teil von M ist.

Hier sind also noch einige Fragen zu kliren; dariber soll spa-
ter berichtet werden.



