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1. Einleitung

In der vorliegenden Arbeit wird ein auf der Matrizenverschie-
bungsmethode der Statik und Dynamik beruhendes Verfahren
beschrieben, welches bei Einsatz moderner elektronischer Grof3-
rechenanlagen eine exakte Berechnung vorgespannter Netzwerke
von beliebiger Form und GroBe erlaubt. Auf diese Weise soll fiir
die Errichtung leichter Flichentragwerke eine sichere Grundlage
geschaffen werden, welche die Risiken der Bauausfithrung auf ein
Minimum reduziert. Den aktuellen AnlalBl fiir die Entwicklung
der im folgenden genannten Rechenprogramme bildete die Unter-
suchung der Zeltdicher fiir die olympischen Spiele in Miinchen
1972.

Die Problematik der weitgespannten Netzwerke beruht auf der
Tatsache, daf3 der fiir die Tragfihigkeit einer solchen Konstruk-
tion maBgebliche Spannungszustand dulerst empfindlich gegen
kleinste Anderungen der Seilgeometrie ist. Der Zuschnitt eines
Netzes sollte daher mit der groBtmoglichen Genauigkeit ermittelt
werden, um zu vermeiden, daf3 auf der Baustelle ibermiBig viel
Zeit fir das Nachspannen des Netzes aufgewendet werden mul}
oder dal} sich unter Umstinden der notwendige Spannungszu-
stand tiberhaupt nicht erreichen ldBt. Nur die elektronische Be-
rechnung kann fiir ein Netzwerk mit vorgeschriebener Form und
Spannung eine statisch vertrigliche Geometrie in praktisch be-
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liecbig hoher Genauigkeit liefern. Im Gegensatz dazu liegen die
beim bisher tiblichen Modellbau unvermeidlichen Fehler in einer
GroéBenordnung, welche fiir die Endausfithrung eine erhebliche
Unsicherheit mit sich bringt.

Die Grundziige des von uns eingeschlagenen Weges sollen in
den folgenden Sitzen kurz umrissen werden. Das Verfahren be-
ruht auf der sogenannten Steifigkeitsmatrix eines Systems, welche
im vorliegenden Falle die Verformbarkeit eines elastischen und
gespannten Netzwerkes als eine lincare Beziehung zwischen den
Verschiebungen und Lasten beschreibt. Selbstverstindlich mis-
sen dabei auch Verschiebungen und Lasten durch Matrizen dar-
gestellt sein. Die Steifigkeitsmatrix eines Netzes wird aufgrund
einfacher kinematischer Zusammenhinge aus leicht zu berech-
nenden Element-Steifigkeiten einzelner Stibe aufgebaut. Der
Einfluf der Formidnderung auf das Gleichgewicht des gespannien
Netzwerkes, welche die Nichtlinearitit des Problems verursacht,
wird durch eine zusitzliche sogenannte geometrische Steifigkeit
der Stabelemente simuliert, die der Stabkraft proportional ist. In
der Ausgangsgeometrie eines Netzwerks sind im allgemeinen die
Gleichgewichtsbedingungen nicht erfiillt. Wir ermitteln dann eine
Matrix von Ungleichgewichtskriiften und erhalten {iber die Auf-
16sung cines aus den Steifigkeits- und Last-Matrizen gebildeten
linearen Gleichungssystems Verschiebungen, welche das Netz-
werk in eciner Weise deformieren, dalB die Gleichgewichtsbedin-
gungen besser als im urspringlichen Zustand erfiillt sind. Den
endgiiltigen Gleichgewichtsstand erreicht man in der Regel nicht
sofort, weil die Steifigkeitsmatrix streng genommen nur die De-
formierbarkeit bei unendlich kleinen Verschiebungen zu be-
schreiben vermag. Bei einer Wiederholung des soeben aufgezeig-
ten RelaxationsprozeBes kommt man jedoch rasch beliebig nahe
an die tatsdchliche Gleichgewichtslage heran.

Im folgenden Kapitel leiten wir zunichst die fiir den gegen-
wirtigen Zweck besonders wichtigen elastischen und geometri-
schen Steifigkeiten eines Stabes her, aus denen sich, wie bereits
gesagt, die Gesamtsteifigkeit eines gespannten Netzwerkes auf-
bauen ldBt. Einige der theoretischen Grundlagen wurden zwar
bereits 1959 entwickelt und sind in der Literatur dokumentiert
[1, 2, 3, 4, 5], bezichen sich aber auf eine speziell luftfahrttech-
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nische Problemstellung. Hier unterbreiten wir eine neuartige, ele-
gantere Darstellung der Theorie, die auf die nichtlineare Analyse
vorgespannter Netzwerke ausgerichtet ist. Die Autoren méchten
an dieser Stelle auch auf ihre Arbeiten lber die Berechnung
groBer Verschiebungen in Rahmen, Platten, Schalen sowie zwei-
und dreidimensionalen Kontinua hinweisen [6, 7, 8, g].

Die Technik des Aufbaus der Steifigkeitsmatrix eines voll-
stindigen Netzwerks aus den sogenannten Elementsteifigkeiten
behandeln wir ebenfalls im zweiten Kapitel.

Die iterative Ermittlung der Gleichgewichtslage eines vorge-
spannten Netzwerks wird in Kapitel 3 eingehend erldutert. Ins-
besondere geben wir auch an, wie die Gleichgewichtsbedingun-
gen uberpriift werden und wie die Matrix der Ungleichgewichts-
krifte berechnet wird. AnschlieBend zeigen wir, dafl das zu-
niichst aufgrund physikalischer Uberlegungen hergeleitete Ver-
fahren von mathematischem Standpunkt aus als Newtonverfahren
zur Lésung nichtlinearer Gleichungssysteme gedeutet werden
kann.

Im vierten Kapitel beschreiben wir eine Methode, welche es ge-
stattet eine fiir die iterative Berechnung der Gleichgewichtslage
hinreichend genaue Ausgangsgeometrie zu erzeugen, in der so-
wohl die Gestalt und Ausrichtung des Netzes als auch der Span-
nungszustand vorgeschrieben werden kénnen. Die Entwicklung
dieser Methode ergab sich aus der Tatsache, daBl die mit Un-
regelmiBigkeiten behaftete, aus einem Modell vermessene Aus-
gangsgeometrie fiir unser Verfahren zur Ermittlung eines exakten
Zuschnitts zu ungenau ist. Unseres Erachtens eriibrigt sich durch
dieses neu entwickelte Verfahren in Zukunft der Bau aufwendiger
MeD- und Zuschnittsmodelle.

Fragen der praktischen Anwendung des Matrizenverschie-
bungsverfahrens zur Berechnung vorgespannter Netzwerke sind
im flinften Kapitel zusammengefalt. Insbesondere geben wir
auch an, welche Ausgangsdaten benétigt werden und in welcher
Form diese vorliegen sollten. Ferner beschreiben wir Maf3nahmen,
die es erlauben wihrend der iterativen Berechnung des Gleich-
gewichts die vorgesehenen Seilspannungen aufrecht zu erhalten.
GroBen Wert haben wir auf eine moglichst zweckmiBige Aus-
gabe der Ergebnisse gelegt. Es ist fiir uns selbstverstdndlich, dal
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wir genaue Werte der Lingen und Spannkrifte aller Netz-,
Rand- und Abspannseile sowie der Maste liefern. Darliber hin-
aus haben wir Programme entwickelt, durch welche das bearbet-
tete Netzwerk in jedem Zustand und in jeder gewlinschten Pro-
jektion automatisch aufgezeichnet werden kann. Schliefllich
sollte auch darauf hingewiesen werden, daf3 dasselbe Programm
zur Ermittlung des Zuschnitts und zur Berechnung des Netzver-
haltens unter Belastung benlitzt wird. Wir brauchen uns dabei
sogar nicht auf duBere Lasten wie Eigengewicht, Schnee, Wind-
druck, usw. zu beschrinken sondern kénnen z. B. ebensogut den
EinfluB einseitiger Erwdrmung des Netzes erfassen.

Der Rahmen dieser Arbeit verbietet es leider die grundsitz-
lichen Fragen des Tragverhaltens und der Auslegung vorge-
spannter Netzwerke zu behandeln, was wir auch nicht als unsere
Aufgabe betrachten. Wir méchten aber betonen, daf3 die hier
dargestellte Methodik auch als ein ideales Werkzeug zum Stu-
dium dieser Probleme dienen kann. Zum Beispicel lassen sich in
kurzer Zeit umfangreiche Parameteruntersuchungen durchfiih-
ren, bei denen die Form des Netzes, die Richtungen der Seile und
die Belastung mit geringerem Arbeitsaufwand innerhalb weiter
Grenzen variiert werden koénnen.

Die Verfasser mochten den Mitarbeitern des ISD, welche zum
erfolgreichen Abschlul3 dieser Arbeit beigetragen haben, ihren
herzlichen Dank aussprechen. Fiir die Unterstiitzung bei der
Entwicklung und Anwendung der Rechenprogramme danken
wir den Herren Siv.-Ing. O. Botterud, Dipl.-Ing. I. Grieger und
vor allem Herrn Dipl.-Ing. Th. Angelopoulos, der sich durch be-
sonders groBen Einsatz hervorgetan hat. Die graphische Aus-
wertung der Ergebnisse auf ecinem numerisch gesteuerten Zei-
chengerit haben die Herrn Dipl.-Ing. W. Aicher, Dr. R. E, Ham-
mer und Dipl.-Ing. M. Miiller erméglicht.

Wir wollen hier auch die sehr gute Zusammenarbeit des ISD
mit dem Ingenieurbiiro Leonhardt und Andri anerkennen. Bei
der Anwendung des Rechenverfahrens auf die Olympiadicher
hat uns insbesondere Herr Dipl.-Ing. J. Noesgen tatkriftig
unterstiitzt. Fir viele wertvolle Anregungen danken wir Herrn
Dr. Ing. J. Schlaich und Herrn M. Biguenet, Ingenieur M.
et A.
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2. Steifigkeitsmatrix eines vorgespannten Netzwerkes
2. a) Einfiihrung

Wie bereits in der allgemeinen Einleitung gesagt wurde, be-
ruht das hier beschriebene Verfahren zur Untersuchung vor-
gespannter Netzwerke auf der Berechnung einer Steifigkeits-
matrix, die fiir das gesamte System aus den Steifigkeiten einzelner
Elemente aufgebaut wird. Als einzelne Elemente definieren wir in
cinem Netzwerk Stilicke von Seilen, welche zwischen zwei Knoten
liegen. Ein Knoten bedeutet dabei einen Kreuzungspunkt in dem
zwei oder mehr Drahtseile verbunden sind. Da die so definierten
Scilelemente dieselben statischen Eigenschaften besitzen wie die
Stibe eines Fachwerks, werden wir sie im weiteren stets als
,otibe bezeichnen und den Begriff ,,Seil* nur fiir die Gesamt-
heit eines durchlaufenden Seils verwenden.

Die im folgenden fiir die Elemente angegebenen Steifigkeits-
matrizen beschreiben die /ineare Beziehung zwischen kleinen
Verschiebungen der Knotenpunkte des Elements und den da-
durch erzeugten Knotenpunktskriften. In einem nicht gespann-
ten Stab bewirken die Verschiebungen in den Knoten nur elasti-
sche Krifte P,. Die zusitzlichen Kriifte, die man bendtigt um
einen vorgespannten Stab zu verschieben, wollen wir geometrische
Krifte P, nennen. Entsprechend dieser Einteilung haben wir
eine elastische und eine geometrische Steifigkeitsmatrix, k, bzw.
k., aufzustellen; s. a. Ref. 2. 3.

2. b) Geometrie, Verschiebungs- und Lastmatrix
’ =3

Wir beginnen damit, daB wir die Lage des Stabelements im
dreidimensionalen Raum durch einen geometrischen Vektor
X = {x; 1 21 %y ¥p %2} 6 % 1) (1)

beschreiben. Dabei sind x;, ¥, z; und x,, ¥,, 2, die kartesischen
Koordinaten der Knotenpunkte 1 und 2 des Stabs; siche auch

Abb. 1. Aus dem Vektor X kann man sofort die momentane Linge
des Stabs

[ =[(xg—2)* + (Yo — )%+ (22— 2% (2)

und einen Einheitsvektor



30 John H. Argyris und Dieter W. Scharpf

x Xy — X

L 2

¢ = C_y :7 Yo —N1 (J)
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berechnen, welcher die Richtung des Stabs angibt.

Lastvektor P

W,

~

Verschiebungsvektor p (%, %4 2,)

w, N
(%,%.,2)

1 N
P,

v

Abb.1 Geometrie, Verschiebungen und Lasten des Stabelements

Den Verschiebungsvektor des Stabs definieren wir als

P = (% vy wy sy vy wap = {p) P2y (6 X 1) 4)

wobel 7y, vy, w; bzw. 7,, v,, w, die kartesischen Komponenten der
Verschiebungsvektoren p; und p, der Knoten sind; siche Abb. 1.
Der Verschiebungsvektor p aus GI. (4) entspricht genau dem geo-
metrischen Vektor X von G. (1), was fiir die Untersuchung groBer
Verschiebungen eine unabdingbare Voraussetzung ist. Haben
nimlich vor einer Belastung die Geometrie des Stabs durch x,,,
gegeben und finden fur das Element eine Verschiebung p, so er-
gibt sich die ncue Geometrie nach der Belastung einfach aus der
Summe

xnnch = Xvor + e (5)

Entsprechend zu p von Gl. (4) fihren wir nun den Lastvektor des
Stabelements ein als

P={U VWU, V, Wy} = {P, Dy} 6 X 1) )
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In P sind also die sechs kartesischen Komponente der Kraftvek-
toren P; und P, enthalten, welche in den Knotenpunkten wirken;
siche Abb. 1.

SchlieBlich wollen wir noch die wichtigen Begriffe der natiir-
lichen Verschiebungen und Lasten definieren. Wir nennen diese
natiirliche Verschichung p, des Stabelements die wesentliche
elastische Deformation des Stabs, also seine Lingendnderung.
Aus dem Verschiebungsvektor g von Gl. (4) ergibt sich mit dem
Einheitsvektor e aus Gl. (3) sofort

Py =C"P—C" Py = —e'p 4 e'p, (7)
Vektorschreibweise Matrizenschreibweise

Als natiirliche Last P, des Stabs bezeichnen wir die Zug- oder
Druckkraft, welche dieser als Tragwerkselement aufnehmen
kann. Infolge von P erhilt man offensichtlich die Knotenpunkts-
krifte

P,=—¢ePy; P,=¢P, )

Die Beziehungen (7) und (8) kénnen nun zu den ecleganteren
dualen Matrizengleichungen

Py = aAypP und P =a,P, (9
zusammengefaBt werden, wobei die (1 X 6) Matrix
ay=[—e¢ ¢ (10)
1st.
2. ¢) Elastische Steifigkeitsmatrix des Stabelements

Die clastische Steifigkeit des Stabelements leitet sich am ele-
gantesten aus der sogenannten natiirlichen Steifigkeit £, ab.
Letztere beschreibt das Verhiltnis zwischen natirlicher Last und
natiirlicher Verschiebung durch die bekannte Beziehung

A
Py=- o Py = Aypy (11)

Hier bedeutet /2 den Elastizititsmodul, 4 die Querschnittsfliche
des Stabs und /, dessen ungedehnte Linge. Mit den Gln. (9) er-
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halten wir aus Gl. (11) sofort die elastischen Knotenpunktskrifte
P, infolge eines Verschiebungsvektors p zu

Py=ay4,ayp =kyp (12)
Wir haben somit die elastische Steifigkeitsmatrix

EA ¢t — ce!
kp=ay'byay= _—[

2 T x0ay

gefunden. Man beachte, daB k. als wesentliche Untermatrix nur
die symmetrische (3 X 3) Matrix

. E4
kK, = s cet (14)

enthilt.

2. d) Geometrische Steifigkeitsmatrix des Stabelements

Die im letzten Abschnitt angegebene Steifigkeitsmatrix k, be-
ricksichtigt nicht den EinfluB einer im Stab vorhandenen Vor-
spannung. Die Veridnderung der Steifigkeit infolge einer bereits
vorhandenen natiirlichen Last P, wird durch die geometrische
Steifigkeit beschrieben, welche ihrerseits die elastischen Eigen-
schaften des Stabs unberiicksichtigt 1aB3t. Wihrend gemif Gl (12)
elastische Krifte P, nur dann entstehen, wenn die Verschiebungen
eine Anderung der Stablinge bewirken, entstchen infolge der
Vorspannung P, nur dann geometrische Krifte P, wenn p eine
Rotation des Stabs enthilt.

Wir zerlegen zunidchst die Verschiebungsvektoren p;, p, der
Knoten in Komponenten parallel und orthogonal zum Stab. Wir
erhalten so

P, = Pi, par + pi, orth 7= 1,2 (15)
mit
(16)

pi, par — (C i Pl) € = cct P und pz’, orth = Py — P{, par [13 - cc‘] e:

wobei I eine (3 X 3) Einheitsmatrix ist. Ein Maf} fiir die Ver-
drehung des Stabs bildet der Vektor

5 = 92, orth = pl, orth — [13 - cct] [92 . pl] (17)



Berechnung vorgespannter Netzwerke 33

P

veranderte Geometrie

@ @ anfangliche Geometrie

Abb.2 Zur Herleitung der geometrischen Steifigkeit des Stabelements

Wie Abb. 2 zeigt, erzeugt die Vorspannung P, infolge von g ein
Moment M = P, | g |, welchem durch die Knotenlasten

P,=—FP=F mt P=12p (18)
0
das Gleichgewicht gehalten wird. Die Gln. (17) und (18) kénnen
zusammengefal3t werden zu

(Rl B[ G—ee) - —eeh]
-5]:_/:{‘[_(12_001) (IZ__CCL)]P"'I‘GP (19>

Wir haben somit die interessante Formel flir die geometrische
Steifigkeit des Stabelements

S I3 —ee) — I3 —ech) .
ko=~ [— @ —ee) (I, — cc‘)] ©x6) (20)

hergeleitet. Die Gesamtsteifigkeit des Stabelements erhalten wir
wegen

P=P,+P;=kp 4 kep = [k + ks]p = kp (21)

einfach als die Summe von elastischer und geometrischer Steifig-
keit zu

3 Minchen Ak. Sh, 1970
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(22)
k=k5+kG=L§,*H mit 1{'=E_Afﬂcct+ P;;Vls

Auch die geometrische Steifigkeitsmatrix enthilt wie die elastische
nur eine wesentliche (3 X 3) Untermatrix, welche wieder sym-
metrisch ist. Flir die Gesamtsteifigkeit eines Stabs miissen also
nur die Groen

_ EA—Py , Py | _ EA—Py , Py |
kll - /0 Cx + ly ’ 'éZ‘.’. = /0 L-y + /—0 ’
EA—Pxy Px
b= ZAEN 4y o (23)
A lo
EA—Py EA—Px EFA—~Pxy
kl2 - Zy (’-xcy ’ kl3 - A Cxlsh k23 - Z $%

berechnet werden.

Es soll hier noch vermerkt werden, dal3 die angegebenen Ma-
trizen K, und k; selbstverstindlich auch zur Untersuchung von
Fachwerken bei kleinen und groBen Deformationen, sowie zur
Berechnung der Knicklasten von Fachwerken angewendet wer-
den kénnen (siche Ref. 3). Zwecks Abkiirzung der Notation ha-
ben wir bisher die fiir ein einzelnes Element giiltigen Matrizen
P, p, k nicht mit einem auf die Nummer des Elements verweisen-
den Index versehen. Im folgenden werden die genannten Sym-
bole fiir noch zu definierende Supermatrizen beniitzt, wihrend
solche Matrizen, die nur fiir bestimmte Elemente gelten durch
einen unteren Index bezeichnet werden.

2. e) Gesamtsteifigkeit des Netzwerks

Die Gesamtsteifigkeitsmatrix eines Netzwerks 148t sich aus den
einzelnen Elementsteifigkeiten aufgrund einfacher kinematischer
Uberlegungen aufbauen, welche besonders elegant als Boole’sche
Kongruenttransformation dargestellt werden kénnen [2, 3]. Wir
definieren fiir das Gesamtsystem einen Verschiebungsvektor

P={uy v, w wy vy Wy ——— U, v, W5 (24)
= {7’1 7y 73 74 75 e — — — ¥,2 7, rm}
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in welchem alle erlaubten Freiheitsgrade zusammengefaBt sind.
Aus r kdénnen die Verschiebungen p, eines typischen Elements p
extrahicrt werden mit Hilfe einer Boole’schen Matrix a, durch

Py = 3T (25/
Verstehen wir nun unter p einen Supervektor aller (6 X 1) Ele-

mentverschiebungsvektoren g, so erhalten wir bei s Elementen

p=ar mit a=1{a a———a,———a} (26
(6s%1)

Fassen wir analog die Lastvektoren der Elemente zu
P—{P, P,—— —P,—— P} (27)
zusammen, so erhalten wir aus Gl. (21) sofort
P =kp (28)
wobeil nun k die (65 X 65) Superdiagonalmatrix

k=[k k,———k,———k|] (29)
bedeutet.

Wir fithren nun entsprechend r von Gl. (24) einen Gesamtlast-

vektor

R= {0'1 Vl Wl U2 V2 W2 T Uu Vn IVH} (20
={Ry Ry Ry Ry Ry Ry —— — R, R,y R,} e

ein. Aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit folgt sofort die zu

Gl. (26) duale Beziehung

R=a’l (31)
Mit den Gln. (26) und (31) liefert nun Gl. (28), dal3
R =a'P = a'kp = a'kar = Kr (32)

gilt und wir erhalten damit die Gesamtsteifigkeit des Netzwerks zu
K =a3a'ka (33)

Fiir solche einfache Systeme wie sic Netzwerke darstellen, kann
die Boole’sche Transformation der Gl. (33) besonders leicht
durchgefiihrt werden. Entsprechen zum Beispiel die Element-
verschiebungen des p-ten Elements den Freiheitsgraden 7, 7 + 1,

-

3
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7 -+ 2,7,7 -+ 1,7 + 2 innerhalb des Vektors r so wird die Unter-
matrix k, der Elementsteifigkeit (siche GI. (22)) wie in Abb. 3 ge-
zeigt in der Gesamtsteifigkeit I akkumuliert. Wire der Knoten 2
des Elements p eingespannt, so miilte nur einmal k; zu der dia-
gonalen Untermatrix von K addiert werden. Wegen der offen-
sichtlichen Symmetrie von K reicht es selbstverstindlich, wenn
man nur deren obere Dreiecksmatrix aufbaut.

©)

=7
Q K2 .
W =r Freiheitsgrade
27 2 des p-ten Elements
u =r
1 i
KIS
LA
-~ L
Spalte T2 RS
Zeile I I :
. |
[ |
i [ o] '
p % ',‘z l‘kp 'kp
k- el = | !
p = ' B |
-k | k
2 L j ' '
}/ ! -kp okp
!
‘ |
Elementsteifigkeit Gesamtsteifigkeit

Abb.3 Aufbau der Gesamtsteifigkeitsmatrix

3. Iterative Berechnung des Gleichgewichtszustandes eines vorge-
spannten Netzwerks.

3. a) Die Gleichgewichtsbedingung des vorgespannten Netzwerks

Wir gehen davon aus, dafl fiir ein vorgespanntes Netzwerk die
elastischen Eigenschaften (Z£A4) und die ungedehnten Lingen /;
der einzelnen Stibe sowie die Geometrie des gesamten Systems
durch einen Supervektor X gegeben sind. Bei s Elementen ist so-
mit X ein (65 X 1)-Vektor, dessen Untermatrizen die (6 X 1)-
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Vektoren der Gl. (1) bilden. Nach Gl. (2) kénnen nun die tatsdch-
lichen Lingen /,der Stibe berechnet werden, aus denen sich die
natiirlichen Lasten

£A
Po="7, b=ty P=12. .3 (34)

ergeben. Uber die nach GI. (3) aus X ermittelten Einheitsvektoren
e, werden sodann gemdfB Gl. (10) die ay-Matrizen aller Stibe auf-
gebaut.

Wenn auf das Gesamtnetzwerk eine Belastung R (siehe Gl. (30))
wirkt, so kann unter Verwendung der zweiten Gl. (g) und Gl. (31)
die Gleichgewichtsbedingung geschrieben werden als

R=a'a,P, (35)

(Vergl. auch Ref. 6). Dabei muB selbstverstdndlich a, als (s X 65)
Superdiagonalmatrix

ay = [ay; Byo——— 8y, — —— 2] (36)

5

verstanden werden und P, ist der (s X 1)-Vektor

Py={Pui Pry———Py———Pu} ()

Py

mit den Elementen Py, aus Gl (34).

In der Gleichgewichtsbedingung (33) sind nur die Matrizen P,
und a, von der augenblicklichen Geometrie X des Systems ab-
hingig, wihrend der Lastvektor R und die kinematische Matrix a
von der Lage des Netzwerks unabhingig sind.

In einem niherungsweise ermittelten Anfangszustand des Netz-
werkes wird naturlich die Gleichgewichtsbedingung (33) nicht er-
fiillt sein. Dasselbe gilt in einem deformierten Zustand des Sy-
stems, wenn die durch Auflésung der GI. (32) berechneten Ver-
schiebungen r nicht schr klein sind, wie es bei der Aufstellung der
Steifigkeitsmatrizen vorausgesetzt wurde. Ilir cine solche Un-
gleichgewichtslage des Netzwerks definieren wir die Ungleich-
gewichtskrifte R, durch

R, = R—a'a, P, (38)

\J*/

Die letztere Bezichung besagt einfach, dafl man im Knoten-
punkt 7 den Vektor R, ; der Ungleichgewichtskraft erhdlt aus der
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Differenz zwischen der im Knoten vorhandenen duBeren Kraft R;
und der Vektor-Summe der Krifte P, in denjenigen Stiben ist,
welche im Knoten 7 zusammenkommen.

Im Rahmen einer numerischen Rechnung werden wir die
Gleichgewichtsbedingung als erfiillt ansehen, wenn alle Kompo-
nenten des Vektors R, unter ciner gewissen Schranke liegen.
Da ecin Netzwerk innerhalb der Tangentialebene sehr viel steifer
ist als in der zugeordneten Normalenrichtung, empfiehlt es sich
in der Praxis verschiedene Schranken fiir die tangentialen und
normalen Komponenten der Ungleichgewichtskriifte einzufithren.

3. b) Iterative Ermittlung des Gleichgewichtszustandes

Aus den im vorhergehenden Abschnitt iber das Gleichgewicht
eines Netzwerkes angestellten Betrachtungen folgt auf natiir-
liche Weise eine iterative Methode zur Ermittlung der Gleichge-
wichtslage, welche auch als ein Relaxationsverfahren bezeichnet
werden kann, Im folgenden wollen wir einen typischen Iterations-
schritt betrachten; vergleiche Ref. 7. Die im Verlaufe der Ite-
ration sich verdndernden GréBen werden dabei durch hochge-
stellte Indices bezeichnet, welche die Nummer des Iterations-
schritts anzeigen.

Die Geometrie zu Beginn des 7’ten Iterationsschritts set durch
den Supervektor X’ gegeben, aus dem sich eine Supermatrix a,’
und die natiirlichen Lasten P, wie beschrieben berechnen lassen.
Man erhilt so die Ungleichgewichtskrifte

R/ =R—a (a,) P,/ (39)

welche als eine auf dem Netzwerk verbleibende Belastung ange-
sechen werden kénnen. Einen der Gleichgewichtslage des Systems
besser angepalBten Zustand des Tragwerks kann man nun finden,
indem man die Deformation unter der Last R’ berechnet. Mit
der fiir die Geometrie X’ giiltigen Steifigkeitsmatrix K’ berechnen
wir nach Gl. (32) die Verschiebungen

r=®E)1R/ (40)
Gl. (26) liefert sodann die Elementverschiebungen

p'=ar (41)
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so daB3 nach Gl. (5) die neue Geometrie
¥ —x (42)

folgt. Damit ist ein Zyklus der Iteration abgeschlossen und man
kann nun einen neuen mit der Berechnung der ¢ 4 1’ten Un-
gleichgewichtskrifte R, beginnen. Falls alle Komponenten von
R,"! unter der vorgegebenen Schranke liegen, wird die Itera-
tion abgebrochen.

Normalerweise konvergiert die Iteration sehr schnell, wenn die
anfinglichen Ungleichgewichtskrifte R,% nicht zu gro8 sind.
Wenn man von einem Gleichgewichtszustand des vorgespannten
Netzwerkes ausgeht und die Deformation unter einer Belastung
R berechnen will, so kann man die R, sehr einfach dadurch klein
halten, daB3 man die Last in einer Reihe von kleinen Schritten R 4
aufbringt. Kennt man dagegen noch keinen Gleichgewichts-
zustand, wie es bel einem vorgespannten Netzwerk am Beginn
der Untersuchung die Regel ist, so kann es notwendig werden,
dafl man das System nur mit einem gewissen Teil R, ,* der Un-
gleichgewichtskrifte R, belastet, oder daB man die GroBe der
Verschiebungen 1* beschrinkt. Ernsthafte Konvergenzprobleme
sind in der Praxis noch nie aufgetreten. Bei der einfachen physi-
kalischen Bedeutung der iterativen Methode ist es fiir den Inge-
nicur stets sehr leicht solche Malnahmen zu treffen, welche die
Konvergenz erzwingen.

3. ¢) Die iterative Berechnung des Gleichgewichts als Lésung eines nicht-
linearen Gleichungssystems mit Hilfe des Newton Verfahrens

Als eine interessante Ergidnzung der Theorie soll in diesem Ab-
schnitt gezeigt werden, dal3 die angegebene Methode zur Berech-
nung der Gleichgewichtslage als eine Anwendung des bekannten
Newton-Verfahrens zur Lésung eines nichtlinearen Gleichungs-
systems interpretiert werden kann. Diese Deutung erklirt die
normalerweise auBlerordentlich rasche Konvergenz der Iteration,
welche dem Newton-Verfahren allgemein zu eigen ist. Gleich-
zeitig soll noch einmal betont werden, daB die beim Newton-
Verfahren hiufig auftretenden Konvergenzschwierigkeiten aus
den angefiihrten physikalischen Griinden nicht befiirchtet werden
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missen. Zur Abklirzung der Notation werden wir eine Schreib-
weise mit Ableitungen nach Matrizen und Supermatrizen be-
niitzen, deren Bedeutung der Leser leicht erkennen wird; siche
auch Ref. 6.

Wir beginnen mit der Gl. (38) und schreiben alle von der Geo-
metrie abhingigen Matrizen als Funktion des Supervektors x.
Es wird so

R(X) =R —a'a, (Pyx (43)

Bei einer Anderung dx der Geometrie erhilt man eine Verinde-
rung der Ungleichgewichtskriifte

oRu

dR‘u = ET dx (44)
Wegen GI. (5) gilt in einem so einfachen System wie es ein Netz-
werk darstellt, daB die Anderung der Geometric dx gleich den in-

krementalen Elementsverschiebungen dp ist, d. h.

dx =dp (43)
und somit auch

0 d

== Z_p (46)

Mit Gl. (26) ergibt sich ferner
de = adr =dx (47)
wobel dr ein inkrementaler Vektor der Verschiebungen des Ge-

samtsystems (entsprechend 1) ist. Die Gl. (43) liefert nun

dayt P :
dR, = —a'| Py + aw'%] adr (48)
] - 0Py
Betrachten wir zunichst den Ausdruck a,! _%' Aus der ersten

Gleichung (1) folgt in Verbindung mit Gln. (11) und (12)

t BPA\' . t BP\ ?ﬂ - t 6‘1{\'
op ~ "V dpy 9p ~ "V dpy "V

N

(49)

- t { ——
=a, kya, =k,

d. h. dieser Term bedeutet einfach die Supermatrix der clasti-
schen Elementsteifigkeiten.
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Aus Mangel an Raum kénnen wir hier nicht ausfiihrlich die
Differentiation von a,' nach dem geometrischen Vektor X behan-
deln. Der Leser kann die Ableitung jedoch unter Verwendung der
Gln. (10) und (3) ausfiihren, wobei die Definition von X durch
Gl. (1) zu beachten ist. Eine detaillierte und weitergehende Dar-
stellung findet man auch in fritheren Veréffentlichungen der Ver-
fasser [6, 9]. Das Ergebnis ist einfach, daf3

a wt
APy =K, (50)

d. h. gleich der geometrischen Steifigkeit ist.
Wir haben somit gezeigt, daB3 bei einer Anderung der Geo-
metric dX die Anderung der Ungleichgewichtskrifte

dR, = —a' [k, + k] dx = —a' kadr = — Kdr  (51)

ist. Im Newton-Verfahren mufl nun ein solches dR, bestimmt
werden, dal

R, +dR, =0 (52)

gilt. Far die inkrementalen Verschiebungen dr besteht also das
lineare Gleichungssystem

R,—Kdr=0 oder dr= KR, (33)

Diese Beziehung entspricht offensichtlich genau der Gl. (40),
welche im  vorausgegangenen Abschnitt aus rein statischen
Uberlegungen hergeleitet wurde.

Mit diesen ergiinzenden Bemerkungen wollen wir nun die Dar-
stellung der Theorie abschlieBen und uns mehr den praktischen
Problemen bei der Untersuchung vorgespannter Netzwerke zu-
wenden. \

4. Ermittlung einer angeniitherten Anfangsgeometric

4. a) Anforderungen an die Anfangsgeometrie des vorgespannten Netzwerks

Die Berechnung eines vorgespannten Netzwerks nach der Ma-
trizenverschiebungsmethode geht von einem Zustand aus, in dem
die Lage der Knotenpunkte und die ungedehnten Lidngen der
Stiabe sowie deren elastische Eigenschaften bekannt sind. Die
erste Aufgabe ist es daher, eine Anfangsgecometrie zu ermitteln,
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in der selbstverstindlich die Gleichgewichtsbedingungen nicht
oder nur niherungsweise erflillt sein kénnen. Die Anfangsgeo-
metrie wird also allein durch architektonische Anforderungen
bestimmt, die in diesem Abschnitt zusammengestellt werden
sollen.

Die ridumlichen Begrenzungen fiir das zu errichtende Netz-
werk sind durch den gegebenen Unterbau bestimmt, der als un-
verdnderlich betrachtet wird. Die Gestalt des Netzes wird in den
Grundziigen nach architektonischen Gesichtspunkten festgelegt
und es ist die Aufgabe des Ingenieurs ein Tragwerk der gewiinsch-
ten Form zu konstruieren. Zu diesem Zweck wird das Netzwerk
zuerst mit Hilfe analytischer Verfahren statisch berechnet. Wir
konnen hier nicht auf die dabei angewendete Technik eingehen
und mochten auch feststellen, dafl die entsprechenden Unter-
suchungen fiir die im ISD nach der Matrizenverschiebungs-
methode berechneten Netzwerke vom Ingenieurbiiro Leonhardt
und Andri durchgefithrt wurden. Die genannten Berechnungen
liefern Werte flr die im Netzwerk aufgrund der Form und Bela-
stung notwendigen Vorspannungen. Zugleich kénnen auch die
Beanspruchungen der Rand- und Abspannseile sowie der Masten
ermittelt werden. Die Dimensionierung aller Seile und Masten
wird nach diesen Spannungswerten vorgenommen. Die sich er-
gebenden Werte fiir die Querschnittsflichen und die elastischen
Eigenschaften der Stibe werden selbstverstindlich auch fir den
Aufbau der Steifigkeitsmatrix benétigt und verwendet. Nach
dieser ersten statischen Berechnung werden auch diejenigen
Punkte ermittelt, in denen die Abspannseile und Stiitzmasten am
Netz befestigt werden. Bei der Analyse des Netzwerks nach der
Matrizenverschiebungsmethode ist es am besten die genannten
Punkte festzuhalten. Die genaue Lage der Fundamente fiir die
Stiitzmaste und der Verankerung flr die Abspannseile kann nach
der Berechnung des eigentlichen Netzwerks aufgrund einer cin-
fachen Gleichgewichtsbetrachtung exakt ermittelt werden. Beim
Bau der Olympiadicher entstand infolge der groien Zeitnot leider
die extrem ungiinstige Situation, daf3 die Fundamente sowohl be-
ziiglich ihrer rdumlichen Lage als auch beziiglich der Richtung
in der sie Krifte aufnehmen koénnen véllig fixiert waren, bevor
eine Berechnung des Netzwerks nach der hier beschriecbenen Me-
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thode durchgefiihrt wurde. Die Ermittlung ecines Zuschnitts bei
Einhaltung der aus statischen Grinden vorgeschenen Netz-
spannungen wurde dadurch auBerordentlich erschwert.

Eine sehr wichtige Anforderung an das Netzwerk hat den fer-
tigungstechnischen Grund, daf3 es als ebenes quadratisches Seil-
netz vorgefertigt wird. Es bestcht also die Bedingung, daB3 alle
Stibe mit Ausnahme der Randseile und der AnschluBstiicke an
die Randsecile eine konstante Linge haben. Dies hat zur Folge,
dafl die Koordinaten der Knotenpunkte in der Anfangsgeometrie
mit sehr groBer Genauigkeit vorliegen miissen; denn die Differenz
zwischen den aus den Koordinaten berechneten Seillingen und
der konstanten Soll-Linge muf} bei allen Stdben unter Beriick-
sichtigung ihrer elastischen Eigenschaften die vorgesehenen
Spannkriifte liefern.

Zusammengefal3t ergeben sich somit fiir die Anfangsgeometrie
cines Netzwerkes die folgenden Bedingungen:

1. Alle Knotenpunkte liegen auf einer durch die Form des Netz-
werks bestimmten Fliche.

|8

. Diejenigen Punkte, in welchen Abspannseile und Masten be-
festigt werden, miissen streng eingehalten werden,

. In den Stiben sollen die vorgesehenen Spannungen wirken.

I

4. Alle inneren Stibe missen eine konstante Soll-Linge be-
sitzen.

Bei der iterativen Ermittlung der Gleichgewichtslage 148t es sich
sclbstverstindlich nicht vermeiden, daf3 die zunichst vorgesehene
Form verdndert wird, d. h. die erste Bedingung wird nicht mehr
eingehalten. Je besser die Gleichgewichtsbedingung in der An-
fangsgeometrie eingehalten wird, desto kleiner wird aber die Ver-
formung sein. Die dritte Bedingung kann ebenfalls nicht fur alle
Stdbe aufrechterhalten bleiben, da sonst die vierte Forderung
nicht erfiillt werden kénnte. Streng beachtet werden also nur die
2. und 4. Bedingung. Spiter werden noch MaBnahmen beschrie-
ben, die es erlauben, die vorgesehenen Werte der Seilspannung
mit hoher Genauigkeit zu erreichen, so daf3 keinesfalls die vorge-
sehenen Seilstirken verindert werden missen.
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4. b) Daten fiir die Anfangsgeometrie

Wir wollen im folgenden insbesondere darstellen, in welcher
Form die Ausgangsdaten flr die Ermittlung einer Anfangsgeo-
metrie vorliegen sollten und beginnen dabei mit der Beschreibung
der geometrischen Form der Netzfliche. Zur Berechnung des
Grundzustandes des Netzwerks gehen wir aus von einer Funktion
z = z (x, »), welche fir jeden Punkt in einer Grundriebene ~ sie
sei die ay-Ebene eines kartesischen Koordinatensystems — die
Hohe z der Netzfliche Gber der Ebene liefert. Am zweckmiBig-
sten ist es dic Funktion als Polynom in zwei Variablen

5= gy + @px + any + anx® + apxy + ayyt ...
— Z aﬂ"l x"y"x <54>

”,m

anzusetzen. Die Koeffizenten ¢,,, kénnen nach der Methode der
kleinsten Quadrate ermittelt werden, wenn eine hinreichende
Anzahl von auf der gewlinschten Netzfliche liegenden Punk-
ten gegeben ist. Bei den von uns bisher untersuchten Netz-
werken erhielten wir solche Daten vom Institut fur Anwen-
dungen der Geodisie im Bauwesen, Universitit Stuttgart, in dem
eine Auswertung der im Institut fur leichte Flichentragwerke,
ebenfalls Universitit Stuttgart, gebauten Modelle durchgefiihrt
wurde. Wir mochten an dieser Stelle bemerken, dal3 uns der Bau
eines aufwendigen MeBmodells nicht notwendig erscheint, nur
um eine mathematische Beschreibung der Netzfliche zu erhalten.
Wenn von Anfang an eine Berechnung nach der Matrizenver-
schiebungsmethode cingeplant wird, sollte die Anfertigung eines
einfachen Tullmodells ausreichen. Der Mchraufwand an Com-
puterzeit fur die iterative Ermittlung der Gleichgewichtslage aus
einer eventuell schlechteren Anfangsgeometrie verursacht schr
viel niedrigere Unkosten als die Erstellung eines in scinen elasti-
schen Eigenschaften der Bauausfihrung dhnlichen Modells, die
auflerdem sehr lange Zeit beansprucht.

Zurickkommend auf die Polynomdarstellung der Netzfliche
mochten wir noch bemerken, dal3 es sich am besten bewihrt hat,
die Ordnung des Polynoms niedrig zu halten, z. B. 7, 72 < 4, und
dafiir die gesamte Netzfliche in eine Anzahl relativ kleiner Be-
reiche aufzuteilen, in denen ein bestimmter Satz von Koeffizienten
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a,, gilt. Eine erste Unterteilung des gesamten Systems ergibt
sich meist schon dadurch, daf} das Netzwerk aus mehreren soge-
nannten Feldern zusammengesetzt ist, welche durch starke
Randseile abgegrenzt sind und selbstindige Tragwerke bilden.
Die oben erwihnten Fixpunkte der Netzfiche werden am ein-
fachsten dadurch berticksichtigt, dal man mit Lagrange’schen
Parametern Nebenbedingungen in die Summe der Fehlerqua-
drate ecinfiihrt.

Der Verlauf der Randseile wird im allgemeinen nur in der
GrundriBBebene beschrieben. Wegen der allgemeinen Form und
Lage der Randseile kommt dabei nur eine Parameterdarstellung
in Frage. Wir bentitzen drei verschiedene Arten von Parametern ¢,
ndmlich

1.y =1¢ y=PL
2.y =14 x= P (55)
3.x =x, 4+ P(tycost, y =y, + P()sint

wobei 2(Z) ein Polynom in 7 bezeichnet. Selbstverstindlich handelt
es sich nur im 3. Fall um eine echte Parameterdarstellung. Die
Polynome P(#) kénnen in der Regel ebenfalls auf die maximal
4. Ordnung beschrinkt werden. Eine mathematische Beschrei-
bung der Hohe 2 der Randseile ist normalerweise unnétig. Um
jedoch sicher zu gehen, dal} ein zwischen zwei benachbarten Fel-
dern verlaufendes Randseil trotz der verschiedenen Polynome
fiir die Netzflichen der einzelnen Felder eine glatte Kurve bildet,
empfichit es sich in solchen Fillen auch ein Polynom z = P(¥)
aufzustellen.

SchlieBlich haben wir noch die Beschreibung der Sollspannung
sowie der ZA4-Werte zu behandeln. Bei der Beschreibung der
Krifte kann mit hinreichender Genauigkeit angenommen wer-
den, daf} die Projektion des Stabkraftvektors P, ¢ auf einen festen
Einheitsvektor e konstant ist. Wir erhalten somit

Py—1]]e-c| (56)

wobei der Wert der Horizontalkraft & fiir jedes Seil vorgeschrie-
ben ist. In der Praxis kann /7 als stiickweise lineare Funktion der
Seilnummer dargestellt werden, wenn die Seile fortlaufend nume-
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riert sind. Fur die stehenden und hidngenden Seile missen natiir-
lich zwei verschiedene orthogonale Einheitsvektoren e,, ¢, beniitzt
werden.

Ebenso wie die Horizontalkraft /7 konnen auch die ~£Z.A4-Werte
der Seile als Funktion der Seilnummer beschrieben werden.

Sind nach der beschriebenen Methode die Werte von P, und
E A fir einen Stab bekannt, so ergibt sich aus der konstanten un-
gedehnten Linge /, sofort dessen tatsdchliche Linge im Anfangs-
zustand des Netzwertes zu

L=l 4+ 22) (57)

4. ¢) Erzeugung eines Ausgangsnetzes auf der mathematischen Fliche

In diesem Abschnitt wird ein Verfahren angegeben, mit dem
auf eine mathematisch definierte Fliche ein gleichmaschiges Netz
gelegt wird. Bei den bisher im ISD berechneten Netzwerten wire
es grundsitzlich auch moéglich gewesen, fiir die aus dem Modell
vermessene Geometrie nur einen Ausgleich der Stablingen im
Innern durchzufithren. In diesem Fall miite man z. B. — wie im
vorhergehenden Abschnitt beschrieben — die Soll-Linge aller
inneren Stibe definieren. Die Differenz zwischen gemessener
Linge und Soll-Linge liefert dann ein System von Stabkriften
P, aus welchen nach Gl. (38) die Ungleichgewichtskriifte be-
rechnet werden koénnen. Somit kann also eine Iteration zur Er-
mittlung der Gleichgewichtslage gestartet werden. Die beim Mo-
dellbau in verkleinertem Malstab unvermeidbaren Abweichun-
gen von der Gleichmaschigkeit des Netzes sind jedoch selbst bet
sorgfiltigster Ausfithrung der Modelle so grof3, dall man nicht
mehr erwarten darf, den fir die Tragfihigkeit des Netzwerks not-
wendigen Spannungszustand zu erreichen. AuBerdem ist ecine
groB3e Deformation des Netzes in den Randbereichen zu erwarten,
wobei gerade dort noch erschwerend hinzukommt, daf3 man nicht
weil), wie stark die im Modell eingebauten Randscile auf Biegung
und Torsion beansprucht wurden. Wegen der genannten Schwie-
rigkeiten empfehlen wir fiur die Berechnung eines Netzwerks die
anfingliche Lage der Knoten nach der im weiteren beschriebenen
Methode zu ermitteln.
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Wir gehen aus von einem Punkt der mathematischen Netz-
fliche, in dem wir zwei aufeinander senkrechte Ebenen definieren,
welche ihrerseits entweder orthogonal zur GrundriBebene oder
eventuell auch orthogonal zur Tangentialebene der Netzfliche
sind. Entlang der beiden rdumlichen Kurven, in denen die Ebenen
die Netzfliche schneiden, kénnen leicht Knotenpunkte bestimmt
werden, welche untereinander einen vorgeschriebenen Sollab-
stand (siehe z. B. Gl. (57)) besitzen. Wir méchten an dieser Stelle
betonen, dall damit abgesehen von spiter zu besprechenden
Randzonen bereits die Lage simtlicher Knotenpunkte des gleich-
maschigen Netzes festgelegt ist. Auf eine optimale Auswahl des
Anfangspunktes und der Anfangsrichtungen des Netzes kann im
Rahmen der vorliegenden Arbeit leider nicht niher eingegan-
gen werden.

Schnittkurve der Netzfliche mit der zx-Ebene

(b)

Abb.4 Ermittlung von Knotenpunkten.auf Schnittkurven

Die Technik der Ermittlung der Knotenpunkte auf den Schnitt-
kurven wird hier nur fiir den einfachen Fall beschrieben, daf3 die
Schnittebene die zx-Ebene des Koordinatensystems ist, da der
allgemeinere Fall durch eine Koordinatentransformation auf den
elementaren zuriickgefiihrt werden kann. Wir miissen nun nur die
x-Koordinaten der Knoten berechnen. Wie in Abb. 4a gezeigt,
bestimmen wir zunichst einen Rohwert x, des gesuchten Punktes
zu

X0 = x; + /, cosa (58)
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wobei /; die vorgeschriebene Soll-Linge und x, die Koordinate
eines bekannten Punktes sind. Die Gleichung der Netzfliche lie-
fert einen zu x4 passenden Wert z 4. Der Abstand zwischen den
Punkten (x,, 0, 25) und (x4, 0, 5,0) ist nun nicht mehr gleich /
sondern /, + A/,. Einen verbesserten Wert x,; berechnet man wie
in Abb. 4b gezeigt aus

X1 = X9 AZS cos {3 (59)

Wir kommen so zu einem Iterationsverfahren, das sehr schnell
konvergiert und mit dem praktisch jede gewiinschte Genauigkeit
des Seilabstandes erreicht werden kann.

Die weiteren Knotenpunkte des Netzes kénnen sehr einfach er-
mittelt werden, indem man zu jeweils zwei auf der Netzfliche lie-
genden bekannten Punkten einen dritten bestimmt, der von den
beiden anderen vorgeschriebenen Abstinde hat und selbst auf der
Netzfliche liegt. Am zweckmiBigsten ist es dabei eine Erweite-
rung der bereits beschriebenen iterativen Methode zur Berech-
nung der Knoten auf den Ausgangskurven anzuwenden, die aber
so offensichtlich ist, dal} sie hier nicht detailliert werden muf3.

Besonders wichtig ist auch das Problem des Randbereichs eines
Netzes. Selbstverstindlich konnen die Lingen der an das Rand-
seil angeschlossenen Netzstibe nicht von vorne herein vorge-
schrieben werden und der Begriff der Gleichmaschigkeit 148t sich
grundsitzlich nicht mehr definieren. Die Richtungen der Rand-
stibe werden am einfachsten dadurch festgelegt, dafl man die
durch Polynome mathematisch dargestellte Netzfliche tiber den
eigentlichen Definitionsbereich hinaus fortsetzt und so ein gleich-
maschiges Netz berechnet, welches das endgiiltige Netz voll-
stindig einschlieBt. Die Erfahrung hat allerdings gezeigt, dal3 die
nach der Methode der kleinsten Fehlerquadrate angepaBten
Polynome nur fiir schmale Randzonen eine brauchbare Extra-
polation gestatten. Diese Schwierigkeit lif3t sich umgehen, in-
dem man am besten alle Seile von der letzten Masche aus, in der
die gleichmiBigen Abstinde vorgeschrieben sind, harmonisch
fortsetzt. Praktisch bewihrt hat sich dafiir das Verfahren, die
Projektion der Seile auf die Grundriebene oder eine Tangential-
cbene der Netzfliche geradlinig weiterzufiithren.
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Wenn bereits ein im Innern gleichmaschiges Netz vorliegt,
welches die gesamte tatsichliche Netzfliche einschlieBt, so ist es
eine relativ einfache Aufgabe, anschlieBend in der GrundriBebene
die Schnittpunkte der nunmehr festgelegten Netzstibe mit den
durch Gln. (55) dargestellten Randseilen zu ermitteln, womit die
Erzeugung ecines Ausgangsnetzes abgeschlossen ist.

5. Die praktische Durchfiithrung einer Netzwerksberechnung

5. a) Eingebedaten fir die Berechnung eines Netzwerks nach der Matrizenver-
schiebungsmethode

Nachdem bereits in den Kapiteln 2 und 3 die theoretischen
Grundlagen fiir die Untersuchung eines Netzwerks nach der Ma-
trizenverschiecbungsmethode dargestellt wurden, sollen in diesem
abschlieBenden Kapitel die wichtigsten Fragen der praktischen
Durchfihrung einer solchen Berechnung behandelt werden. Zum
Aufbau der Matrizen flir die Steifigkeit und die Ungleichgewichts-
krifte bendtigen wir fur jeden Stab die folgenden Daten:

1. Koordinaten der beiden Knotenpunkte des Stabs (x4, vy, 74, 25,
Yoy 32):

2. Nummern der Freiheitsgrade beider Knotenpunkte (7, 7),

410

3. Stabspannung (P,),
4. Ungedehnte Linge (/),
5. Elastizitdtsmodul und Querschnittsfliche (£4).

Wenn nach der im vorausgegangenen Abschnitt behandelten
Methode ein Netz auf eine mathematische definierte Fliche ge-
legt worden ist, so erhilt man dabei zuniichst nur die Koordinaten
der Knotenpunkte, die jedoch noch nicht den einzelnen Stiben
zugeordnet sind. Diese Zuordnung kann leicht automatisch
durchgefithrt werden, wenn man die Netz- bzw. Randseile fort-
laufend durchnumeriert und dann die Knotenpunkte durch eine
Kennzahl bezeichnet, welche aus den Nummern der sich kreu-
zenden Seile zusammengesetzt ist. Solche Kennzahlen kénnen
gleichzeitig erzeugt werden, wihrend man die Koordinaten der
Knoten berechnet. Sobald man die Koordination nach einzelnen
Stiben geordnet hat, ist es auch einfach, das Netz durch ein me-

4 Minchen Ak. Sh. 1970
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chanisches Zeichengerit automatisch aufzeichnen zu lassen, was
eine sehr wertvolle Kontrolle nicht nur der Zuordnung sondern
auch der Seilfithrung im Netz bedeutet. Im ISD sind alle Pro-
gramme und Gerite vorhanden, um die Netze im Ausgangszu-
stand oder auch unter Vorspannung bzw. Belastung rasch und
mit hoher Genauigkeit automatisch aufzuzeichnen. Abb. 5 zeigt
als Anwendungsbeispiel die GrundriBprojektion eines typischen
Feldes der Sporthalle fiir die olympischen Spiele in Minchen, die
unter Verwendung der genannten Programme angefertigt wurde.,

Die Freiheitsgrade werden zunichst fiir die einzelnen Knoten
fortlaufend durchnumeriert. Wihrend die Koordinaten der ele-
mentweisen Knotenpunkte ausgesucht werden, kénnen dann zu-
gleich auch die zu den Elementknoten gehérigen Freiheitsgrade
ermittelt werden.

Die Stabspannungen, ungedehnten Lingen und elastischen
Daten kénnen fir alle Stibe mit Ausnahme der Randstiibe auto-
matisch bestimmt werden. Dazu beniitzen wir die schon am Ende
des Abschnitts 4b erwihnte Darstellung der Horizontalkraft und
der £A-Werte als Funktion der Seilnummer. Die ungedehnten
Lingen missen nur flir die AnschluBstibe an die Randseile und
die Randstidbe berechnet werden. Fiir die Anschlufistibe erhalten
wir /y einfach aus der tatsichlichen Linge / der Stibe und den auf
dieselbe Weise wie im Innern errechneten Werten von A und £ 4.

Um die fiir die Steifigkeitsmatrix der Randstibe benétigten
Werte Py, /y, £A zu erhalten, verwenden wir eine Spezialversion
des allgemeinen Netzwerkprogrammes, welche es erlaubt, die
Gleichgewichtslage eines einzelnen Randseils unter der Einwir-
kung bekannter Krifte zu bestimmen. Als Ausgangsgeometrice
dient jene, welche bei der Erzeugung des Netzes auf der mathe-
matisch dargestellten Fliche gewonnen wurde. Zusitzlich wird
nur Elastizititsmodul und Querschnittsfliche des Randseils ein-
gegeben. Als Belastung des Randseils werden die Krifte in den
zugehorigen AnschluBlstiben aufgebracht. Wir finden dann die
Krifte in den Randstiben und kénnen somit deren ungedehnte
Lingen berechnen. Die Bestimmung der Gleichgewichtslage des
Randseils ist auch eine gute Kontrolle dafiir, ob die z. B. aus dem
Modell {ibernommene Form des Randseils mit den spiter am
Randseil angreifenden Kriften vertriglich ist. Falls notwendig,
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kann nun auch die Parameterdarstellung der Projektion des
Randseils auf die GrundriBBebene (siche Gln. (55)) verbessert wer-
den.

Abb.5 Maschinell aufgezeichnetes Netzwerk
{Einzelleld der Sporthalle Minchen)
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Wir wollen an dieser Stelle auch noch eine alternative Technik
zur Bestimmung der Randseile angeben, die leider aus zeit-
lichen Griinden fiir die Olympiadicher nicht mehr eingesetzt
werden konnte. Wenn ecin iiber die Randseile hinausreichendes
gleichmaschiges Netz vorliegt, in dem die Stabkrifte bekannt
sind, so kann man bei nur einer einzigen vorgegebenen Stabkraft
zwischen zwei Punkten ein Seilpolygon eindeutig berechnen, wel-
ches zumindest innerhalb einer passend gewihlten Projektions-
ebene die Gleichgewichtsbedingungen exakt erfilit. Diese Me-
thode erscheint uns wesentlich aussichtsreicher, als die Verwen-
dung der Geometrie von im Modell eingebauten biege- und tor-
sionssteifen Randseilen.

5. b) Mafinahmen zum Erzwingen eines vorgesehenen Spannungszustandes des
Netzwerks

Die Spannungen in einem Netzwerk dndern sich bei gering-
fiigiger Anderung der Seillingen so stark, daB man auch bei ciner
nach der Methode des Kapitels 4 erzeugten Ausgangsgeometrie
nicht erwarten darf, im iterativ berechneten Zustand des Gleich-
gewichts den zur Sicherung der Tragfihigkeit notwendigen
Spannungszustand ohne zusitzliche MaBnahmen zu erreichen.
Aus diesem Grunde sehen wir in jedem Seil mit Ausnahme der
Randscile mindestens cinen Stab vor, dessen ungedehnte Linge
nach jeder Iteration neu berechnet wird und zwar so, dal} die
Spannkraft einen vorgeschriebenen Wert erhilt. Selbstverstind-
lich wird man dazu Stibe wihlen, die an ein Randseil anschlieBen,
um nicht die Gleichmaschigkeit des Netzes im Innern zu zer-
storen. Bei den betreffenden Stiben mufl man dann allerdings mit
groflen Lingeninderungen rechnen. Um trotzdem eine rasche
Konvergenz der Iteration zu erreichen, ist es notwendig, die elasti-
sche Steifigkeit Kk, der Stdbe mit vorgeschriebener Kraft gleich
Null zu setzen. In der Gesamtsteifigkeit k wird also in diesem Fall
nur die geometrische Steifigkeit k beriicksichtigt. In der Praxis
hat sich erwiesen, daf3 die hier angegebene Methodik die Konver-
genzgeschwindigkeit der Iteration nicht beeintriichtigt, dafur
aber sehr viel bessere Spannungszustinde ergibt.

Wenn in der Anfangsgeometrie im Randbereich groe Storun-
gen des Gleichgewichts vorhanden sind, kénnen trotz der bereits
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beschriebenen Vorkehrungen besonders in der Randzone grof3e
Abweichungen der erreichten Spannungen von den vorgeschenen
auftreten. Das rithrt daher, dal3 die im Innern harmonisch ver-
laufenden Netzseile zum Rande hin stark abknicken, wenn sich
ein Randseil erheblich verschoben hat. Um auch diese Fehler zu
korrigieren, beniitzen wir ein durch wenige Daten gestcuertes
Programm, welches die AnschluBpunkte der Netzseile auf den
Randseilen in einer solchen Weise verschiebt, daB ein gleichférmi-
ger Verlauf der Netzseile bis zum Rande hin gewdhrleistet ist.
Nach einer solchen Korrektur mul} natiirlich noch einmal eine
neue Gleichgewichtslage des Netzes ermittelt werden, wofiir aber
in der Regel wenige Iterationen ausreichend sind.

5. ¢) Malnahmen zur Beschleunigung der Konvergenz

Die an und fiir sich gute Konvergenz bei der iterativen Berech-
nung des Gleichgewichtszustandes 148t sich durch einige hier zu
beschreibende Kunstgriffe noch merklich verbessern. Bei der
normalen Iteration fillt es auf, dal die Gleichgewichtslage in den
Randbereichen langsamer als im Innern des Netzes erreicht wird.
Das hat seinen Grund in der gegentiber den Netzseilen sehr viel
hoheren Steifigkeit der Randseile, welche in den einzelnen
Iterationsschritten nur sehr kleine Deformationen zulassen. Diese
Schwierigkeit kann umgangen werden, indem man wihrend der
Iteration den Randseilen nur eine verminderte Steifigkeit gibt, die
ungefihr in der GroBenordnung der stirksten Netzseile liegt.
Diese Netzseile sind immer noch so steif, daBl keine gro3en Defor-
mationen der Randseile zu befiirchten sind. Nach unserer Erfah-
rung kann auf diese Weise die Anzahl der Iterationen erheblich
verkleinert werden und die Endergebnisse werden praktisch nicht
beeinflullt. Es ist nur notwendig, nach Abschlufy der Iteration die
ungedehnten Lingen der Randseile zu korrigieren. Bezeichnen
wir mit /7, dic ungedehnte Linge cines Randstabs, fur den in der
Iteration der reduzierte Wert ZA cingesetzt war, so erhalten wir
die tatsichliche ungedchnte Linge zu

—lo(1+
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wenn ZA4 die wirkliche Steifigkeit des Randseils ist. Diese Kor-
rektur der Stablingen hat offensichtlich keinerlei EinfluBl auf das
Gleichgewicht des Systems.

Eine andere Beeintrdchtigung der Konvergenzgeschwindigkeit
hat die Ursache, daf3 hiufig im Verlaufe der Iteration einzelne
Netzstibe auf Druck beansprucht werden. Aus Gl. (20) ist zu er-
sehen, daB fur den Fall P, < o die geometrische Steifigkeit bei
jeder Starrkérperrotation des Stabs keine riickstellenden sondern
in Richtung der Verschiebung wirkende Krifte liefert, was eine
wesentliche Verminderung der Netzsteifigkeit bewirkt. Bei einer
groBeren Anzahl von Druckstiben kann es sogar dazu kommen,
daf} Teilbereiche des Netzes ausknicken und daB man eine nicht
mehr positiv definite Steifigkeitsmatrix findet, wodurch das Netz
zu einem Perpetuum Mobile wird. In unserem Fall erscheinen in-
folge von Druckstiben zwar nur unverniinftig groBBe Verschie-
bungen der Netzknoten, die vermieden werden konnen, indem
man alle Druckstibe einfach weglif3t. Vom mathematischen
Standpunkt erscheint dieses Vorgehen als eine Stérung des in
Abschnitt 3¢ dargestellten Newton-Verfahrens. In der Praxis hat
sich aber gezeigt, dal3 die allein physikalisch sinnvolle MaBnahme,
auf Druck beanspruchte Stdbe zu eliminieren, einen wertvollen
Beitrag zur Beschleunigung der Konvergenz leistet.

5. d) Berechnung eines vereinfachten Netzes

Die fiir die Untersuchung eines Netzwerkes nach der Matrizen-
theorie bendtigte Rechenzeit hingt in erster Linie von der Anzahl
der Knotenpunkte ab, welche ungefihr quadratisch mit der An-
zahl der Seile wichst. AuBerordentlich grofle Einsparungen an
teurer Rechenzeit sind also méglich, wenn man in der Rechnung
nur cinen Teil derjenigen Seile berticksichtigt, die fiir die End-
ausfiihrung vorgesehen sind. Beachtet man auch, da3 der Zeit-
bedarf fiir die Losung eines linearen Gleichungssystems mit der
bei Netzwerken vorkommenden Struktur ebenfalls etwa quadra-
tisch mit der Anzahl der Unbekannten steigt, so kann man sich
leicht ausrechnen, daB der Verbrauch an teurer Computerzeit
z. B. auf ca. ein Funfzigstel reduziert werden kann, wenn man
nur jedes vierte Seil eines Netzes berlicksichtigt.



Berechnung vorgespannter Netzwerke 55

Die hier angestellten Betrachtungen zeigen deutlich, wie loh-
nend es ist, sich genau zu Uberlegen, in wieweit eine Verein-
fachung des Netzes zuldssig ist. Nach den bisherigen Erfahrungen
scheint es durchaus vertretbar, bei gréf3eren Netzen nur mit jedem
sechsten Seil zu rechnen. Das gilt insbesondere deshalb, weil die
Konsequenzen einer solchen Beschrinkung des Rechenaufwandes
mit hoher Genauigkeit erfaBBt werden kénnen.

Wenn man nur einen Teil der Seile bei der Ermittlung des Zu-
schnitts berlicksichtigt, so hat das zur Folge, dal man einen Poly-
gonzug durch eine Gerade ersetzt, was einen Fehler in den Stab-
lingen nach sich zieht. Bei einem verniinftigen Verhiltnis der
Maschenweite zu den Kriimmungsradien der Netzfliche ist je-
doch dieser Fehler so klein, daB er gegeniiber dem bei der Her-
stellung eines Netzes unvermeidbaren UnregelmiBigkeiten nicht
ins Gewicht fillt. Nach Abschlull der Zuschnittsberechnung ist es
auBerdem ecine leichte Aufgabe, die GréBe der Ungenauigkeit
exakt zu ermitteln.

Bet der automatischen Erzeugung eines Netzes auf einer
mathematisch definierten Fliche 148t sich sogar die endgiiltige
Maschenweite sofort beriicksichtigen. Dieses Programm benétigt
nur so wenig Rechenzeit, daBl man bei geringen Kosten ein schr
dichtes Netz bestimmen kann. Die Stablingen der Maschen des
groben Netzes lassen sich dann aus den Knotenpunktskoordina-
ten des feinen Netzes gewinnen. Die verdnderliche Krimmung
der Netzfliche kommt dann in unterschiedlichen ungedehnten
Lingen der Stidbe zum Ausdruck. Mit Hilfe dieser verbesserten
Erzeugung einer Ausgangsgeometrie kann praktisch jede ge-
wiinschte Genauigkeit des Zuschnitts erzielt werden.

AbschlieBend soll noch erwiihnt werden, daf3 sich innerhalb der
letzten Randmasche die Gleichheit der ungedehnten Stablingen
bei einer nachtriaglichen Verfeinerung des Netzes grundsitzlich
nicht herstellen 14Bt. Dies diirfte jedoch fir die Fertigung der
Netze keine besondere Schwierigkeit darstellen.

5. ¢) Belastungen des Netzes

Wie bereits im theoretischen Teil erwiihnt, kann mit demselben
Programm sowohl das Problem der Zuschnittsberechnung als
auch dasjenige des Tragverhaltens untersucht werden. Auf das
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Netzwerk diirfen dabei nach GréBe und Richtung beliebig ver-
inderliche Lasten aufgebracht werden. Auch der EinfluB einer
gleichmiBigen oder einseitigen Temperaturerhéhung kann leicht
erfaBt werden. Die Anderung der Spannkriifte durch die Belastung
14Bt sich fiir jeden Stab exakt angeben. Mit gleicher Genauigkeit
erhidlt man auch die Verschiebung der Knoten. Mit kleinen zu-
sdtzlichen Auswertungsprogrammen ist es auch moglich, spezielle
Fragen, wie z. B. die Verdnderung der Seilwinkel unter Last,
rasch zu beantworten.

Obwohl uns im Rahmen dieser Veroffentlichung kein Raum fiir
eine ausfuhrliche Darstellung bleibt, wollen wir doch darauf hin-
welsen, dal3 es keinerlei Schwierigkeiten bereitet, bei der Unter-
suchung der Belastung die Schubsteifigkeit ciner Dacheindeckung
zu berticksichtigen.

5. f) Notwendige Ausstattung der Rechenanlage

Wir wollen es zum Schlufl dieser Arbeit nicht versiumen, die
fir die Durchfithrung des beschriebenen Rechenverfahrens ent-
scheidend wichtige Frage nach der notwendigen Ausstattung der
benutzten Rechenanlage zu erértern. Grundsitzlich ist durch die
Mboglichkeiten des Computers nur die GroBe der innerhalb ver-
nlnftiger Rechenzeiten l6sbaren Aufgaben begrenzt. Bei den
meisten der zu bearbeitenden Netzwerke dirfte die Anzahl der
Knotenpunkte zwischen ein- und dreitausend betragen. Das Zelt-
dach fiir die Sporthalle in Minchen hatte sogar 3588 Knoten-
punkte mit insgesamt 10553 Freiheitsgraden. Die Anzahl der
Stdbe war 6629. Flir Probleme dieser Grof3e sollte eine Rechen-
anlage mit wenigstens 64 K Kernspeicher und einer Trommel
oder Platte mit ca. 3 Mill. Worten zur Verfigung stehen. Da die
Ermittlung des Zuschnitts und die Untersuchung der Lastfille
keinesfalls in einem einzigen Lauf erledigt werden kdnnen, miissen
auch Magnetbdnder zur Speicherung der Zwischenresultate vor-
handen sein.

Alle diese Anforderungen werden in idealer Weise von der im
ISD beniitzten Rechenanlage CDC 6600 erfiillt, welche sogar eine
erheblich gréBere Kapazitit als dic oben genannte besitzt. Diese
Maschine hat auch den grof3en Vorteil, daB3 die Wortlinge 60 Bits
betrdgt. Dadurch treten praktisch nie Schwierigkeiten infolge
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schlechter Konditionierung der Steifigkeitsmatrizen auf. Zweifel-
los sind aber auch kleinere Computer, wie z. B. die UNIVAC
1107 Maschine fiir die Untersuchung von Netzwerken gut ge-
eignet.

Zur bequemen Auswertung der Ergebnisse sollte unbedingt ein
mechanischer Plotter oder ein ,,Digigraph* verfiigbar sein. Im
ISD beniitzen wir einen CIL-Plotter in Verbindung mit einer
PDP g. Die fiir die Steuerung des Zeichengerites benétigten In-
formationen kénnen direkt von der CDC 6600 auf kompatible
Magnetbidnder geschrieben werden.
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