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Zur Linearisierung kontrahierender biholomorpher

Abbildungen des C3
Von Ernst Peschl und Ludwig Reich in Bonn

Vorgelegt am 18. April 1969

§ 1. Einleitung

Das Normalformenproblem fiir kontrahierende biholomorphe
Abbildungen wurde in [5], [6] ausfiihrlich behandelt, und es
wurden dort alle moglichen Typen (halbkanonischen Formen)
ermittelt. Flir die kontrahierenden Abbildungen des €3 wurde
schlieBlich in [4] das Problem der Aufstellung kanonischer Nor-
malformen vollstindig gelost. Aus ganz einfachen formalen Uber-
legungen (vgl. [4]) hat sich dabei ergeben, daB3 schon etwa im
C? cine kontrahierende biholomorphe Abbildung i. a. nicht
einer linearen Abbildung (die ihrem Linearteil dhnlich sein
miifite) biholomorph dquivalent sein kann, und zwar i. a. dann
nicht, wenn gewisse multiplikative Relationen zwischen den
Eigenwerten des Linearteils bestehen. So sieht man z. B. direkt
sofort, dafl die kontrahierende biholomorphe Abbildung

(1) .
x) = 01

1 2 2
x5 = olx, + f, O<|Ql! <1,

nicht threm Linearteil

(1) _ 2
2 = 0,2,

1 2
xy) = 0} x,

biholomorph dquivalent ist. Andererseits wurde schon in [3], wo
sich das Problem der Klassifizierung der kontrahierenden biholo-
morphen Abbildungen in héheren Dimensionen fiir die Funk-
tionentheorie als interessant erwies, gezeigt, daB sich im C? bei
Bestehen der Relation g, = o} (vgl.[35]) fiir die Eigenwerte g, des
Manchen Ak. Sb. 1969



12 Ernst Peschl und Ludwig Reich

Linearteils, doch noch durch Ubergang zu einer endlich-blitt-
rigen Uberlagerung einer Umgebung des Fixpunktes, deren
Verzweigungsgebilde den Fixpunkt enthilt, eine gewisse ,,Li-
nearisierung‘ erreichen 1i8t. Es sei nimlich die Abbildung #

1 __.
2 = 017

(1) : 1
x(zl) = Qa%y + %1, ¥ =2, 03 = 0], O<l91l< L

in ihrer kanonischen Normalform vorgelegt. Wir betrachten die
Abbildung T

x> & =a], 20— D ="
@ I _ M _, g
g >y =2, xy — & =y
Durch 7 wird eine Umgebung des Punktes (0,0) im €2 der x
biholomorph auf eine gewisse endlich-blittrige Uberlagerung R
einer Umgebung des Punktes (0,0) im &-Raum abgebildet, wobei
das Verzweigungsgebilde den Punkt (0,0) enthilt. Nun gilt aber,
wenn (1) und (2) bestehen, auch

5(11) = 0,&
5(21) =& + 0282,

somit sind die Bildpunkte unter 7" von x'V, x, die ihrerseits durch
(1) aufeinanderbezogen sind, durch die lineare Abbildung (3)
miteinander verkniipft, die Abbildung # ist durch ,,Liften’ auf
R linearisiert. Es ergibt sich nun die Frage: LidBt sich dieser
skizzierte ProzeB der Linearisierung durch Ubergang zu einer
endlich-blittrigen Uberlagerung des €”, bzw. einer Einbettung
im €7, m > n, bei allen Typen kontrahierender biholomorpher
Abbildungen im €* auch fiir » > 3 durchfithren?

In der vorliegenden Arbeit zeigen wir, daB3 dicse Frage fiir
»# = 3 zu bejahen ist. Hierbei stlitzen wir uns darauf, dall im
Falle # = 3 die halbkanonischen Formen noch leicht explizit
hinzuschreiben sind (vgl. die Arbeit [4]}, deren Bezeichnungen
wir hier {ibernechmen).

Insbesondere beweisen wir folgenden

(3)

(

Salz: Es ser 2V = Fx eine kontrahicrende bilolomorphe Ab-
bildung im @ mat Fixpunkt (0,0,0). Dann existiert eine lokale
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holomorphe Abbildung T :x — & = (&, ..., &,) auf eine Menge
R, E=0ER, im C" (m > 3) mit folgenden Eigenschaften:

() Die Jacobische Matrix hat in einer Umgebung W des

7
ox,
Fixpunktes x = 0O abgesehen hichstens von den Punkten einer
lokalen analytischen Mannigfaltigheit einer Dimension < 2, den

28,
a;(o) < 3

Rang 3,d.h. T™Visti.a. endlich vieldeutig. Esist rg
und T(0) = o.
(Eine solche Abbildung heifle ,nicht entartet, vgl. [1], p. 23.)

(i) (Linearisierung von I auf R). Es existiert eine nichtsingu-
lire lineare Abbildung L : & —EV = L& im C", so daf mit
2D = Fx £ = Tz, &V = T2N die Relation £V = LE besteht,
d. 4. L‘m verkniipft genau dann & mit £V, wenn &V, & unter T
Bilder von Punkten xV, x sind, die mittels F aufeinander be-
zogen sind.

Es ist festzuhalten, dall 7, wie auch die Dimension 7 des
Einbettungsraumes von R keineswegs eindeutig bestimmt sind.
Die Beweismethode verwendet die Auflésung einfacher Systeme
von Differenzengleichungen (§ 3). Die Eigenschaften der Rela-
tionensysteme fiir die Eigenwerte setzen wir aus [5] und die Ge-
stalt der halbkanonischen Formen aus [4] als bekannt voraus.
Wir schlieBen uns in der Bezeichnung an [4] an. Im folgenden
wird der Beweis des Satzes, nach den verschiedenen Fillen von
(/™, R,) getrennt, ausgefiihrt. Es treten dabei nur die folgenden
Fille auf: (/(1): Rl): (./(l)r RZ): (](l) Ra): (,/(2)! Rl)! (/(3)r Rl):
(N Ry, (/¥ R)). Am SchluB3 der Arbeit geben wir eine Uber-
sicht.

§ 2. Die Linearisierung in den Fillen (J©, R)), (J(l), R,), (J9, R)),
(O Ry), (JO, Ry)
Hier ist es ganz einfach, eine geeignete Transformation 7" auf-

zustellen.
Wir setzen fiir die halbkanonische Form an

A= J0y L P(x).
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Im Fall (/9, R,), P, = 0, kénnen wir Py(x) = 7, » = 2, an-
nehmen.
Wir setzen an:

I
@ Tih=xm &=
&3 = x5 ‘5(31) = xgzl)-

Offensichtlich hat 7" die in der Behauptung (i) des Satzes fest-
gestellten Eigenschaften, und es ist hier 7 (U) eine »-blittrige
Uberlagerung einer Umgebung des Punktes & = o & C3.

Es folgt

1 1)v v F
5(1)=x(1) = (o1 %) = 0171 = 02 &)

aufgrund der Relationen R;. Daher ergibt sich fiir die geliftete
Abbildung auf der Uberlagerung %:

5(1) 0,81
©) EV = & 4 0.4
5%1) = 03 &;.

Ahnlich einfach ist der Fall (/) R;) zu behandeln. Dann hat
Py(xy) == o die Gestalt:

Py(x) = Z b x°‘+’°"xﬂ"’ﬁ‘, mit y = [;
r=0

o< a<lay, >0, f; =0 fest, und es gilt

03 =03t o8Py =0,1,...,7.

Es sei zunichst stets f—#f; %= 0 oder ein &4, == 0, » << fi] 6

(= ganz).
Wir setzen

§i=1x
¥

(6) T: &= > B x*T =% analog fiir &V,
r=10

& = 3.
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Dann folgt:

EY = 2 = )2, = 0,4,

‘5(21) - Zv B x(11)1+'a‘x‘(zl)ﬂ_rﬂ’ —
r

y=0
ie
y 7 1 -rfy __
= D7 B(01%1)" T M (gaxp) TP =
=0
2’
= Q3 Z, Brxd+rulxﬂ_r/}’ = 036,
F=0

kd
ED = xl) = gy + 2 8,211 02T = gpéy - £y,
r=0

falls B, =46, fur » =0, ..., », gesetzt wird. Die linearisierte
Abbildung lautet:

f(l) 0.6
@) 5(11) = 036
'fgl): &2 + 03¢5,

[|0&;
Es gilt hier fir 7°: g “ﬁ = 3 fur Unbestimmte x, da wegen
&
B, =4, nicht alle B, = o, r<ﬂ/ﬂ (= ganz), oder wegen
p—rpy == o flr alle ». 1
Falls aber ﬁlﬁ =y ganz und B, = o fur alle » <Zy, dann
setzen wir o

51 xa-i-/lx
(8) 7: & =x,, analog fiir &
&y = ay.

Es folgt
Y = 7 = (gt
=02 TV =0y &
) =ald = O2%p = 056
ED = ) = pgxy 4 & LT = 6,8 + 058,

Fir 7" gelten die Behauptungen (i), (if), wic leicht zu sehen ist,
und fiir die Linecarisicrung auf & bekommen wir
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5(11) = 03¢,
©) D = 0,8,
D = b,& + e3&;.

Im Fall (/®, R)) verfihrt man ebenso wie im vorangehenden
1 g

Fall. Falls in Py(x) = 3 ¢; 2477 %44 ein ¢, = o fiir 1 > o, so set-
zen wir Lk

b=z =
(10) T & = Py(x) = > ;27" xh, analog fiir &9,
A =0

Fir 7 gilt die Behauptung (i), und die Linearisierung lautet:

5(11) = 0,6
(11) 5(21) = 0,8
5?}” = &s 1 02&;.

Falls P3(x) = x}, dann setzen wir:

& =
(12) T: & = x,, analog fiir &9,
&y = x4

und erhalten

5(11) = 05§;
(13) 5(21) = 0%
5?-11) = &+ 096,

Die Fille (/®, R), (/¥, R)) sind ebenso einfach zu behandeln.
(J?, Ry
& =x

(14) T: & = x,, analog fiir £V

£y = x3
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5(11) = 04
(15) g = & 408
5(3” = 0283-
(J®, R)
& =1}
(16) T: & = x,, analog fiir &V
&3 = x5
5(11) = 0§,
(17) 5‘21) = 0.6
Efal)= &s + 028;-

§ 3. Die Falle (JO, R;), (J¥, R))

Diese schwierigeren Fille fithren wir auf die Auflésung eines
Systems von Differenzengleichungen zuriick. Zunichst werde der
Fall (/%, R;) behandelt. Falls P, = o, so kénnen wir wie im
Fall (/% R,) vorgehen und erhalten wie dort zwei Unterfille, je
nachdem, ob Py = x}"#’, oder ob P, auch von x, abhingt. (Der
Fall, da3 auBerdem noch P = o ist, ist hier ohne Interesse.)

Es sei also Py = o, Pylx) — Z' s

Wir fiihren die Abkiirzungen

(18) 7= 22

und

Be(y, sy = 25 TF9(5) mit

\v [ L4
(19 1@=2 (2" = 34,4
izo 1 =0

ein und setzen flir die Transformation 7" (vom €3 in den C°*%)
an:
2 Manchen Ak. Sb. 1¢6¢
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& =a1""
& = q1 (21, 22)
(20) T: & = go(x1, xy), analog fiir &Y,

£ = qao1(q, x0)

‘5ﬁ+1 = gﬂ(xll Xp)
Ege =23+ gpp1 (31, %a),

wobei die ¢;(x,, x eeignet zu bestimmende Lincarkombina-
7 1y +2

. £ - £

tionen der Zusatzmonome z* ¥4 ¥57% £ =0, ..., B, sein sollen.

Wir kénnen wie bei (19) setzen:
+8 ? }
(21) gy %) = 2170 2 4y, 2 =T g (2).
n={

Wir definieren noch g4(z) = 1.
Ferner halten wir fest: Ersetzen wir in x(2) und ¢,(2) x, x,

durch 2 = 9,2, ) = gyx, - 2;, so ergibt sich fir z eine
Transformation:

Za 2y 2] 1
(22) p=r L BN oot g,

%y e Q2

mit _91_ = /(4 0), wegen Rj.
2
Dann folgt aus (17):

B = e T gty
(23) &Y =¢q,, (x(ll))x(;)) = g} Pro1(@+h) 2 <A< B+1)
5214)2'—‘ 2 + 9p+1 (x(ll)’ x$0) = 0323 + Py (1, %9) +
+ 7541 (x(ll)! x(zl)) =
= 03x3 1 x?+ﬁv(l(3) + 031 (2 + h))

Wir setzen flir die Linearisierung an

(24) i) =
511) =60+ 05 @< A<+ 2),
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mit noch zu bestimmenden ¢;, ¢; == 0. Substituieren wir in (24)
links (23), rechts (20), so folgt ein System von Differenzenglei-
chungen fiir die ¢,(2), wobei schon o; = g5 gesetzt wurde:

030112+ A — 0391 (2) = 05 (2) <A< p+1)

(25)
—lgia ®p(2) + 93(‘Pﬂ+1(z + 7) _‘Pﬂ+1(2’)) =—z(2),

fur die Polynome @, (2) vom formalen Grad f. Die ¢;, 1 <A< 841,
setzen wir ¢, = 1. Uber ¢s 1o wird noch geeignet verfugt werden.
Wir schreiben dieses System (25) noch einmal explizit hin:
Pz + ) — 1 (2) = 9_13
i 1
P2(e+A) —1(2) = = 1 (2)
(26)
1
Pple+h)—p(5) = = 951 (2)
03(@p 1 (5 + /) — P11 (2) = Cay ¢p(2) — 1(2).
Aus der Theorie der Differenzengleichungen ([2]) ist bekannt
dal sich ein solches System von Differenzengleichungen durch
Polynome des Grades f losen 148t. Die explizite Darstellung und
damit der Existenzbeweis fiir die Losung des Systems (26) ergibt

sich am einfachsten mit Hilfe der Bernoullischen Polynome B, ({)

(vgl. z. B. [2], p.18, p.295), die bekanntlich die beiden Eigen-
schaften haben:

(1) B,(C) ist ein Polynom vom Grade », (v > 1).
(i) Es gilt: B, + 1) — B,(O) =v& 1 (» >1).

Dazu setzen wir:
(27) (= -,1; z, ;@) =9;(0), x(2) = 7).

Es folgt: ¢, (z + /) = @ (hC+ /) = ;€ +1).

2
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Also ergibt sich durch die Variablentransformation (27) aus
(26) ein System von Differenzengleichungen mit der normierten
Differenz 1:

BCH D =@ = @) k=16

(28)
0a(p 11 (C+ 1) — 91 (©) = 2 vp(D) — (D).

Wir wollen nun zeigen, daB sich y,({), £ =1, ..., §, aus dem Sy-
stem (28) als Polynom vom Grad £ ergibt, und daB grad ¢, , ; < 8
ist.

Fir 2 =1 ist ja

nE+D—n®O =,

also y, () = QL B,() +dy, 4y € C beliebig.

Es sei nun die Behauptung fiir £#— 1 richtig, und es sei

3
—l"/’k—1= 2 0, C, = o.
@ =1

Aus der Gleichung fur y, und aus der Linearitit folgt

3

we(0) = D' C,B) (L) 4 d, d, © C beliebig,
1

=

und da grad B,({) = &, grad B;({) =/, j < £, sofolgt grad ¢,({) =
= 4. Um fir die letzte, inhomogene Gleichung fiir v, ., ({) eben-
falls eine Polynomldsung vom formalen Grad § zu finden, bestim-
men wir ¢4, , so, daB

grad (g4, (0) —(0)) < F—1.

Das ist, wegen grad ,({) = B, fiir genau ein ¢; ., méglich.
Es sei dann

tp+2¥(0)—T(0) =1£_—,; [Dy N

Dann folgt P
Yo (5) = 1;«: D,B,(0) +dpyss

also ein Polynom vom formalen Grad f, wie es sein muB.
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Wir haben jetzt die Polynome ¢, (xy, #5) in (17) bestimmt, und
es bleibt zu zeigen, daB fir Unbestimmte x die Jacobische Matrix

a den Rang 3 hat. Dazu beachten wir, daB ¢, (x,, x,) von z,
P

wxrkhch abhingt, und daf3 daher

6(51, 52'5)3-}-2)
(29> 3(x1,x2,x_.,)_- + 0

Es 14Bt sich zeigen, daB man im Fall grad 4 < # mit einem &hn-
lichen Ansatz wie in § 2 R schon als Uberlagerung einer Umge-
bung des Ursprungs im €2 erhalten kann, i. a. fithrt aber dieser
Ansatz zu einem Widerspruch. Dies sei hier kurz ausgefiihrt. Wir
nehmen also an, daB der Fall (/%, R,) vorliege, und daB explizit

gelte:
(1
20 = o7
1
)= gxp )
1 -k
2 = 03%3 Z byt A,
also 45 = 0.

Wir setzen als holomorphe Abbildung 7 an:

§ =)

A analog fiir &V
53—x3+ y'Bxa+kv ﬂ k

Es folgt

&Y = ) = 0171 = 028

5(21) = (1) — 92x2 + 2 =&+ 0,6

(30) 5(31) — (1)+ Z B x(l)a+1:v (1){3 [t -
k=0

b=

= 0373 +k—’—'0 by af P AL 4 bZOBk(@1x1)1+h (0g% + 2 * =

)
=osxst Db e Bt S (P et ol Bl ar AL,
=0 0<IT <P
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Wir machen nun fiir §; den Ansatz

8 =0y = G(xa + > Y’ Byaf gl ‘) .
£=0
Durch Vergleich mit der letzten Zeile von (30) ergibt sich o = g4,
und ferner das Gleichungssystem fiir die By, ..., By_;:

50=0
bg_y=—(+ 1)930513/3—1—1 + By it ., I=p—1,...,1,0

Die Bedingung 4, = o hatten wir als Voraussetzung angenom-
men. Die iibrigen Zeilen bilden aber ein eindeutig auflosbares
rekursives Gleichungssystem fiir die By, ..., B;_,, wihrend B,
unbestimmt bleibt.

Es bleibt der Fall (/™ R,) P, == o. Wir haben Py (x;, x,) =

Z 4,4 x5~*, und fithren die Abkiirzungen

(31) z =2

£

2 -4 v ! v :
Py(x) = ) b, ( ;) =) 2 b, =2x(2) ein.

A=0 A=0

Die Substitution x; — 2 = p, 2;, x, — 2, + pyx, bedeutet fiir z
eine Translation

z— 2+ =
£1

und fur Py(xy, x,)
52 Pyl 1) = iz [+ ).
Wir machen wieder den Ansatz

§=1x

& = (%1, %2)

£ 11 = g,(x1, 7p)
5v+2 = x3 - 7v+1(x1: %a),



Zur Linearisierung kontrahierender biholomorpher Abbildungen des G 23

wobei die g,(x;, ;) geeignete Linearkombinationen der Zusatz-

monome #} x5~* sind, und fiir die Linearisierung

5(11) =06
(33) D=1 +0&, 2<i<yH2
o, = 0.

Weiter gehen wir, wie im Fall (/V, Ry), {iber die Auflssung
eines Systems von Differenzengleichungen vor.

AbschlieBend erhalten wir folgende Ubersicht. Im Fall n = 3
ist die Linearisierung moglich durch Uberlagerung im €3 in den

Féllen (](1)’ Rl): (](1)’ RS)J (/(2)r Rl): </(3)7 Rl)’ (/(5)’ Rl)) sowie

(JM, Ry mit Py=o0
(JY, Ry mit v = grad P, << B

n x
(JU, R)) mit T = grad Py<_v;
in x,

durch Einbettung in den C, m > 3, in den Fillen

(J, Ry), Py, v = grad Py =, mit m=f+2

n x,
(JO,R), Pyo0, T =grad Py = v, mit m =+ 2.
in x,
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