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Verallgemeinerung einer Rekursionsformel

fiir gewisse Polyeder-Volumina.

Von Heinrich Tietze in Miinchen.

Vorgelegt in der Sitzung vom 10. Januar 1942.

1. Seien p und ¢ ganze positive Zahlen, p 4 ¢ = #. Die carte-
sischen Koordinaten xy, . . ., x,, im #-dimensionalen Raum, dessen
positiven Teil x; > o, . . ., x, > o wir € nennen, mégen auch mit
Y15 -+ Yps B1 « - - 3, bezeichnet werden (yp_ =Xy, By =X )
fur irgend einen Punkt (%% = (a}, ..., x) aus T sei £(x% das
durch o <x, <29 (v =1, ..., n) gekennzeichnete Parallelotop;
fiir irgend ein System positiver Zahlen (@) = (ay, . . ., a,) sei @)
der durch

°<Zu~§“u p=1,..,9 (1)
gekennzeichnete Teil von & und &% =g, S =c@ —ep
(wobei 0 < 6, < a, fir 1 <p < g), ) =S —S{. Ana-

log sei 3{33 der durch (1) gekennzeichnete Teil des g-dimensio~
nalen (z; .. zq) Raumes und entsprechende Bedeutung haben

36y, 3) und 3
Die Koordinaten der /(= 2) Punkte

Pyo= (@, ) =P, ) o=1,...,0)

mogen den Ungleichungen
2é>zﬂ>>zﬁ) p=1..,9 (2)

gentigen; zur Abkiirzung werde mit &, bzw. 8, (0 <A < 7) der-
jenige Raumteil &%) bzw. 3(1)) bezelchnet den man fiir ¢, = £,
by = 2T erhilt (fiir A = oist (2) = (00), fiir A = Zist (5) = (o)
zu sctzen).

2. Wir betrachten nun das durch Vereinigung der Parallelo-
tope % (Pp) = £ (x®) (p =1, ..., /) entstchende Polyeder 11 =
= Il (Py, ..., P) und seinen Durchschnitt
Miinchen Ak.S8b, 19421 2
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l A
SN =6 % £(P)= 2 G, k()

p=1 p=1
mit &,, wobei & 11, sowie &, £ (P,) filr p > 2, leer ist. Ist nun
P)\ - (y(P) MRS J’;ap)’ 39)’ LRI 31(17\)); Yp}\: (y(lp)r RIS ;Vg))); also
G, £ (Pp) =C, £ (Ppy) und &, Il =&, X £(P,), soerweist sich

p=1

&, I gewissermafBen als Durchschnitt zweier prismatischer Sau-
len, némlich als Gesamtheit aller Punkte (34, . . ., ¥, 21, - - - 2,),
fir welche (21, ..., 2 ein Punkt aus 3, und (¥, ..., y,) ein

A
Punkt aus 9, = 2 £ (V) ist, unter £(Y,) die Menge aller
2T P P g

Punkte des (y;...,)-Raumes mit o <y, éygf) (1 Zp<p)
verstanden. Wird der p-dimensionale Inhalt von %), mit

Y1 -:.yp
Vo=V, Yy, ... Y=V, [..........
P,

bezeichnet, so ergibt sich als Inhalt von &, II das Produkt von
V7, mit dem g¢-dimensionalen Inhalt

I e A

von 3,. Wegen II = %@7\ IT folgt daraus fiir den #-dimensionalen
Inhalt von II die Formel

I 7 / 7
2T VA .
V(P P =V e e
o0, D, 00
LB
! Y1 9 Yp
— ¥ +1 +1
= )\2_, (2(1”...2517‘)-—2(17* )...zflx NV, FASRERRIAY |
—1 LI
(in der 24V =0 zu setzen ist), — cine Formel, dic eine Ver-

allgemeinerung einer frither angegebenen Rekursionsfor-
melt darstellt, mit der sie fiir ¢ = 1, p = # — 1 zusammenfillt.
Aus (3) entnimmt man noch die folgende Aussage:

,,Rekursmnsformeln fur den Inhalt gewisser Polyeder®, diese SItZ be1
1941, S. 193-200, Formel (R¥), S.197.
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(a) Der n-dimensionale Inhalt von II (P, ..., P) hat den-
selben Wert wie der (p -+ 1)-dimensionale Inhalt jenes Polyeders
I (Qy, ..., @) in einem (y;..., ¥,.)-Raum, das zu den
Punkten @, = (W, .. yg‘), y;,):gl) mit yz(]ﬁl =N .. z(qm
gehort. :

Formel (3) bleibt, wie man leicht sieht, auch glltig, wenn in (2)
die Zeichen > durch > ersetzt werden, sowie auch im Falle
/=1.

z; Fig. 1

Fig. 1 gibt ein dreidimensionales Beispiel eines Polyeders IT mit
p=1,¢9=2,/=3 (und 2y = 2{). In Fig. 2a, b, ¢ sind die den

drei Summanden von (3) entsprechenden Teilpolyeder &; II,
S, II, &, I dargestellt.

Q*
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3. Formel (3) kann auch durch vollstindige Induktion aus der
1. ¢l gegebenen Formel, d.h. aus dem Sonderfall ¢ =1 her-
geleitet werden. Am einfachsten schreibt man hiezu die Formel
(3) mit leicht verstindlichen ‘Abkiirzungen in der Gestalt

.

!
V"’l=z§12¥v) e z; (Vp, A v )\—-1).' (4)

worin V,, , = 0 zu setzen ist. Es wird nun filir ein ¢ 2> 1 und
alle —j) + ¢ > ¢ die Giiltigkeit von (4) angenommen. Um dar-
aus die entsprechende Formel fiir 4 +- 1 und alle 2 > ¢ 4 1 herzu-
leiten, werde p = # — ¢ >> 1 angenommen und unter der zu (2)
hinzutretenden Voraussetzung

Ip>Vp > >

die Formel (4), — darin 7, %, $, ¢, sV durch p, p, p—1 1,y(7*) er-

setzt, — fiir jedesp  Sp<HNauf V), , =V, (..o
G2 RNV
angewendet; setzt man die erhaltenen Ausdriicke

14 = ()) (Vp——-l i -V p—1, ;.——1):

F

aus denen V, ,,-—Vp r =¥ Wy =V, 1) folgt, in
(4) ein, so erhilt man eine zu (4) analoge Formel, in der nur ¢

und p durch ¢+ 1 und p — 1 ersetzt sind.

Zum SchliuB sei noch auf cine Anwendung von Formel (3),
bzw. von Satz (a) hingewiesen, ndmlich beim Beweis einer fiir
gewisse spezielle von unseren Polyedern II aufgestellten Inhalts-
formel?, — ein Beweis, der an anderer Stelle ausgefithrt werden
soll®. Tatsichlich ist Satz (a) implizit in den Uberlegungen ent-
halten gewesen, die zur Aufstellung jener Inhaltsformel fiihrten?,

2 Vgl. diese Sitz.ber. 1941, S. 23%, Sitzung vom 15. November 1941, Punkts.

3 Vgl. eine Note iiber ,,das Volumen von gewissen Polyedern‘‘, die in den
Math. Annalen erscheinen soll.

4 Wegen des Zusammenhangs unserer Betrachtungen mit Anzahlbestim-
mungen von komprimierten Gitterpunktmengen, wie sie in der Arbeit
,, Komprimierte Gitterpunktmengen und eine additiv-zahlentheoretische Auf-
gabe®, Crelles Journal f. Math. 184, S. 49-64, vorkommen, vgl. Bemerkungen
in diesen Sitz.ber. 1941, S.24%, Sitzung vom 15. Nov., Punkt 6, sowie 1. c.%



