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Die unendliche Halbebene bei beliebiger Randbelastung.

Von Ludwig Féppl in Miinchen.

Vorgetragen in der Sitzung am 7. Junl 1941.

Mit 5 Figuren.

§ 1. Verschiedene Darstellungen des ebenen Spannungszustandes.

Bekanntlich lassen sich alle ebenen elastischen Spannungs- und
Forminderungszustinde mit Hilfe der Airyschen Spannungs-
funktion F darstellen. Dabei besteht zwischen der Spannungs-
funktion und den Spannungen der folgende Zusammenhang:

_VaZF
O'x—— a‘y2
02 F
Ty= Fo ()
)
YT T 9x 0y

Durch diesen Ansatz werden die Gleichgewichtsbedingungen am
Element

06y aTxu_

0x oy

, , (2
96y | 07xy _

PR P

identisch befriedigt. Die Vertriglichkeitsbedingung fiir die ela-
stischen Spannungen, die dem Hookeschen Gesetz gehorchen
miissen, lautet

E o2
Ao, -+ cry> = (-a el -+ 5 1/‘_,) (6.+ Gy) =o.
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Mit Hilfe der Airyschen Spannungsfunktion geht sie nach Gl. (1)
tiber in
AA F=o (4)

Sind lings des Randes eines ebenen Gebietes die Normalspan-
nungen o, und die Schubspannungen t,, bekannt, so folgen

daraus die Werte von # und aag langs des Randes. Die Aufgabe
besteht dann darin, die Loésung der Gl. (4) bei vorgegebenen
Randwerten von # und %I—Z zu ermitteln.

Einfacher gestaltet sich die Aufgabe, wenn am ganzen Rand
des Gebietes
Gx+ G
Pl (s)
bekannt ist. Wegen GI. (3) ist ¢ eine harmonische Funktion, die
der Laplaceschen Differentialgleichung

Ap =0 (6)

geniigen mul. Bei gegebenen Randwerten von ¢ ist aber die
Losung dieser Differentialgleichung eindeutig festgelegt; es fol-
gen die Spannungen aus den Beziechungen

0

-
0%

Gyz(‘P'lea_xv (7)
99

Txy = _xa_y’

die die Gleichgewichtsgleichungen (2) identisch befriedigen.
Bei gegebenen Randwerten von o, - 6, li3t sich aber noch

eine zweite Losung fiir die Spannungen finden. Setzt man zu

diesem Zweck

. Gy - Gy

':}:
' 2

(8)
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mit Ay = o, )]

so findet man die Spannungen aus den folgenden Beziehungen:

o4

6A=s‘/+yai;,
ad

O‘u=¢—y§§;, (10)
0y

ey = Y gy

die auch die Gleichgewichtsgleichungen (2) identisch befriedigen.

Wir werden im folgenden die beiden Darstellungen des ebenen
Spannungszustandes nach den Gl. (7) und den Gl. (10) verwen-
den. Bei gegebener Funktion ¢ bzw. ¢ ist der zugehérige ebene
Spannungszustand noch nicht eindeutig festgelegt; denn es exi-
stieren auch Spannungszustinde, fiir die iiberall ¢ = o0 bzw,
¥ = 0. Solche ebene Spannungszustinde habe ich friher! ein-
mal als , harmonische ebene Spannungszustinde'* bezeichnet,
Kennzeichnen wir sie durch die Indizes o an den Spannungen,
so ist an jeder Stelle eines harmonischen Spannungszustandes

G

yo = — Oxo (11)

Ein solcher harmonischer Spannungszustand wird aus den
Gl. (7) und (10) erhalten, wenn man darin ¢ = y setzt und die
entsprechenden Spannungswerte voneinander subtrahiert; man

erhalt dann

® 09
Gy02—6x0=x8x+_1' 'a’};,
. (12)
-~ P e
Txy0 xay'*‘} £y

1 L. ¥aoppl, , Konforme Abbildung ebener Spannungszustinde®, ZANIM.
3d. 11 (1031) S. 81-92.
0%
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Die Airysche Spannungsfunktion & harmonischer Spannungs-
zustinde ist eine harmonische Funktion, so daB fiir sie AF = o
wird.

§ 2. Die durch eine Einzellast beanspruchte
unendliche Halbebene.

Wir wollen fiir die Gl. (7) und (10) als Beispiele die durch eine
Einzellast beanspruchte unendliche Halbebene verwenden. Wir
behandeln zunidchst den Fall der senkrechten Randlast 2 (s.

AP
o \a 4
5
v
)
X
Fig. 1

Fig. 1). Es bildet sich in der durch die y-Achse begrenzten un-
endlichen Halbscheibe unter der Wirkung der Last 7 ein strah-
lenformiger Spannungszustand aus! mit den Spannungen, be-
zogen auf die Polarkoordinaten 7, «

2 Psina
6, = .

T 7
G;=0 (13)
7. = 0.

rt

Bezieht man die Spannungen auf das rechtwinkelige Koordina-
tensystem z, ¥ der Abb. 1, so erhilt man

A und L. Foppl, s. z. B.,,Drang und Zwang*, Bd. 1, 2. Aufl,, S. 296.
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2P a8
G, = — —
* T 74
2 P xy?
G, =
¥ ~ 4
2P 2%y
T, =
xy = 0

Die halbe Spannungssumme ist in diesem Fall

L _Ort o oxtoy Psinc
2 2 T 7

2
¥ a
4
X
Fig. 2.
2 cos a
O, = — — ———
T 7
6,=0

115

(14)

Unter Anwendung der Gl. (7) erhidlt man hieraus tatsdchlich die
Spannungsgleichungen (14).

Far den Fall der im Nullpunkt tangential durch die Einzellast
Q beanspruchten unendlichen Halbscheibe (s. Abb. 2) gilt Ent-
sprechendes. Es bildet sich auch ein strahlenférmiger Spannungs-
zustand aus mit den folgenden Spannungen, bezogen auf die
Polarkoordinaten 7, «:

(16)
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Auf rechtwinkelige Koordinaten x, ¥ der Abb. 2 bezogen, lauten
die Spannungsgleichungen

2 Q ’\f"'V

Gp=——">"—

E T 7

G 20

= — 1

v g (17)
20 xy®

=T

Die halbe Spannungssumme ist hier

I_Gr—*‘cl_cx"}"_cy Q oso

2.

Unter Anwendung der GI. (10) folgen daraus die obigen Span-
nungsgleichungen (17).

Es liegt nahe, die beiden behandelten Fille der Normalkraft 7
und der Tangentialkraft @ komplex zusammenzufassen. Wir
setzen zu diesem Zweck @ = P und bilden mit der komplexen
Veranderlichen

i(G—)
z=uxa 7y =#sino -} 77 cosa = re (15)

die komplexe analytische Funktion

., Psine—icose P
X (@)= g ip="TREIERE 2

1
(20)
7 TZo

Wir wollen ¥ (2) als ,,komplexes Spannungspotential‘‘ bezeich-
nen. Die Einfihrung dieses komplexen Spannungspotentials bie-
tet bei der kontinuierlichen Belastung der unendlichen Halb-
scheibe Vorteile, wie wir im nichsten Paragraphen zeigen werden.

§ 3. Die durch beliebigen Belastungsstreifen beanspruchte unendliche
Hatbscheibe in komplexer Darstellung.

Wir setzen eine senkrechte Belastung der unendlichen Halb-
scheibe durch einen beliebigen Belastungsstreifen p () voraus
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Wi SRR R e

Y

Fig. 3.

(s. Fig. 3). Von dem einzelnen Lastelement rithrt nach Gl. (13)
der Anteil

W W L]
“ P

und daraus folgt das fiir den ganzen Belastungsstreifen giiltige
Spannungspotential:

(D=if5i%ﬁp(z¢)dz¢ (21)

Entsprechend miillite man vorgehen, wenn es sich um einen tan-
gentialen Belastungsstreifen ¢(z) der unendlichen Halbscheibe
handelt. Es wiirde sich hierfiir unter Verwendung von Gl. (18)
das resultierende Spannungspotential

+as

V= 1—] cosp g (1) du 22)

T S
e

ergeben. Setzt man ¢ = p, so folgt aus Gl. (21) und (22) unter
Beriicksichtigung der Gl. (19) und (20) das resultierende kom-
plexe Spannungspotential
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b
Na@=0+:¥Y= :1_ - /i\]lz due. (23)

I Z—1iu

U= —a,

Zwischen dem Realteil ® und dem Imaginirteil 1 dieser kom-
plexen analytischen Funktion X (2) bestehen die Cauchy-Rie-
mannschen Differentialgleichungen:

a(I)‘_’a‘P'

o = 3y

20 0w (24)
ay-_— ox’

Was die resultierenden Spannungen betrifft, so miissen wir zu-
nichst wieder unterscheiden zwischen den von der Normal-
belastung herrithrenden Spannungen, fir die die Gl. (7) mal-
gebend sind, und den von der tangentialen Belastung herrithren-
den Spannungen, die sich nach den Gl. (10) berechnen lassen.
Dain den Gl. (7) nur die x-Koordinate des Aufpunktes vorkommt,
die flr alle Lastelemente pdu dieselbe ist, erhidlt man sofort die
resultierenden Spannungen zu

o
9, = Q=25
oD
oy, =@+ * 5z (25)
O
nyl'—" ay-

Der Index 1 an den Spannungen soll sich auf die von der Normal-
belastung herrithrenden Spannungen bezichen, wihrend wir fur
die auf die Tangentialbelastung sich beziehenden Spannungen
den Index 2 beniitzen wollen.

Nicht so einfach erhilt man die Spannungen, die durch die
Tangentialbelastung der Halbscheibe hervorgerufen werden, da
in den GI. (10) die y-Koordinate des Aufpunktes auftritt, die fiir
die verschiedenen Lastelemente gdz verschieden ist. Es ist hier
zweckmiBig, folgende Uberlegung anzustellen.
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Wir wollen zunéchst die Teilspannungen angeben, die sich fir
ein beliebiges Lastelement pdu bzw. gdu nach den Gl. (7) bzw.
(10) ergeben. Zu diesem Zweck setzen wir nach Gl. (135) bzw. (18)
unter Beniitzung der Abb. 3

[EC
. (26)
o dLet COSRD
TP
und erhalten damit aus den Gl (7)
do, = (cp —x g_cp) du
0
Ay .
0o
d .xyl= —X a:v d%
und aus den Gl. (10)
d b4 2 d.
Oy = [V F(y—u) 5}] "
¢
(o = ' —_ ’ 2, P -~
ds,, [v (y—u)3 y] du (28)

!
d= —(y—1u) aa% du.

xyI:

Zunichst leiten wir aus diesen beiden Gleichungssitzen die Be-
zichungen

@ ox, + d oy,

d 6y, + d oy,
nl o

<

=Qdu

(29)
=Jdu

ab, aus denen durch Integration tber alle Lastelemente des Be-
lastungsstreifens folgt
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Ox, T Oy _ f odu—00

2

(30)
Sx, - Gy, . f Ydu=%
2
Ferner bilden wir aus den Gl. (27)
a,’G1 dru‘ d—cxl’ =X : i du
2 Ox
. (31a)
dz = drxyl=——x7‘f- du
und aus den Gl. (28)
_day,—doy,
doy,= 5 (v —u) P du
\ (31b)
dry= dr, (y—u)a
Wir bilden nun
_ 0o
doy+tdr+i(ldoy+dr)=|x »—()——z/)a du
) R R
+ z[——x—a—y- + (y—w) ay] du. (32)

Setzen wir nun die tangentiale und normale Belastung der Halb-
scheibe wieder gleich, d. h. ¢ = p, so sind ¢ und ¢ nach Gl. (26)
wieder Real- und Imaginirteil einer komplexen analytischen
Funktion

1@ =9+ iy=— 20 (33)

w(z—zu)

und zwischen ¢ und ¢ bestehen die Cauchy-Riemannschen Glei-
chungen. Unter Verwendung dieser Bezichungen kénnen wir die
rechte Scite der Gl. (32) folgendermafB3en umschreiben:
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T2
x ox

0¢ 04
dor-tdnti@otdn)=[r+i—l[ 5+ 3| au
d -
=(z—1¢ u)d——z/"du, (34)
Durch Einsetzen des Wertes von y(2) aus Gl. (33) folgt hieraus

dcl‘}‘d"’z‘*‘Z'(dcz‘i‘d71>=’—,,p_<u37£d”=_‘7.<3)d” (35)
und damit erhilt man durch Integration {iber den ganzen Be-

lastungsstreifen
u=+0a

oo 1 (22) e s
61+ Tt il t 1) =—" ‘z»j:—)—,f=—X(z)=—(D—z?.
n | z—iu

Uu=—a (36)
Hieraus folgt
G+ T=—0
(37)
0'2 + vl _ — \}
Aus den GI. (31) erhilt man
G Gx, .- "
6, = Y1 .’) 'c, 1=.xyl
. (38)
] Gy,
Gg = - = '2__ y T = Txy,
und unter Beriicksichtigung der Gl. (30) und (37):
T o)
Cx, == — Cx oyt

Berticksichtigt man noch Gl. (23), so erhilt man schlieBlich fur
die zum tangentialen Belastungsstreifen gehdrigen Spannungen:

_ e __ ¥
(3'x2 ——xay-— xax— “ Xy,
oV -
cy’=2‘1’+x-ax=2‘} S (40)
od _8‘1"
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Durch diese Gleichungen ist der Spannungszustand in der durch
beliebige tangentiale Randbelastung beanspruchten unendlichen
Halbebene bestimmt. Wir werden im folgenden von der Gl. (23)
fiir die Normalbelastung und den GI. (39) und (40) ftir die Tan-
gentialbelastung bei der Berechnung von Beispiclen Gebrauch
machen.

§ 4. Die durch rechteckigen Belastungsstreifen beanspruchte
unendliche Halbebene.

Als erstes Beispiel zu den allgemeinen Ausfithrungen des vori-
gen Paragraphen nehmen wir den rechteckigen Belastungsstrei-
fen von der Breite 2a nach Abb. 4 an. Wir behandeln gleich zu-
sammenfassend sowohl den Fall der gleichmiBligen Normal-
belastung p wie auch den der Tangentialbelastung ¢ = p. Nach
Gl. (23) berechnet sich das komplexe Spannungspotential

~—a—k—a—-
| !
== T :
| peg
1 l L
Yu= E.
25
7 7
1
x
Fig. 4
u='+ad
p " . z—ia
X(z):‘( - :zpln -
T s—1iu T z41ia
u :—{l

wofiir man auch unter Beniitzung der Bezeichnungen von Abb. 4
schreiben kann
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X(z) =+ ? [ln ;: + 7 (o — ocz)] (02 —oy) + zp In- 2. (41)

TC

Hieraus folgt
_?
¢= s (ot —019)

(42)
| 2y

T 7y

Diesen Wert von ® muf3 man in die Gl. (25) einsetzen, um die von
der Normalbelastung herrithrende Spannungen zu erhalten. Be-
achtet man

00 _ 0® oy | 0P oy 2(cosa1~c05a2

ox 0Quy 0x | Oup 0x 0w

o0 _ 90 0oy 0D Tay  p (sinal_iinzz)

71 72
(43)

an 801 8y doy 8y n\ 7 7%

so erhdlt man aus den Gl. (235) die folgende bekannte Spannungs-
verteilung :

P g
Gy, = ﬁ[(az——al)—z- (51n2a2——51n2a1)]
7 oL in 2a) /
O = (“2—“1/+;,:(Sm Xp——SIN 20y {(44)

. 2 N
Toy, = — E(cos 20— COS20).
Ebenso geht man vor, um die zum tangentialen Belastungsstrei-
fen gehorige Spannungsverteilung in der unendlichen Halb-
scheibe zu erhalten. Es sind hierfiir die Gl. (39) und (40) anzu-
wenden und man erhilt damit die bekannte Spannungsverteilung:

.:jf COS 2 0ty — COS 2 0y )
Xy 27:( 2 1/

2 7o

6, = f,]n ‘~_;ﬁ_(cosz_f/_2~—cosza£ (45)
7T 7 1 27

Tey = —‘:l(az—al) -+ 2 \'sinzaz—sinzalf].
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Damit ist die Brauchbarkeit der allgemeinen Entwicklungen des
vorigen Paragraphen an einem Beispiel erldutert worden, das
schon auf anderem Wege gelost worden ist. Im néchsten Para-
graphen soll ein Beispiel behandelt werden, das meines Wissens
bisher noch nicht allgemein geldst worden ist.

§ 5. Die durch halbkreisiérmigen Belastungsstreifen beanspruchte
unendliche Halbscheibe.

X
Fig. 5.

Fur die durch Fig. 5 wiedergegebene halbkreisférmige Last-
verteilung der unendlichen Halbscheibe mit der Belastungs-
dichte

o

pay=p, YE—¥ (46)

erhdlt man aus Gl. (23) das komplexe Spannungspotential

u=+a

X)) = f; f l f___[ir du. (47)

U=—0a
Um dieses Integral auszuwerten, scizen wir

T =w (48)
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und erhalten damit aus Gl. (47)

w= +ia
S OMIN=E)
X () =— iy _]{{z_-{— Y dw. (49)
Ta Z— W

Die Losung dieses Integrales 148t sich in geschlossenem Aus-
druck darstellen. Es ist ndmlich:

2 1 o2 TR
fVijw,dw=_1/az+w2—-zsl[t®in-z;i (50)
, [z o422
—Va®+ 22 mr@lnlb—a(z—w)]'

Von der Richtigkeit dieser Lésung kann man sich am einfachsten
durch Differentiation der rechten Seite der Gleichung nach w
itberzeugen. Dabeli ist die Bedeutung der Funktion %t Sin zu be-
achten:

WSinx=In(x+ V1 + 22

d 1

—WYrGiny = ——

dx V1L a?

Unter Verwendung von Gl. (50) erhilt man aus Gl. (49) den

Wert des komplexen Spannungspotentials X (¢), indem man die
Grenzen des Integrals einsetzt. Dabei ist zu beachten, dal

W Sins="7
2
Ar Gin (— ) = — 4.
Damit erhilt man

X(Z)=—*ﬁo(§fl/;;+l) (51)

oder, indem man die Konstante ¢ = 1 setzt

X@)=—tolc— Va4 1) €

B
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Bevor man dieses komplexe Spannungspotential in ihre Real-
und Imagindrbestandteile ® und W trennt, ist es zweckmiBig,
elliptische Koordinaten einzufithren. Zu diesem Zweck wird die
komplexe GroBe

Y=o+ B (53)
durch die Beziehung
z=x-+iy=1cosy =7cos(a-t7@)=7(coso Cof B—7sina Sinp)
eingefiihrt. Daraus folgt

x = sin a Sin
(55)
y = cos a Cof B. ”

Aus Gl. (52) erhilt man

X(g) =—p,-(Fcosy— |}/ —costy + 1) =—p,ie'" =
— p, ¢ i (cos - 7sin o) (36)

und damit
O =p, ePsin «

¥ = —p, e cos a.

Nun kénnen wir die Gl. (25) bzw. (40) zur Berechnung der Span-
nungen verwenden. Zu diesem Zweck ist zu bilden

20 9D ow 2D ap

0x Odadx ' 08 ox

ORIl oiDIl

0y Odaody ' 0B 0y
Die partiellen Ableitungen von o und 8 nach x und ¥ werden
dadurch gewonnen, daB man die beiden Gleichungen (53) par-

tiell nach x und y differentiiert. Dies ergibt die folgenden Glei-
chungen:

1 =cos a Cin f ZZ -} sin aGo{BgE
’ ' (502)

. o Oa e OB
0 = —sina Co " - cos o Cin ]
Ul B ox
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0o )
1=—sinaCofpf s + cosa Sin P
sin o €of 3y + B3 p

(59b)

, 0w . 9p
= Sin B —  Cof B .
0 =cosa Bay—l—smo' f{iay

Aus diesen folgt mit der Abkiirzung
N = sin 0. Cof 2B + cos 2a Sin 2 = ; (Cof2B-—cos2a)  (6o)

0o _cosa@inf 0f  sinaCofp

ox N 'ex N (612
aog _ sinaCoff 98  cosaind 61t
oy N ey N S

Die Gl. (58) gehen damit iiber in

-
O gy’ (cos®aing — sinuGof ) —
. Gin 28
_p°<_—l+_€of2(3—coszoc) ez
B(I)__ s_inacosoi____ _h_-sinza_v__
oy = Tl N T Tl ap—cosza

Damit erhidlt man aus den Gl. (23) fiir die Normalbelastung die
folgenden Spannungen:

G, = p,sin oc[e_B 4+ Cinf (1 ( Gof zilizcis Y ]
Gin
6,, = p,sin oc[ —G&inp |1 ( o zﬁl—zcﬁos 5 “):I (63)

Fir die Tangentialbelastung der unendlichen Halbscheibe gel-
ten die Gl. (39) und (40). Es ergeben sich aus den Gl. (39) sofort
dic Werte von 6, und 7., unter Bentlitzung der GI. (63). Der
ganze Gluclmngssatz lautet dann:

Miinchen Ak, 8b, 1941 T 11
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sin 2o

6., = — P, sina Sin @GOT 24(3— cos 20
o ne@inpg. . Sn2%
Gy, = —2p,€ " cosa - p,sina Cin P Gof 28— cos 2 (64)
) , Sin2p
— B ___( -~y
Txyn = posmoc[e 6111{3(1 @of25—~coszoc)]'

Den Spannungszustinden, die durch die Gl. (63) bzw. (64) be-
schrieben werden, kommt eine praktische Bedeutung zu, da die
halbkreisférmige Lastverteilung nach H. Hertz bei der Beriih-
rung zweler Kérper vorliegt; also z. B. bei der Berithrung von
Rad und Schiene unter Druck. Und zwar erhilt man den Span-
nungszustand der Gl. (63) bei senkrechtem Druck, dem sich beim
Anfahren oder Bremsen ein Spannungszustand nach Gl. (64)
Uiberlagert. Bisher waren diese beiden Spannungszustinde nur
langs der x- und y-Achse bekannt.!

Um nachzuweisen, daB die GIl. (63) und (64) die richtigen
Spannungsverteilungen wiedergeben, wollen wir noch zeigen,
daB durch sie die Grenzbedingungen an der y-Achse erfillt wer-
den. Zu diesem Zweck entnehmen wir aus den Gl. (55) das ortho-
gonale Netz der Kurven o = const und § = const. Dic Schar
o = const entspricht den Hyperbeln

v ]
cos2e  sinfe ! (652)
und die Schar # = const den Ellipsen |
¥ :
Gof2g T Sinzp = * (65b)

1 1. Féppl, ,,Der Spannungszustand und die Anstrengung des Werk-
stoffes bel der Berithrung zweier Korper, Forschg. Ing.-Wes. (1936) S. 209,
—21. — L. Foppl, ,,Beanspruchung von Schiene und Rad beim Anfahren
und Bremsen®, Forschg. Ing.-Wes. (1936) S. 141-47.

Nach Vollendung dieser Arbeit erfahre ich, daf diese Aufgabe auf anderem
Weg als hier von Herrn Dr. Ing. habil. Franz Karas bearbeitet worden
ist. Sie wird demniichst in der Zeitschrift ,,Forschg. auf dem Gebiet des
Ing.-Wes.** erscheinen.
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Beide Scharen haben als Brennpunkte die Punkte der y-Achse
mit den Abstinden £ 1 vom Nullpunkt. Die Strecke auf der
y-Achse zwischen beiden Brennpunkten entspricht wegen o = 1
der Breite des Belastungsstreifens. Wir miissen deshalb auf der
y-Achse die Gebiete auBerhalb des Belastungsstreifens |y[> 1
und innerhalb des Belastungsstreifens |y|<C 1 unterscheiden.
Fiir die Punkte mit |y| > 1 folgt aus Gl. (65) mitx = o:sina=o0
oder « = o und €of 8 = y und fiir die Punkte |[y| << 1:&inf=o0
oder B = o und cos o = y. Damit erhilt man aus den GI. (63)
die Grenzwerte:

(6r) =0; (6,) =20,V 1—3% (Gy) =(%yy) =0. (662)
X=0 x=0 x=0 X==0
1 Ivict lyh1 i<t

und aus den Gl. (64) die Grenzwerte:

(Gxg) =05 (Gih) =0; <Txl/s) =0; <Txy=> = ? (1] Vl _3'2'
xX=0 xX=0 X=0 xX=0
lyi>t i<t Ly lict (66b)

Die Gl. (66a) und (66b) entsprechen den richtigen Grenzbedin-
gungen lings der y-Achse in beiden Fillen. Damit ist der Nach-
weis fiir die Richtigkeit der Gl. (63) und (64) erbracht.



