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Zur Frage der Aquivalenz
indefiniter Variationsprobleme mit definiten.

Von Wilhelm Damkéohler in Jena.
(Vorliufige Mitteilung.)

Vorgelegt von Herrn C. Carathéodory in der Sitzung vom 3. Februar 1940.

Einleitung. In der Tonellischen Theorie der Variations-
rechnung kommt hauptsichlich zwei Problemgruppen grund-
legende Bedeutung zu: 1. der nach den Kriterien fiir die Ober-
oder Unterhalbstetigkeit der betrachteten Integrale, und 2. den
Kompaktheitskriterien flir die Menge der zugelassenen Ver-
gleichskurven. Bei definiten Variationsproblemen (wir be-
trachten im folgenden nur positiv definite Probleme) in der
Weicerstralschen Parameterdarstellung

Fn— / Bl my, v v n s e ) a’z‘sz(xi,x;)dz‘
C C

erledigt sich diese letztere Frage insofern sofort, als dort aus
der vorausgesetzten Ungleichung

(E. 1) F(x,x)=m ]/,l il N
i=1
sofort tiber

(E. 2) Jo=m-Lg

eine obere Schranke fiir die Bogenlinge L, der Integrations-
kurve C hergeleitet werden kann.

Von den indefinitin Variationsproblemen (das sind solche,
deren Integrand F (x;, ;) je nach der Richtung der x; positives
oder negatives Vorzeichen haben kann) sind nun offenbar die-
jenigen Probleme besonders einfach und interessant (weil ja auf
sic die ganze fiir definitive Probleme schon entwickelte Theorie
angewendet werden kann), deren Indefinitheit sozusagen hebbar
Miinchen Ak, Sb. 1940 1 I



2 Wilhelm Damkohler

ist, indem man sie durch Hinzufiigung geeigneter Ausdriicke,
welche auf die Gestalt der Extremalen keinen EinfluB nehmen,
in definite verwandelt. Solche hinzuzufiigenden Ausdriicke sind

insbesondere vollstindige Differentiale X Se; x;, und die frag-
1

lichen Probleme gestatten dann eine ,,definitive Vervollstindi-
gung((

n —71
(E.3) F*(x,x)=F(x,x)+ > Ss x> m-]/z‘x;z > o.
i1 i1

Nach auBlen hin haben solche Probleme nun die Eigentiimlich-
keit, daf3 fiir alle geschlossenen rektifizierbaren Kurven ¢ des
Variabilitatsbereiches B der x; der Quotient

f F(x;, x)dt

(E. 4) q(c)::c/— ——2m=0
14

bleibt. Das gilt dann insbesondere auch von seciner unteren
Grenze, die niemals die Zahl » der Ungleichung (E. 3) unter-
schreiten kann. Es erhebt sich nun die Frage, ob dieser Vorgang
umkehrbar ist, ob also aus (E. 4) stets auch so was wie (E. 3)
folgt, so dal3 damit (E. 4) als fir solche ,,nur scheinbar indefini-
ten Variationsprobleme’* charakteristisch erwiesen wire. Dies ver-
hilt sich nun in der Tat so, und soll auf den folgenden Sciten skiz-
ziert werden, wobei dann gleich noch ein ein biBchen allgemeine-
rer Aquivalenzsatz zum Vorschein kommen wird. Die ausfiihr-
liche Beweistechnik zu vorstehender Skizze soll spiter mal be-
sonders folgen. Der Fortschritt dieser Arbeit gegeniber den
gleichen Fragestellungen in meiner Arbeit: ,,Uber indefinite Va-
riationsprobleme’* (Math. Ann. 110 [1934]) besteht nun darin,
dall wir 1. keinen Gebrauch mehr zu machen brauchen von der
Theorie der Funktionen geringster Steilheit (Math. Ann. 116
[1938]), 2. daB unsere Uberlegungen unabhingig sind von der
Dimensionszahl, also fiir Kurvenprobleme in Riumen beliebig
hoher Dimensionszahl gelten, und 3. dal} die gleichen Methoden
und Uberlegungen auch im entsprechenden Fragenkreis beim
Lagrangeschen Problem zugkriftig bleiben.

n
’

2 xd¢

i=1
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§ 1. Wir beginnen, um méglichst einfache Verhiltnisse vor
uns zu haben, in denen aber schon das Typische der Gedanken-
fihrung offenbar wird, mit sog. positivreguliren Variations-
problemen

F(xi,x;), (=1, 2, -+ n),

(deren F, wie sich das bei einem Problem in Parameterdarstel-
lung gehért, hinsichtlich der x; positiv homogen erster Ordnung
ist); das sind solche, bei welchen in jedem Punkte x;C % und
fiir alle Richtungen x; die quadratische Form

(1.1) QE&H=2 Fx,i ' (%) xj) £, &, = positivdefinit
i1

ist unter den Nebenbedingungen
n

Sl = 1.
=1

\ -G
(1.2) x;6; =0,

)

L=

i

Jedem solchen Variationsproblem ordnen wir nun eine von Stelle
x; zu Stelle x; verinderliche geometrische Figur, die Figuratrix
® (x;), in einem z-dimensionalen Raum der y; zu, die durch

die Parameterdarstellung
(13) H=—Fp (3,5, GG+ =1, (=1, 2,0+)

beschrieben wird. Auf Grund von (1.1) und der Tatsache, dal3
dort die Vektoren &; alle Richtungen des ebenen Schnitts (1.2)
mit der Einheitskugel durchlaufen diirfen, schlieft man in be-

kannter Weise auf das positive Vorzeichen der Weierstra3schen
E-Funktion

7

=

b

(14) £ (xj, x;o, x;) =

i

(£ aj2) — Foo (200} - 2 >0,

1

und das besagt fiir die geometrische Gestalt der Figuratrix (1.3),
dafB siec cine cinfach geschlossene konvexe Hyperfliche vom
topologischen Zusammenhang der Kugel ist. Die Richtungen &;
spiclen bei ihr die Rolle der inneren Normalenrichtung im
Punkte y,.

1*



4 Wilhelm Damkohler

Fiir unser Aquivalenzproblem ist nun die Figuratrix insofern
von grundlegender Bedeutung, als fiir alle und nur diejenigen
Punkte y; = p; (x;), (¢ =1, 2,...n), die im Innern oder héch-
stens noch auf der Begrenzung von ihr gelegen sind, fiir alle
Richtungen z/; die Ungleichung

(1.5) Flxyx)+ 2pi(x)-x; >0
i=1

statthat, wobei das Gleichheitszeichen sogar nur dann auftreten
kann, wenn y; = p; (x;) der Begrenzung von & (x;) angchart.
Wenn man also den Schluf3 von.(E.4) auf (E.3) bezwingen will,
mubB man folglich versuchen, aus dem Bestehen von (E.4) auf

: n
die Existenz eines vollstindigen Differentials X' Sx;x; zu schlie-
i1
Ben, dessen ,,geometrischer Reprisentant’

(1.6) pilr) =S,

innerhalb oder héchstens noch auf der Begrenzung der Figura-
trix & (xj) gelegen ist.

§ 2. Das geschicht nun folgendermafen: Wir machen zunichst
iiber F (x;, x;) eine Reihe von Annahmen, bei denen das Ty-
pische des eingeschlagenen Weges pragnanter zum Vorschein
kommt, von denen wir uns aber dann (§4) wieder befreien
werden: Also wir verlangen, daBl # (x,, x;) im ganzen unend-
lichen Raum der x; als analytisches Variationsproblem gegeben
sei, und dall wir eine Funktion § (x;) kennten, deren geometri-
scher Reprisentant (1.6) im Innern oder héchstens nur noch auf
dem Rande von @& (x;) gelegen sei, wenigstens wenn x; in B

j
liegt. Dann sind zwei Fille moglich: entweder ist fur alle «;

des engeren Variabilitdtsbereiches ® der Punkt (1.6) im Innerri
und in von Null verschiedenem Abstand von der Begrenzung
von G (x;) gelegen; dann ist {iberhaupt nichts mehr zu be-
weisen, weil ja dann (E. 3) schon erfillt ist, und zwar mit einem
positiven 7z >>o0. Oder aber es gibt Punkte x; in 9B, fiir welche
(1.6) auf den Rand von & (x;) fillt. Dann zeichnen wir diejenigen

Richtungen x; aus, fiir die (E. 3) mit dem Gleichheitszeichen und
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n
m = o erfillt ist: F* (x;, ;) = F (x;, %) + 2 S, x;=o0, und
, i=1
betrachten in % alle diejenigen Kurven, deren simtliche Linien-
elemente solche Richtungen haben; sie mégen ,,Minimale Mini-

manten‘’ des Variationsproblems

(2.1) F*(xy €)= F (x,2) + 2 Sy %,

heiBen, da sie ja an die Funktion S (x;) gebunden sind. Unter
Ausnutzung dessen, daB fiir positiv reguldre analytische Varia-
tionsprobleme alle Extremalen gleichmiBig beschriankte Kriim-
mung haben, beweist man nun, daf in beschriankten Gebieten B*
aus dem Positivsein der unteren Grenze » aller Quotienten q (¢)
lings irgendwelcher geschlossener rektifizierbaren Kurven ¢ aus
B* die gleichmiBige Beschrinktheit der Bogenlingen aller in B*
gelegenen zusammenhidngenden minimalen Minimantenstiicke
folgt (B* kann zu B irgendwelche Lage haben). Damit ist nun
das wichtigste Konstruktionselement unserer Beweisfithrung ge-
funden, denn auf es stiitzt sich die Mdglichkeit der Integration
der Differentialungleichung (3.2), wenn man noch (3.3) zu haben
wiinscht. Man macht nimlich dabei gerne Gebrauch von der
Endlichkeit der Bogenlinge der zu (3.2) gehérigen Charak-
teristiken, welche gerade die von uns herausgchobenen ,,mini-
malen Minimantenstiicke’ sind. Und damit ist schlieBlich die
Grundlage fiir den Ersatz der Funktion S (x;) durch eine andere
S* (x;) gegeben, die (E. 3) unter dauernder AusschlieBung des
Gleichheitszeichens befriedigt.

§ 3. Diese Konstruktion geht nun so vor sich: Zunichst haben
wir nur die minimalen Minimanten in B zur Verfigung, da nur
in B die Bedingung erfiillt zu sein braucht, dall Sx; innerhalb
@)(xj) gelegen zu sein hat. Wir brauchen sie aber in einem
etwas grofleren, B umfassenden Bereich B* D ®B. Dazu die fol-
gende heuristische Vortiberlegung: Es sei

(3'1) x; = wW; (2,‘]), (Z.,j.:-: Sl OO 7l)

die Differentialgleichung der minimalen Minimanten in 8. Wir
wiinschen in ¥ eine Funktion ¢(x;) zu bestimmen, dic dort
auf den minimalen Minimanten die Ungleichung
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n
(3.2) 2oy A 21
i=1

erfiillt, wobei noch sonst tberall in B

n

(3-3) P gx = beschrinkt

i-1
ist. Mit dieser Funktion und einer noch geeignet zu bestimmen-
den Konstanten &, (0o < 9 < 1) setzen wir dann

’

cx
Pu; " i

l« .

GEY) F*(x,x) -+ 9

i=1
. . .. . - ’ .
an. Wir wissen, fiir die Richtungen x; = w; (xj) ist

M

(3-5) F*(xp, )+ 9+ _@\ ¥, =9 >0,

sofern x; auf einer minimalen Minimanten liegt. Wenn nun das
71

vollstindige Differential X' o, x; von diesen Elementen (x;, w,)
=1

ausgehend schwach variiert, so kann man immer durch geeignete

GroBenfestsetzung des & die Ungleichung

n
F* (v, 2) + 90 Yo, x>0
i=1

mit AusschluB des Gleichheitszeichens fiir alle Elemente (x;, x;)
erzwingen. Und das ist ja dann die Lésung des Problems. Ge-
rade aber, um dieses ,seitwirtige’ Verhalten von ¢ zu re-
gieren, mufl man das Erfiilltsein von (3.2) auch fiir alle Punkte
einer gewissen Umgebung der minimalen Minimanten garan-
tieren konnen, und dazu eben braucht man den Ubergang zu
dem Umfassungsbereich B* DO B, in dem aber alle genau die
gleichen Gegebenheiten vorhanden sein miissen wie in 9B selber.

Das gelingt einem durch folgende Konstruktion: Wir wihlen
in B* irgendein n-tupel stetiger und hinreichend oft differenzier-
barer Funktionen ¢, (x;), (¢ =1, 2,...%), so daB fiir alle (x)
C B* der Punkt
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(3-6) vi=gq; (%)

im Innern in einem festen von Null verschiedenen Minimal-
abstand von der Begrenzung von & (x;) gelegen ist. Diesen
Punkt ¢; (x;) machen wir dann zum Zentrum einer Ahnlich-
keitstransformation, mittels welcher wir & (x;) aus ¢; (x;) pro-
jizieren, und zwar derart, daf3 die Projektion immer durch den
Nullpunkt y, = 3, = .. = y,, = 0 des y-Raumes hindurchgeht.
Dieses projizierte ® (x;) heille 6] (%) und sei die Figuratrix
eines in B* definierten positiv reguldren Variationsproblems
F* (x;, ;). Fiir dieses gilt selbstverstindlich {iber alle geschlos-
senen rektifizierbaren Kurven ¢ aus B*

fﬁ (xy,2) dt
q() ="—F—7=—=— =o0.
(3.7) /V s

Wenn hier nun wirklich schon immer das Gleichheitszeichen aus-
geschlossen erscheint, so haben wir schonindem weiteren Bereiche
B* die gleichen Verhiltnisse wie in ¥ allein, wir wissen dannnim-
lich, daf3 auch in ®B* alle minimalen Minimantenstiicke gleich-
mafig beschrinkte Bogenlinge haben (s. Ende von § 2). Wenn
aber in (3. 7) das Gleichheitszeichen nicht ausgeschlossen werden
kann, so miissen wir zu dem Ende die Konstruktion nochein wenig
weiter fiihren. Wir bezeichnen dann namlich mit 9% die Gesamt-
heit der in ¥ auf minimalen Minimanten von #* (x;, x.) ge-
legenen Punkte, geben eine positive Zahl ¢ > o vor und be-
schreiben mit ihr die p- bzw. 2p-Umgebung U, bzw. U,, von
M in B*. Ist dann £ (P, U,) die euklidische Entfernung des
Punktes 72 von der Punktmenge U,, so setzen wir

(3.8) ﬁ(xi) x;) = [1"‘ :)E (7, Up)] - Fx (#;, x;)
+ éE(P, Up) " F* (x;, %))

fiir alle Punkte P aus (Us, — U,). Dieses positiv regulire Varia-
tionsproblem erweitern wir stetig in den ganzen x-Raum hinein,
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wenn wir setzen: % = F* innerhalb U, und F = F* auBerhalb
U,,. Durch geeignete Kleinheit von p kann dann stets erreicht
werden, dafl immer

fﬁ‘(xi,x;)a’t
(3.9) O o
fl/‘l'x?a’t
i=1

wird, bei Ausschluf jeglichen Gleichheitszeichens, wenn solches
fiir q (¢) innerhalb B galt. Fiir ﬁ“(xi, x;) sind also dann die
minimalen Minimantenstiicke in B* von gleichmiBig beschr. Bo-
genlénge, und diec Punkte y; =S (%;) liegen nicht auBerhalb

der Figuratrix €] ().

Mit M bezeichne ich nun die Menge aller in 8* gelegenen
Punkte minimaler Minimanten des Problems # (%;, x;), eine
Punktmenge, die gewifl alle Punkte von U, umfaB3t. Ich denke
mir dieselben ebenfalls durch die Gleichungen (3.1) beschrieben,
was ich ohne weiteres tun darf, da ich dann nur eine stetige Fort-
setzung der zundchst nur auf M definierten Funktionen w; (x;)
zu betrachten habe. Jetzt nchme ich irgendeine innerhalb U,
gelegene Umgebung B der Punktmenge M, die natiirlich nur

aus Punkten von M bestehen kann, und integriere innerhalb

derselben fiir 7 (x;, x;) die Ungleichung (3.2) unter der Be-
schrinkung (3.3). Das ist jetzt nach dem Ende des §2 auf Grund
der Bedingung (3.9) stets moglich. Ich setze dann dieses so
erhaltene ¢ (x;) unter Erhaltung der Beschrinktheit seiner Steil-
heit (3.3) in den ganzen Bereich B* hinein stetig fort und ap-
proximicre schliefllich dasselbe ebendort durch Polynome be-
liebig gut, wobei ich acht habe, da auf einer gewissen Um-
gebung von MM der Ungleichungstypus (3.2) gewahrt bleibt, mit
etwaiger Verkleinerung (aber nicht unter Null herunter) der
rechten Seite allein. Bezeichne ich dann aus Buchstabenersparnis
dieses Approximationspolynom wieder mit ¢ (x;), so kann ich
durch geeignete Festlegung der Konstante &, (0<%, <1)
die Ungleichung

n

(3.10) F*(y 2) + 80 Doy x>0

i=
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fir alle Richtungen x; unter strengem Ausschlufl jeglichen
Gleichheitszeichens in ganz ¥ erzwingen. Und damit ist das zu
Anfang des § 2 gestellte Problem gelost.

§ 4. Es gilt jetzt die zu Beginn des § 2 iiber F(x;, x;) ge-
machten zusitzlichen Annahmen abzubauen: Also 1. braucht es

natiirlich nicht zu passieren, dafl fiir die gegebene Funktion
S (x;) der Punkt

(4-1) , pile) =S

immer im Innern oder héchstens noch auf dem Rande der Fi-
guratrix & (x;) gelegen ist. Diesem Ubelstand riickt man da-
durch zuleibe, daBl man das Variationsproblem £ (x;, xl) ein-
bettet in eine ,,monotone* Schar positiv reguldrer Variations-
probleme # (x;, x; | 2), fiir welche immer die Ungleichung er-
fiillt ist

(42) F (x5

hy) filir 2, < 2.

i)

Die besondere Wahl dieser Schar ist in weiten Grenzen wiil-
kirlich, wenn nur stets die Bedingung (4.2) erfillt bleibt. Geo-
metrisch bedeutet unsere Moriotonieforderung, dall fir 2y <2,
die Figuratrix © (x;|2,) ganz im Innern der Figuratrix ¢ (x;|72)
gelegen sei. Jetzt kann man durch geeignete Wahl des Para-
meters 7 die Figuratrix & (x;|}) immer so ,,aufblihen®, daB
der Punkt (4. 1) innerhalb ihrer oder hdchstens noch auf ihren
Rand zu liegen kommt. Fir das zugehorige Variationsproblem
F(x;, x:[/) gilt dann die Theorie der §§ 2, 3 und fihrt zu
dem Ergebnis, daf allemal, wenn fiir einen Parameter % der
Quotient

fF(x,,x'll) dt

”‘]1/” 3

noch nicht Null zur unteren Grenze hat, ein Polynom ¢ (=)
gefunden werden kann, welches (mit Ausschlu3 des Gleichheits-
zeichens) die Ungleichung

(4-3) e
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n
(4-4) Fxyz )+ 2 (Sxt o c,oxi> x>0
i=1

fiir alle Richtungen x; erfiillt. Zugleich steckt in diesem Mono-
tonicgedanken der Grund fiir die Epsilontik der Ungleichung
(5. 2).

2. braucht es nicht zuzutreffen, daB # (x;, x;) (und iber-
haupt irgendein Problem unserer Schar F (x;, x; | ) den
ganzen unendlichen x-Raum zum Definitionsbereich hat; hier
hilft man sich dadurch, dal man einen gewissen Erweiterungs-
satz fiir positiv reguliare Variationsprobleme beweist, nach dem
es stets moglich ist, ein zundchst nur in B gegebenes positiv re-
guldres Variationsproblem als solches stetig in den ganzen x-
Raum hinein fortzusetzen. Man {iberlege sich doch zu dem Ende,
daB es ja nur darauf ankommt, die zunédchst nur in b gegebene
stetige Verteilung konvexer Korper & (x;) stetig iber den ganzen
z-Raum hinweg fortzusetzen, und dies geschicht unter Verwen-
dung der bekannten Prinzipien zur .Fortsetzung stetiger recller
Punktfunktionen. Man kann es dabei immer sogar noch so ein-
richten, daB fiir das fortgesetzte Problem fiir alle irgendwic im
unendlichen x-Raum gelegenen geschlossenen rektifizierbaren
Kurven ¢ die untere Grenze des Quotienten q (¢) positiv ausfillt,
wenn solches fiir das urspriingliche Problem in dem engeren Be-
reiche B statthatte.

3. Wenn unser Problem F (x;, x;) bzw. die Schar # (xi,x'i‘l)
nicht analytisch sein sollte, so kénnen wir zunichst 7 (x;, x;)
in der unter 2. geschilderten Weise liber den ganzen Raum
hin ausdehnen, und dieses dann in beliebig grofen, 8 umfassen-
den beschrinkten Bereichen B* durch positiv regulire analyti-
sche Variationsprobleme mit beliebiger Genauigkeit approximie-
ren. Man beachte doch, daBl unsere Forderung nach dem un-
endlich grofen Definitionsbereich des analytischen F (x;, x;)
nur eine Vereinfachung der Konstruktion des § 3 bedeutete, bei
welcher von B zu dem etwas umfassenderen Bereiche 3* 2 %
iibergegangen werden mufite, in dem Sinne, daf3 in B* {lber
F (x;, x;) noch genau die gleichen Voraussetzungen galten, die
man in B selbst schon hatte. Das ist aber durch unser Approxi-
mationsschema ohne weiteres schon mit gewihrleistet.
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§ 5. Alles in allem bekommt man so auf Grund der in den
vorigen Paragraphen skizzierten Uberlegungen den Satz:

Satz. Ist in dem beschriankten abgeschlossenen Bereiche 9B
des x-Raumes ein positiv regulires Variationsproblem F (x;, x;)
vorgelegt, fiir welches die untere Grenze des Quotienten

S I () d ¢

[

O
(5.1) ] |/ Saras

auf der Gesamtheit aller geschlossenen rektifizierbaren Kurven ¢
des Bereiches B eine positive Zahl 72 > o ist, so gibt es zu jeder

n
Zahl ¢ > o cin vollstindiges Differential Y Sx; x; (S (x;) kann
=1
sogar als Polynom angenommen werden), welches fur alle Rich-
tungen «; die Ungleichung

62 Bl bE st el

i=1 1

in ganz B erfillt.

Bedenkt man noch die GroBziigigkeit in der méglichen Wahl
der ,cinschlieBenden® Schar 7 (x;, x; 1 2) des vorigen Para-
graphen, so erkennt man mit ganz genau denselben Mitteln, die
ich schon in § 15 meiner Arbeit ,,Uber indefinite Variations-
probleme’* angewendet habe, dal} obiger Satz auch vollkommen
unabhingig von der Voraussetzung der Positivregularitit des
F (a;, x;) oder dem Positivsein der unteren Grenze  seine Rich-
tigkeit behilt.

§ 6. Ganz entsprechende Resultate sind beim Lagrangeschen
Problem zu erwarten, wenn man die dort vorkommenden, in
der Natur der Sache liegenden Besonderheiten gehérig bertick-
sichtigt. Wir setzen dabei den Integranden von

(6.1) fcr'fF(xi,x;)a’t
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und auch die linken Seiten der /-Nebenbedingungen
(6.2) G, (xi’x;) =0 (=1, 2,7

hinsichtlich der x; als positiv regulir von der ersten Ordnung
voraus. Dann definiert man eine Figuratrix & (x;) durch die
Gleichungen

l
6.3) y;=— Fx’i (xj! Cj) - %;P-a' Gax’i (xj: Cj) (f=1,2," " n),

wobei die Richtungen g; (ebenso wie seinerzeit bei (1.3)) die
ninneren‘‘ Normalenrichtungen der Figuratrix im Punkte v; dar-
stellen. Sie sind durch die Nebenbedingungen

n
(64> Ga (x], Cj) =0 und z C;.Z____ 1

i=1

in ihrer Variabilitit eingeschrinkt. Es ist nun die erste Beson-
derheit des Lagrangeschen Problems gegeniiber dem ,,freien®
Problem ohne Nebenbedingungen, dal} diese Figuratrix sich
notwendig (Parameter p,!) ins Unendliche erstrecken muf}, und
daf3 sic im allgemeinen nicht ein einfaches geometrisches Aus-
schen (z. B. Konvexitit) hat, sondern Selbstdurchsetzungen be-
sitzen wird. Das ist eben die Wirkung der einschrinkenden Ne-
benbedingungen (6.4), mit welcher auch noch die andere zu-
sammenhdngt (auf die ich gleich nachher nochmals zu sprechen
komme), dal3 es keine geschlossenen Kurven ¢ zu geben braucht,
deren simtliche Linienelemente x; zuldssig sind, d. h. den Ne-
benbedingungen (6.2) geniigen. Ein Beispiel dafiir ist schon das
ganz gewohnliche isoperimetrische Problem (6.5)-(6.6).

Eine zweite Besonderheit des Lagrangeschen Problems gegen-
uber dem freien Problem besteht darin, dafl man nicht immer
die Beschrinktheit des Variabilititsbereiches der x; garantieren
kann. Dies erkennt man wieder am schnellsten am isoperimetri-
schen Problem

i=1

n
6.5 Je= [ F (x;,x;) d ¢ = min, /V,l x d¢ == const,
C .
¢
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dessen Nebenbedingung unter Einfiithrung einer Koordinate x,, ,

n
(6.6) G (x;,%7) Exn_H—V xlt=o0

i=1
lautet. Hier ist der Bereich B, ,,, der xy, %, ... 2%, %x,,, ein
Zylinder Uber der Basis B, der x4, %5, . . . x,,, der sich lings der

x,.1-Koordinate in beiden Richtungen ins Unendliche erstreckt.

Die Schwierigkeit, die aus dem Nichtvorhandensein irgend-
welcher geschlossener zulassiger Kurven ¢ resultiert, erledigt man
einmal durch Anerkennung dieser Tatsache, zum anderen durch
Schaffung des Begriffs der ,,asymptotisch geschlossenen’ Kurve c.
Darunter verstehe ich (im einfachsten Falle!) eine solche Kurve,
die als Grenze einer unendlichen monoton wachsenden Folge
von rektifizierbaren zuldssigen Teilkurven ihrer selbst:

(6.7) e A e

dargestellt werden kann, wobei in jedem ¢, das Verhiltnis der
Entfernung sciner beiden Endpunkte 2, und @, zur Gesamt-
linge von ¢, mit wachsendem £ gegen Null strebt:

lim “1 O
h—x / ds —©
R

Den allgemeinsten Fall von asymptotisch geschlossener Kurve
bekommt man daraus durch folgende Weiterbildung der Ideen:
Man nehme eine (nicht notwendig konvergierende) Folge ge-
schlossener Kurven [c,|, fiir die die Funktionalfolge {q (¢,)} kon-
vergiert und

fa’s
G

lim *»
=0
I'ﬂwjds
CI

»

wird, wenn ¢, = ¢, + ¢/, eine solche Zerspaltung der Kurve ¢,
in zwei Teile bedeutet, bei welcher c,f alle und nur diejenigen
Linienclemente enthilt, die zulissig sind, wihrend ¢’ den Rest
umfafit. Diese Kurvenfolge {¢,} ist dann fiir den allgemeinen
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Fall der Ersatz fiir die im allgemeinen nicht existierende Grenz-
kurve ¢. (Ideale asymptotisch geschlossene Kurve!)

Beriicksichtigt man dann die innere Struktur der in den §§ 1—3
skizzierten Theorie, so ist auBlerordentlich naheliegend, daf3 der
Umstand der sich ins Unendliche erstreckenden Figuratrix oder
des ev. nicht beschrinkten Bereiches der x; keinen wesentlichen
EinfluB auf die Konstruktion der Funktion ¢ (x;) (§ 3) haben
kann, und man daher mit aller Wahrscheinlichkeit der Vermutung
Platz geben darf, die in dem Satz steckt:

Satz. Entweder gibt es fiir das vorgelegte Lagrangesche Pro-
blem iiberhaupt keine geschlossenen oder asymptotisch geschlos-
senen zuldssigen Kurven ¢. Dann 146t sich stets fiir beliebig vor-

n
gegebenes 2 ein vollstindiges Differential ' S, x; finden, wel-

i=1 ¢

ches fiir alle zulidssigen Richtungen x; innerhalb %
n n

(6.8) F(x, x;) + .-Z;Sxi X =m- ) P
i=

i=1

macht; oder aber es gibt geschlossene oder auch nur asymptotisch
geschlossene zuldssige Kurven ¢ in 8. Dann sei » die untere
Grenze des Integralquotienten

fF(xi,x;) at
c
©9) 10 =t
/V Xxlde
; i=1
auf ihnen. Dann gibt es zu jeder Zahl e > o ein vollstindiges
n
Differential 3 S, x;, so daB fiir alle zuldssigen Richtungen x;

i=1
innerhalb %% die Ungleichung

n /"n -
(6.10) Fx, ) + %lei x; = (m—¢) ] 2k
= i=1

zu Recht besteht.



