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Uber konforme Abbildung von Kegelschnittpolygonen.
Von F. Lindemann,

Vorgetragen in der Sitzung am 3. Febrnar 1928.

In den Sitzungsberichten der Berliner Akademie der Wissen-
schaften (math.-phys. Klasse vom 2. November) hat Herr Schottky
einen Aufsatz veroffentlicht, der sich mit der Frage beschiiftigt, ob
gewisse Funktionen durch Differentialgleichungen definiert werden
kinnen; zu diesen Funktionen gehdren auch diejenigen, welche
Polygone algebraischer Kurven (insbesondere von Kegelschnitten)
auf die Halbebene (¥ > 0) konform abbilden. An einem Bei-
spiele, das sich auf gewisse einfache Parabel- und Hyperbel-Polygone
bezieht, wird dargelegt, dafi die benttigten Funktionen keiner
Differentialgleichung gentigen kénnen.

Die zu diesem Resultate fithrenden Schliisse sind aber nicht
stichhaltig. Behandelt man nimlich das gewiihlte Beispiel auf
Grund der von mir entwickelten allgemeinen Theorie (was Herr
Schottky nicht durchfiihrt), so kommen die bei Herrn Schottky
auftretenden Glieder, die zur Verneinung der Frage fiihren, nicht
vor, und alle scheinbaren Widerspriiche losen sich von selbst auf
(vgl. unten Nr.5 und 6).

Sollte der a. a. O. ausgesprochene Wunsch, es mochte der
Beweis fiir die negative Antwort der Frage allgemein gefiihrt

1) Es handelt sich um die beiden Abhandlungen ,Die konforme Ab-
bildung der Halbebene auf ein von beliebigen Parabeln begrenztes Polygon®,
Sitzungsberichte der K. Bayerischen Akademie der Wissenschaften, math.-
phys. Klasse, Jahrg. 1918, S. 203 und ,Die konforme Abbildung der Halb-
chene auf ein von beliebigen Kegelschnitten begrensztes Polygon®, ebenda
S. 453. Diese sollen im folgenden als Abhandlung 1 und Abbandlung TI
zitiert werden.
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werden, sich erfiillen, so bliebe die Tatsache bestehen, dak es eine
merkwiirdige Klasse von Differentialgleichungen gibt, die alle Eigen-
schaften besitzen, die man fiir das Problem der konformen Ab-
bildung von den aufzustellenden Gleichungen nur erwarten darf.

Zum Schlusse (Nr. 11) wird noch gezeigt (was mir bei Ab-
fassung der Abhandlung II noch nicht gelungen war), wie man
die Schwarz'sche Theorie der Kreisbogenpolygone aus meinem
allgemeinen Ansatze als besonderen Fall richtig erhilt.

In der Abhandlung I hatte ich die im folgenden stets
mit B bezeichnete Funktion als rationale Funktion behandelt,
obgleich sie sich in den singuliren Stellen nur verhilt wie eine
rvationale Funktion; das mag zu Mifiverstiindnissen Anlaf geben.
Ich bin aber in Abhandlung II § 7 auf die Frage zurtickgekommen
und habe die Funktion B dort durch eine Differentialgleichung
definiert.

1. Es moge zuniichst das von Herrn Schottky konstruierte
Beispiel auf Grund der von mir aufgestellten Gleichungen be-
handelt werden. In der Ebene der komplexen Variabeln » =z + iy
sei ein Polygon gegeben, dessen Seiten von Parabeln mit gemein-
samem Brennpunkt und von geraden Linien gebildet werden.
Nach Gleichung (33) meiner Abhandlung I wird die konforme
Abbildung dieses Polygons auf die obere Halbebene der Variabeln
Z = X 4 iY durch eine Differentialgleichung der Form

sz d’z dR o\ de
(1) dza‘—mdzz'_(dz’_m)dz*o

gegeben, in der R(Z) eine gewisse Funktion von Z bedeutet, die
reell ist auf der reellen Axe ¥ = 0 und deren Definition unten
in Nr. 12 nochmals angegeben ist. Niher bestimmt wird sie durch
eine von dem Schwarz'schen Ausdrucke { W, Z} abhingige Dif-
ferentialgleichung, die in § 7 der Abhandlung II aufgestellt wurde.
Bezeichnen wir die Differentiation nach Z durch Striche und setzen
(mit Schottky):

@ p=", a="

so wird jene Gleichung:

(3) ¢ +q—8Rg— T +2R =0.
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Die Gleichung (1) war a. a. O. fiir Parabeln aufgestellt;
gerade Linien sind Grenzfille von Parabeln, so dafi die Gleichung
auch fir unsern Fall anwendbar bleibt. Die in (2) aufgefiihrte
Grotie p kommt in (3) nicht vor, wie es nach geometrischen Uber-
legungen (Unabhiingigkeit von der Lage der Koordinatenaxen)
oder nach einem allgemeinen Satze von Schottky sein mub.

2. In der komplexen lbene sei andererseits ein Polygon
gegeben, dessen Seiten von gleichseitigen Hyperbeln mit gemein-
samem Mittelpunkt und geraden Linien gebildet werden. Die
Hyperbeln konnen nur in gerade Linien ausarten, die durch den
gemeinsamen Mittelpunkt gehen. Die Hyperbeln an sich wiirden
zuniichst zu einer Gleichung dritter Ordnung fihren (in der aber

‘ I

z — a neben 2/, 2", 2’ vorkommt, wenn « den Mittelpunkt be-
zeichnet); das Vorkommen der geraden Linien zwingt zur Be-
nutzung der allgemeinen Differentialgleichung vierter Ordnung,
die ich in Gleichung (13) der Abhandlung Il fiir Kegelschnitt-

polygone aufyestellt habe, niimlich:
3Vl -z —8(V'z2 =3Vl =0,

wo I = b [V OV BV — 1y,

Fiihrt man die hier angefiibrten Differentiationen aus und setzt

= 91/'2]) lso P = o' 2 an R o R 74
S Poalso P=qg' 4 ¢ — 3 Rq— R 4201, = o

ZAE

so dafi P die linke Seite der obigen Gleichung (3) bezeichnet, so
wird die Differentialgleichung:

,;'7“/ ,2“,3'“‘ i '?/H '2,1: ’:Jt -
::MfaJ:_nn(‘(J);ﬂﬂg,uﬁwwﬁr
g ((313 R"-':,)l‘AS(:;Rf:i 'i,)]?:o, oder

) 4P

LORP =
d did 0,

wo I wieder eine Funktion von Z bezeichnet, von der in Nr.12 die

wesentlichen Figenschalten angegeben werden, und entwickelt:
[¢" 4 2qq —83Rg' —3Rqg—R'+4RR]—2R|[g

(5) At — 3 Rg — R4 217 = 0,

Sitzungsh. d. math-phys. Kl Jabrg. 1923,
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In § 7 der Abhandlung II wurde nachgewiesen, daf diese
Gleichung unabhiingig von linearen Transformationen der Varia-

beln Z ist.
3. Wir setzen jetzt die beiden Polygone durch die Abbildung

(6) z={*

zueinander in Beziehung, wobei wir das Hyperbelpolygon von
Nr. 2 in der Ebene der komplexen Variabeln { = ¢ + iy denken.
Dabei entsprechen bekanntlich den Parabeln mit gemeinsamem
Brennpunkte (¢ = 0) der z-Ebene die geraden Linien der {-Ebene
und den geraden Linien der ¢-Ebene gleichseitige Hyperbeln mit
gemeinsamem Mittelpunkt ({ =0) in der Z-Kbene. Aus dem
Parabelpolygon, das in Nr. 1 behandelt wurde, entsteht also (bel
passender Bestimmung der vorkommenden Ionstanten) das Iiy-
perbelpolygon von Nr. 2; es muf folglich die Differentialgleichung
vierter Ordnung (5) durch die Gleichung (6) auf die Differential-
gleichung dritter Ordnung (3) zuriickgefithrt werden. Das ge-
schieht in der Tat auf folgende Weise.
In der {-Ebene sei

ale o o
-, also %' 4 x

Il

dann wird:
p=2xa, q==x-+a, oder pP=2x(—na), a' =a(x—na),
¢ =x'ta(z-—a), ¢'=ux"Fa@G*+x)—3xatf 2%
Set nun die linke Seite der Gleichung (3) mit P (g, Z) be-

zeichnet, so wird durch Einsetzen und Entwickeln nach Potenzen
von

P, Zy=un'"+*—3Ru— R+ 2R+ 3a(— 1)
(7 = P, 2)+ 3a(x— 1)

und die linke Seite von (4) wird:

APED) e o APGA) o e o
A7 —2]»](.,Z)—— A7 -—_]u'](\,/)—i—o:‘(](\,,.)

+ 3a (Il — %)
oder, wenn wir die linke Seite lkurz mit ¢ (¢, Z) bezeichnen (so
dafs (2, Z) = 0 die Differentialgleichung fir die Abbildung
eines in der z-Iibene gelegenen Kegelschnittpolygons ist):
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0 %) = Qe 2)— BaP () — 8a*(B— 2),
oder wegen (7)
QG %) = Qe 4)— 8 P, 2)
oder entwickelt, indem sich das Glied mit #%® heraushebt:

AP, 2
(8) fd@,/:) or- P, 2) =B Z) _(9pysa) P ).

Wenn die Gleichung P (¢, Z) = 0 erfiillt ist, so ist also
auch die Gleichung @ (¢, Z) = 0 erfillt; umgekehrt sind fiir
das Problem der konformen Abbildung des Hyperbelpoly-
gons nur diejenigen Losungen der Gleichung ¢({, Z) =0
brauchbar, die auch der Gleichung P (2, Z) = 0 gentigen.
Bei Benutzung der Variabeln £ sind diese brauchharen Losungen
nicht auszuscheiden; durch Einfihrung von 2 mittels (6) gelingt
aber die Ausscheidung.?)

4. Behandelt man aber das Hyperbelpolygon der {-Ebene
mit der aus P (2, Z) = 0 durch (6) erhaltenen Gleichung P(, Z2) =0,
so muly zufolge (7) die Gleichung

9 P, Z)y43a(x—R)=10
auch fiir das Problem dieser Abbildung, d. h. fiir die Gleichung

Q(, Z) =0 eine Bedeutung haben. Diese ergibt sich durch
Differentiation von (9) nach Z, wodurch entsteht:

dl)(i’é)—}— 3a( —-a)(x— R) 4 3a(x'— ') = 0;

dZ
und indem man = hieraus mittels (9) eliminiert, findet man:
56 — 1) TEZ) _pr 3, Ry Pr—38(—R)P=0,

dz
oder, wenn wir 6 R P ({, Z)+ (» — R) addieren und subtrahieren:
3Gx—R)Q(, Z)— 4P = 0.

Die Gleichung P ({, Z) = 0 ist folglich ein partiku-
lires erstes Integral der Gleichung @({, £) = 0; man er-

1} Die Gleichung ) = 0 ist also reduktibel in dem von Frobenius
cingefiihrten Sinne, der diesen Begriff bei linearen Differentialgleichungen
nither erértert hat: Crelle's Journal, Bd. 76, 1873.

7*
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hiilt statt dessen ein allgemeines erstes Integral (mit einer will-
kiirlichen Konstanten yp), wenn man staté (6) die Transformation

==

anwendet; dabei bleibt » ungeiindert und =z wird durch —

zu ersetzen sein; das Integral ist also ausgeschrieben:

., —8R, +2R—R + 3-._;4(“._, —~]i)= 0,
wobel 7 eine willkiirliche Konstante bezeichnet.

Ebenso liefert die Gleichung » — I8 = 0 ein partikuliires
Integral der Gleichung P ((, Z) = 0, niimlich dasjenige, welches
zur Anwendung kommt, wenn alle Parabeln in gerade Linien
ausarten. Es ist folglich (da ¢ = % 4 @, p = 27) auch

it 1 Zl )
ein erstes Integral der Gleichung P(z, Z) = 0 mit einer will-
kiirlichen Konstanten, wie schon in Gleichung (35) der Abhand-
lung I festgestellt wurde.

5. Bel der Transformation der einen Abbildungsaufgabe in
die andere konstruiert nun Herr Schottky fiir obiges Beispiel
einen Widerspruch und kommt dadurch zu dem Schlusse, dal
die Abbildungsfunktionen iiberhaupt nicht dureh Differentialglei-
chungen definiert werden kdnnen (ausgenommen die elementaren
Fiille der geradlinigen und der Kreisbogen-Polygone). Seine
Schlufweise ist im wesentlichen die folgende:

Nachdem gezeigt ist, dalz eine algebraische Diffentialglei-
chung der verlangten Art 2 nicht enthalten darf und in den
GroBen 2/, 2") 2" ... homogen sein miilite, wird der Einfluf der
Transformation (6) auf die als existierend vorausgesetzte Gleichung
untersucht. Dabei wird davon ausgegangen, daf die beiden zu
vergleichenden Gleichungen (also P = 0 fiir das Parabelpolygon,
¢ = 0 fiir das Hyperbelpolygon) von gleicher Ordnung sind, und
diese Voraussetzung ist, wie die vorstehende Behandlung des von
Herrn Schottky gewiihlten Beispiels zeigt, nicht gerechtfertigt.
Um seine Bezeichnungen zu erhalten, muli man unsere Buchstaben

250, 2, ..., %, ... hzw. ersetzen durch
Yy, 5 Q0 o n g )
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Die Anwendung der Transformation (6) auf die vorausge-
setzte Gleichung ¥ (2, ¢)) == 0 und die Entwicklung nach Potenzen
von p fithrt dann bei Schottky zu dem Schlusse @ (2, ¢) = ¥ (¢, (),
der sich durch die Forderung ergibt, dat # (und somit p) in der
Intwicklung nicht vorkommen darf. Hierin liegt der Fehlschluf,
denn es ist nach obigem auf Grund meines Ansatzes ¥ (2, /) von
der vierten und @ (z, P) von der dritten Ordnung, und doch kann
auf Grund der Gleichung (8) die Bedingung ¥ = 0 immer eine
Folge von & = 0 sein, und es, fillt p (= 2 x) rechts heraus, da
7t ¢hen wieder in P (= ®) multipliziert ist, wihrend =* und =*
identisch herausfallen. Der vermeintliche Widerspruch ist also
nicht vorhanden; er st sich nach den Entwicklungen in Nr. 4
dahin auf, daf die durch die Transformation (6) abgeleitete Glei-
chung fiir  nichts anderes ist als ein partikuliires Integral der
Gleichung fiir #, und als solches auch  selbst (in ) enthalten darf.

6. Herr Schottky untersucht an Stelle von (6) auch den
Einfluls der allgemeinen Transformation

n
Sy

ppa—
g =

wo % eine ganze positive Zahl bedeutet. ls wird in der z-KEbene
ein Polygon betrachtet, begrenzt von geraden Linien und von
denjenigen Kurven mter Ordnung, die den Geraden der (-Ebene
zugeordnet sind; ihm entspricht in der (-Ebene ein Polygon von
Kurven, die aus den geraden Linien der z-Ebene hervorgehen,
und von geraden Linien, die den eben erwihnten Kurven » ter Ord-
nung zugeordnet sind. Bei der Voraussetzung, daB die zur kon-
formen Abbildung dieser Polygone auf der Halbebene dienenden
Differentialgleichungen @ = 0 und ¥ = 0 von gleicher Ordnung
sind, ergibt sich fir das DBeispiel der obigen Parabel- und
Hyperbelpolygone der von Herrn Schottlky betonte Widerspruch;
diese Voraussetzung ist aber nicht notwendig und wird, wie das
obige Beispiel » = 2 zeigt, nicht zutreffen. Um die Frage zu
entscheiden, miifiten die Gleichungen wirklich aufgestellt werden;
dazu ist man aber zur Zeit nicht im Stande, wenngleich die
Grundlage dafiir i Sylvester's Theorie der Reciprokanten vor-
liegt. Fiir das von mir behandelte Problem der Kegelschnitt-
polygone geniigen indessen die vorstehenden Entwicklungen, um
den vermeintlichen Widerspruch aufzukliren. TFiir den allge-
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meinen Fall werden jedenfalls auch Relationen der Form (8)
giiltig sein.

7. Bezeichnet man die Brennpunkte eines Kegelschnittes mit
a, b und sind a,, b, die konjugiert imaginiiren Zahlen, so ist
bekanntlich

zll 1 T‘ ¢ — z” 1 11i 1 -
(an o Ter Ty Tyl

ein auf dem Kegelschnitt reeller Ausdruck (vgl. § 4 der Abhand-
lung II), wobei 7' == (2 — @) (+ — b) gesetzt wird. Durch Eli-
mination von a, b aus dieser Relation kann man die Differential-
gleichung der Kegelschnitte ableiten, ohne auf die Sylvester-
schen Reziprokanten zuriickzugreifen. Ks ist

14

1 1 T
2 R=qg—- z' 3 e — 2 (R — .
(1") q 9 T oder z ( Q) T

Durch Differentiation nach Z und Einsetzen des Wertes von
z' aus (11) ergibt sich:

.o vor o 1T(TNE,, 1T
A—t=—57p* +2(T)“‘2TW
L IT .
= =20 —qf iy +2(E—0 + q(L—1),
oder:
P4 — 8R4 2R — B = 2(R—qF s
13 r
( ) :_(R_“Q)’T,z,
folglich durch nochmaliges Differenzieren:
, T“ , , Tu Tu o
Pre —(R—g) g7 a# — (R —0) o o'+ R =) (0 )"

oder durch Benutzung von (13)
P'(R—gq) = Plg(R—q)+ R — ¢ + P,
also endlich:
P —2RP =0,

d. i. die obige Gleichung (4). Ein von zwel willkiirlichen
Konstanten a, b abhingiges Integral dieser Gleichung
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ist demnach durch die Gleichung (11) gegeben, ebenso wie
die Gleichung (10) ein von einer Konstanten abhiingiges Integral
der Gleichung P == 0 darstellt.

Es mag noch folgende Eigenschaft der Gleichung (4) her-
vorgehoben werden. Macht man den Ansatz

o g = (4 — AV Z(4— A),

wo ¢ eine FEcke des Polygons und 4 den entsprechenden Punkt
der X-Axe Dbezeichnet, so wird zufolge der Resultate der Ab-
handlung II:
. — 1 L—1
L__Z—41+ . q:Z—AA'—F“.’
und setzt man diese Werte in (4) ein, so fallen die Glieder mit
(/ — A)~* in der Tat ganz heraus.

9. Die Gleichungen (11) und (12) sind besonders geeignet,
um das Verhalten von z zu heschreiben, wenn 2 einen Umgang
um einen Punkt 4 beschreibt Uberschreitet £ die reelle Axe,
so vertauscht sich Z mit Z, = X — i Y5 und wenn diesem Wege
von Z in der z-Ebene ein Uber.schreiten der geraden Linie

(14) ax +py+ =0 oder a(z 4 2) —fi(z—2z)+2y=0
entspricht, so wird dem Punkte Z, in der z-Ebene ein Punkt
z1 = a* — iy* zugeordnet, definiert durch die Gleichung:
(15) alz+ ) —pile—e)+ 2y =0.

Der unteren Halbebene (Y < 0) entspricht so das Spiegel-
bild des gegebenen Polygons an der Linie. Kiner Kurve ¢ (2, 2) = 0
im Innern des gegebenen Polygons entspricht in dem Spiegelbild
die Kurve, die entsteht, wenn man in ¢ (2, 2,)

st a—if)e 42
a—if o a4 ifi

setzt, wo 2% = z* -4~ iy*. Stofien in der betrachteten cke des Poly-
gons zwei gerade Linien zusammen, und hat die zweite die Gleichung
(17) f‘l(5+21)_ﬁli(z_zl)+2y:07

so geht dieselbe iiber in die Gerade:

(% o ) [ — ) 2 f] - i — ) [2'af — B (o = 7]
(18) ' + 4y (aa’ 4 ) = 0.

(16)
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Bine nochmalige Spiegelung an der Linie (18) fiihrt den
Punkt Z in die obere Halbebene zuriick. Ist 2z der Winkel der
beiden Linien (15) und (17), so entsteht die erste Spiegelung durch
ein Umklappen der Ebene um die Gerade (15), und analytisch
durch Multiplikation von z (wenn # auf der Geraden (17) liegt) mit
e = ¢*7%; bei weiterer Spiegelung an der Geraden (18) wird 2
nochmals mit e, im ganzen also mit ¢* multipliziert. Die Dif-
ferentialgleichung (4) mub dabei ungeiindert bleiben. In der
Tat bleibt in (11) ¢ ungeiindert und in 7' = (z —a) (¢ — 1), 1"
= 22— (a + 0) werden die Integrationskonstanten «, b ersetzt
durch ae™? be™?; d. h. ein Integral der Gleichung (15) geht in
ein anderes derselben Gleichung iiber. Der Wert 27 mufi dabei
ebenfalls der Gleichung (4) geniigen, was durch die Relation (11)
bestitigt wird.

Stofit die Gerade (15) in der betreffenden KEcke an einen
Kegelschnitt ¢ (¢, 7)) = 0, so geht dieser bei der ersten Spiege-
lung in einen kongruenten Kegelschnitt iiber, dessen Gleichung
mittels der Substitution (16) in Variabeln %, zf aufgestellt wer-
den kann. Sei dieselbe v (%, 2]) = 0, so besteht nun die zweite
Spiegelung (die in die obere Halbebene und zu einem Punkt 2, 2,
fithrt) darin, daB man aus den Gleichungen

y (2 Zl) =0, wy, (%, z) =0
und der Gleichung (16) die Grofen ¢* und 2] eliminiert, nach-
dem in (16) 2, 2, an Stelle von z, &, geschrieben ist; 1, soll dabei
aus y entstehen, indem man in den Koeffizienten i durch — i ersetzt.

10. Kehren wir zu obigem Beispiel des Parabelpolygons
zuriick, das wir durch die Gleichung (6) auf ein Hyperbelpolygon
der {-Ebene abgebildet hatten. Der Spiegelung an einer Hyperbel
In der {-Ebene entspricht also in der ¢-Ebene eine Spiegelung
an einer der Hyperbel entsprechenden geraden Linie. Sei letatere
durch die Gleichung

(19) ale+2)—iple—e)+y =0
gegeben, so ist die zugehorige Hyperbel:
(19a) a@+H—ipCE—=0)+y=0.

Einer zweiten geradlinigen Seite, die mit (19) in einer Ecke
des Polygons zusammenstdfit, ndmlich
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20) (et sy —if (e —5) 7' =0
entspricht die Hyperbel
(208) W (G4 D —ifE =)+ =0.

Die Spiegelung an (19a) geschieht durch die zu (16) ana-
logen Gleichungen

) (@i -—2;' (« —if)l*2 4+ 24
9 CR L3 o =y
(..4]) C II;L/ L} S1 (l—*—iﬂ
und dadurch geht die Hyperbel (20a) iiber in die Kurve:
A (: \1 )—l_]) /'~..___:;:’_’) —{— (J:(),

d. h. wieder in eine Hyperbel mit Mittelpunkt im Anfangspunkte,
wo A, I, (' wie in (18) zu herechnen sind. Das Fliichenstiick
zwischen beiden Hyperbeln entspricht der unteren Halbebene ¥ < 0.
Wiederholt man die Spiegelung, so erhiilt man eine dritte Hyperbel
und der Fliche zwischen der zweiten und dritten Hyperbel ent-
spricht wieder die obere Halbebene Y > 0.

Aus einer geraden Linie (17) wird bei der Spiegelung (21)
eine Kurve, die sich aus den Gleichungen

all—ipto 4+ ;.' =0, L +ifr+y =0,
"( ~1) (=0 +r=20

durch Elimination von  und {, ergibt; die Gleichung wird:

p A 2ayt— (R 4 I A — O
+2i'p (a4 ip)F—(a— iG] =0
wieder eine gleichseitige Hyperbel; ihr Mittelpunkt liegt aber
nicht im Anfangspunkt. Aus dem von geraden Linien und Hy-
perbeln begrenzten Polygon wird also ein Polygon, das nur von
Hyperbeln begrenzt wird.

Liegen im Innern der betrachteten Flichenteile Brennpunkte
der betreffenden Kurven, so sind die Flichenteile als mehrblitterig zu
denken; auch die Halbebene ¥ > 0 wird dann mehrfach iiberdeckt.

Der Linie (20) entspricht in der z-Ebene eine Parabel; der
Hyperbel (20 a) eine gerade Linie; die Spiegelung an der Hyperbel
wird zur Umklappung an der geraden Linie. Dadurch entsteht
aus der Parabel wieder eine Parabel, aber mit anderem Brenn-
punkte, es sei denn, daf die Gerade zufiillig durch den Breunn-
punkt der Parabel hindurchgeht.



106 I'. Lindemann

11. Die Kreispolygone erscheinen in der Abhandlung Il zu-
niichst als Ausnahmefiille; sie miissen aber in dem allgemeinen
Ansatze doch als besoundere Fiille enthalten sein. Nach der
Schwarz'schen Theorie ist fiir sie, wenn {z, Z} den Schwarz-
schen Ausdruck bezeichnet:

(22 {a 4 =0 —1¢ =0(2), aso ¢" =qq'+ 2,

wenn o eine gewisse rationale Funktion von Z bedeutet. Anderer-
seits gibt die Gleichung (11) fiir ¢ = b (also 7' = (z — a)*) als
erstes Integral der Gleichung (4) beim Kreise:

i

P
(22a) L =gq—

i—a
und, wenn man 2z -— ¢ eliminiert:
(23) g — R — g4 RP=0

und hieraus
g' = R"+q¢' R+ Rqg—2R 1Y,
also durch Vergleichung mit der zweiten Gleichung (22):
'+ ¢ (B—q+ Rg—2R1 — o' =0,
und wenn man ¢' mittels der Gleichung (23) eliminiert:

— ¢ R+2¢R*— BRI — P4 B — o' = 0;
andererseits, indem man den Wert von ¢’ aus (23) in die erste
Gleichung (22) einsetzt:

C—2Rq+2R*—2R'"+2p=0.

Die letztere Gleichung, mit 2 multipliziert und zur vorher-
gehenden addiert, gibt:
(249) B—3RR 4 R+ 20R—0' = 0.

Nach Gleichung (41) in § 7 der Abhandlung II sollte eine
Gleichung der Form
(25) R'— 1 * = 1(Z), also auch: R = RR' 4 7'
bestehen, wenn 7 eine gewisse rationale Funktion bezeichnet.

Setzt man hieraus die Werte von R' und RY in (24) ein, so
ergibt sich: 2 R0 — 1) = of — 1"



Uber konforme Abbildung von Kegelschnittpolygonen. 107

Da nun It keine rationale FFunktion sein kann, so folgt

(26) o =1, also ¢’ =7/,
und somit, da die linke Seite von (25) gleich {W, Z} ist,
{W, Z} = {z, Z}, wenn R = Il“/,
gesetzt wird; folglich:
ez [f
e ye 0’
wo a, 5, 7, 0 Konstante bezeichnen, und hieraus
W 294t ot
}Vl o yEe + ) 2”

wodurch die Gleichung (22a) in der Tat erfiillt ist; diese aber ist
ein Integral von (4); also auch letztere Gleichung ist erfiillt.
Die Kreishogenpolygone ordnen sich in die allgemeine
Theorieder Kegelschnittpolygone ohneSchwierigkeit ein.

Die Gleichung (24) litit sich in der Tat nunmehr in der
Form schreiben:

R(R 2R 420+ R'—RR — o' =0,

{ -
Uy —aiw, zy— ol B,
ist also erfiillt, sobald die eckige Klammer der rechten Seite ver-
schwindet, wie es die Gleichungen (26) im Zusammenhang mit
der Gleichung (41) der Abhandlung II verlangen.

12. Der besseren Ubersicht wegen wiederholen wir hier (aus
Abhandlung II) die genauere Definition der auf dem Rande reellen
Funktion R, die sich an den singuliren Stellen verhilt wie eine

rationale Funktion. Setzt man I = -%V, -, und bezeichnet { W, Z}

wieder den Schwarzschen Differentialausdruck, so ist W aus
einer Differentialgleichung der folgenden Form zu bestimmen:

| 1
BB ={W,2 =15, +1 L((/ iy

O
At 7oa)

oder:

+ (Z——I(J;)') + L:Zi,.jli + L1—:'(

(3 I
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Hierin bezieht sich der Index i auf die verschiedenen Poly-
gonecken, der Index & auf die im Innern des Polygons liegenden
Brennpunkte der begrenzenden Kegelschnitte. Hs bezeichnet 4,
den Punkt der X-Axe, welcher der iten Kcke entspricht und
A den zugehdrigen Polygonwinkel; P, ist der Punkt der Halb-
ebene Y > 0, der dem % ten Brennpunkt zugeordnet wird, ¢ der
konjugierte Punkt der Halbebene Y << 0; f;, d, Or bezeichnen
gewisse Konstante, die mit den GréBen A;, P, @ durch gewisse
Relationen verbunden sind, niimlich

S by ¥

Shi4 I8+ 0) =0,
SABi+ EP S+ Qo =1 X0F—1) — L N,

SAB+ SPio+ TQio =13 — 1) A — 2 2P+ (),

wo N die Anzahl der in Betracht kommenden Brennpunkte he-
zeichnet.



