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Integration der partiellen Gleichung s = sin 2.

Von F. Lindemann,

Vorgelegt in der Sitzung am 14. Januar 1922.

1. Das Quadrat des Linienclements einer Fliche von kon-
stantem negativen Kriimmungsmafie — 1 ldBt sich bekanntlich
in der Form

e8] ds* = cos*w - du? 4 sin®w - dv?

darstellen, wo % und v die Parameter die Kriimmungslinien
bedeuten; die Hauptkriimmungshalbmesser sind dann

(2) B = —tgw, R, = cotg w,
withrend w der partiellen Gleichung

o w *w

2 ) _ S = 1g4in?

(3) o e 1sin2w

geniigen muB, die durch die Substitution p=wu 4+ v, g=u—v
2 (2w . .

in die Form 4 o = sin 2w gebracht wird.
ap3q

Da auf Grund meiner Abhandlung iiber die Biegungs-
fliichen einer gegebenen Fliche') alle Flichen konstanter Kriim-
mung angegeben werden konnen, so ist damit auch das all-
gemeine Integral der partiellen Gleichung (3) bekannt. Die
noch notigen Rechnungen lassen sich leichter durchfiihren,

1) Abhandlungen der Bayerischen Akademie der Wissenschaften,
math.-phys. Klasse, Bd. XXIX, 3, Minchen 1921. Diese Arbeit wird im
folgenden kurz als Abhandlung zitiert.



24 F. Lindemann

wenn man von Flichen mit der konstanten Kriimmung 4 1
ausgeht. Man hat dann zu setzen!):

. cl’)‘ + e 17 c{l — I/

R=°T°_ R ="° ,»
4 et — e e’ 4 e

ds® = 1[(e" 4 e~ " du?+ (¢" — e~ ") dv?],

wobel % und v wieder die Parameter der Kriimmungslinien
bedeuten, und es ist:

32y 3% R R
(5) gt e =T —et),

our ' 3wt !
eine Gleichung, die aus (3) hervorgeht, wenn man w durch i
und v durch iv ersetzt.

2. Wir stellen kurz die wichtigsten Formeln der Abhand-
lung zusammen; wie dort in der Hinladung bemerkt, kanu man
die Schluiformeln (83) leicht nachtriiglich bestiitigen, wenn
man kein Gewicht auf die Art der Ableitung legt. Gegeben
sei also die Darstellung einer IFliche durch ihre Minimal-
kurven a, f in der (schon von Bour aufgestellten) Form:

z=i[[W,cosinlda— W cosin pe dfi],
(6) y=if[W. sindida— W, sinpdp],
= [[W.da+ Wydp].

Dann sind dz und dy vollstindige Differentiale, sobald
die Bedingungen:

- 3L w 3lgW, anu w 3lg Wy
@) Sﬂ_00tg2. af 7 da -_('Otgﬁ. da

erfiillt sind, wo w = 41— p (vgl. a. a. O. den Schlul von § 2);
und es folgt aus diesen beiden Gleichungen:

3L dw w 2lg Wy ap duw w 3lg W,
8 = _— —cotg _ - —2— =— - i
) 30T 30 T oL 0 g ap Wy S

und durch Differenzieren (§ 1 der Abhandlung):

P w dlg W, 3 w dlg W % w
9 =] sl 1 ‘0to PR 1 ﬂ _—
®) du (cotg 2 3 ) t ap (wt” 2 da ) dadf

') Vgl 2. B. Darboux, Legons, t. 3, p. 385,
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Die FundamentalgroBe I" und das KriitmmungsmaB K sind

(a. a. O., §2):

1 3%log I

- Ratipg—2Agit,
F=—2. cosm“* VaWp, If= — "0 0 — NAFTYY O

(10) I cosin® ;U

Nach einem in § 3 angegebenen Verfahren kann man aus
den Gleichungen (7) und (9) die Funktion w eliminieren und
statt derselben die Funktion 77 einfithren; so wurde die auch
von Bour aufgestellte Differentialgleichung

W Wiz — Wig 4 W W, F oy, Wyt = Wi W,

(11) _ @lgF
_a aﬂ(l 2 W, Wp)

abgeleitet, die nichts anderes ist als ein besonderer Fall der
allgemeinen Gleichung, welcher (nach Darboux und Enneper)
die Koordinaten eines Flichenpunktes geniigen miissen, wenn
die drei FundamentalgroBen F, I, G gegeben sind. Die Be-
hauptung ist nun, daB ein Punkt & 5, ¢ der allge-
meinsten Biegungsfliche der Fliche (6) in folgender
Form erhalten wird:

t= [[R-cosin®- W,da+ R'-cosin V- W, df],
(12) 3= f[R- sin®-W.da+ R sin¥W W;-dp],
(=i [R-W.da— R Wzdp],
wo @ zu W, R zu R’ konjugiert sein soll. Der Beweis ist
folgender: Damit d{ ein vollstindiges Differential sei, muf
die Bedingung:
(13) ByW,+ R Ws+(R+ RYW.p=0
erfilllt sein; ferner sind d& und dy vollstindige Differentiale

infolge der beiden Bedingungen, die zu obigen Gleichungen (7)
analog sind:

I,
Ir

1) Die Identitiit beider Ausdriicke fiir I{ ist eine Folge des GauBschen
Satzes iiber die Determinante 1) DY — 1)'2; zum Beweise kann man sich
auch der Gleichungen in § 3 der Abhandlung bedienen; vgl. unten den
»Nachtrag®.
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(I) W 3lg(BRW,) ¥ W alg k' Wy
(14) = cotg 2 ap sa . ° olg g da '

wo W =& — ¥ und aus denen sich die weiteren, zu (8)
analogen Gleichungen

20 W W 3 lg (7' W)
u 2a  sa — cotg 2 du ’
(14a) N a% W alg (R W)

ap T T ap T, Ty

ergeben, die aber nichts neues aussagen, da sie einfach
aus der Definition von I8 folgen. Mit Hilfe derselben erhiilt
man die zu (9) analoge Differentialgleichung:

3 W 3l L. 2 W 3lglp DAY
15) - [cotg - cotg
(15) da (CO 80 ap > - ( 59" 3a ) aa ap’

Die Fundamentalgrofie F* und das KriimmungsmalZ A™*
der Fliche (12) werden nach (10):

)_z
tZ.

D W, — Dy,
PIYY )

T L1
17 cosin®

(16) I*=2. cosm-

.. -
Ly, KR = —

Lo

DaB «, § die Parameter der Minimalkurven der Fliche (12)
sind, ist evident. Die notwendige und hinreichende Be-
dingung fiir die Verbiegung der Fliche (12) auf die
Fliche (6) ist also: F' = I'* oder:

amn cosin® w' = cosin? Q'+ R I/,
wo zur Abkiirzung 2w’ = w, 2 3% = . Differentiert man
(17) logarithmisch, so ergibt sich:

@wxa—%m=@wwmﬁdm—amﬁmam‘

as) g
b Ly a fi
tgw .(/'ﬂ_/lﬂ): tg‘ ((I)ﬂ_y )_ aﬁ . 3/;
Nun war nach (7): W, = W, - 2;-tgw' = — Wy, - tgw'.

Infolgedessen lassen sich die Gleichungen (14) in der Form
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dlg 3
(19) D tg W' — L. tgw' = aga}, Vptg W' — ppgtgw'= —

3lg It
3
schreiben, und aus (18) ergeben sich dann die weiteren Rela-
tionen:
>

(19a) G)ytgiﬁ‘—lﬁtgw’za?ﬁ—L, W, tg W -y, tgw' = -

Die letzten Gleichungen sagen also nichts neues aus, wenn
die Bedingung (17) erfullt ist. Die Integrabilititsbedingung
der Gleichungen (19) und (19a) fiir @, und P, einerseits, fiir
¥, und ¥; andererseits mufs sich also auf die eine Gleichung (17)
reduzieren. Das ist in der Tat der Fall, denn durch Bildung
von @,z und 7,z findet man die Relation:

(pu III - (b ll,u ;~u ;T ;- o

(20) = A Bl Mg Wﬂ/l‘

cosin? I8’ cosin? w’

SlgRj
du

welche nach (10), (16) und (17) aussagt, daB das Kriimmungs-
mabB beider Flichen identisch ist, also dasselbe, was auch die
Gleichung (17), d. h. I" = I'*| aussagt. Die 4 Gleichungen (19)
und (19a) sind die Gleichungen (79) der Abhandlung, die dort
auf andere Weise abgeleitet wurden.

-Um die allgemeinste Biegungsfliche von (6) in der

Form (12) aufzustellen, hat man also folgende Schritte
zu tun:

1. Man bestimme R, R' aus W mittels (13); es geschieht,
indem man R= U+ iV, R'= U— iV setat, U be-
liebig annimmt und ¥ durch Quadratur berechnet; dann
ist d{ ein vollstindiges Differential.

2. Man bestimme @ — ¥ = 8 = 2" aus (17) durch R
R und w; dann 1st I'* = I

3. Man bestimme @ und ¥ einzeln aus den Gleichungen (19);
dann sind auch d& und dn vollstindige Differentiale;

und damit ist die Aufgabe gelist. Die Funktionen &, #, ¢
sind hiernach verschiedene Formen der allgemeinen Lisung der
Bourschen Differentialgleichung (11). Man kinnte letztere
auch wieder aus den Gleichungen (14) und (15) ableiten, wobei

Y
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die Rechnungen genau wie in § 3 der Abhandlung durch-
zufithren wéren.

3. Bedeuten I, und R, die Hauptkriimmungsradien der
Fliche (6), so ist nach Gleichung (27) der Abhandlung, wo
W, durch i RW,,, W; durch — i B' Wg, W.p durch i(1; W,
+ RW.;) = —i(R. W+ I'W.p), w durch & —Y = W,
W durch itg(a — p) zu ersetzen ist, unter Benutzung von

(7) und (17):

1 1 Lg— Rigw . Ly — It )
(1) =2 TR cosintw = 2. P .t;"’:.u\,.
R, I, sin3® - R sin 3¢ - cosin* 2B

Bezeichnet man also die rechte Seite mit 1/, so sind die
Hauptkriimmungsradien der Fliche (12), da jetat B, R, —1
sein soll, die Wurzeln der quadratischen Gleichung:

(22) P —Mr+4+1=0;

und auf Grund der Formeln (4) ist die allgemeine Lisung ¥
der Gleichung (5) aus den Gleichungen

(23) R, = itg(i9) oder R, = —icotg (i)

zu berechnen, wenn man noch die Parameter a, 5 durch die
Parameter u, v ausgedriickt hat. Letzteres verlangt die Inte-
gration der Differentialgleichung der Kriimmungslinien, die nach
Lie durch Quadraturen geschehen kann?!).

4. Nach Gleichung (26) der Abhandlung ist die Differential-
gleichung der Kriimmungslinien der Fliche (12)

-4 3D
213 oy 220
afi 3p da da
wo @,, s aus (19) einzusetzen sind, und nach § 13 ist 4

durch g— 24, p durch 7;— 2a, W durch itg(a—f), o'

da* = 0,

(24)

durch a — fi zu ersetzen; es ergibt sich also:
ali v
“ —a”mﬂ=a

24 a i W, cotg I8' d o p
( ) 5 dua ap

1) Vgl. Lie: Uber Flichen, deren Kriimmungsradien durch eine Rela-
tion verkniipft sind. Arch. for Mathem. og Naturvidenskabh, Kristiania,
Bd. 4, 1879.
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Zur Integration kann man nach dem Vorgange von Bi-
anchil) in folgender Weise verfahren:

Es ist die linke Seite der Gleichung

1

= : D — I 2 s DY — (i D
it — i) (5D —I"Dyduw® + (D Dydudv

+ (I'D" — G D"y dv?]

eine quadratische Differentialform mit der Kriimmung Null,
kann also gleich dy, dy, gesetzt werden. DBerechnet man die
Grofien I, I, G, D, D', D" nach § 2 der Abhandlung, so ent-
steht die linke Seite der Gleichung (24), und diese ist mit
(24 a) identisch. Ks ist daher:
(25) N2 (R, do* — Rpdp?) = dudv,
wo N?- I cos? (u— fi) = cotg W, und
26) Nedu=¢ (VIR.da+VEpdp),

N-dv =e¢*(VR.da—VIydp),

wobei sich » aus den Gleichungen:

o 3% 34 B

b - = — ,
du 3p ap 2ua
L9 dx o A
_BEE“A;;/}__ d3a  ap

oder:
Aaz:a]} L_,Sz:QA
3p da’ da 3p
mittels einer Quadratur ergibt [wenn die linke Seite von (25)
mit A? da* — B*d f* bezeichnet wird]. Durch weitere Quadra-
turen findet man die Parameter u, v der Kriimmungslinien
aus (26).
5. Die Integration der Differentialgleichung (5)
erfordert also folgende Operationen: 1. man stelle die
allgemeine Fliche konstanter Kriimmung in der Form (12)

1) Vorlesungen iiber Differentinlgeometrie, deutsch von Lukat,
2. Auflage, Leipzig 1910, S. 53 und 251 ff.
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durch ihre Minimalkurven dar; 2. man berechne die Wurzeln
L und R, der Gleichung (22), wo MM durch (21) definiert ist;
3. dann ist die Losung ¢ aus (23) zu gewinnen, wenn man
noch a, # mittels (26) durch die Parameter w, v der Kriim-
mungslinien ausdriickt.

Nachtrag.

6. Die obige Gleichung (10) fiir das Kriimmungsmaf A
erhiilt man aus den Gleichungen (7) und (8) in folgender Weise:
Aus der ersten Gleichung (10) folgt:

Flg I’ lgW. | 3lg Wy 2 e — Db !
== o Lo S, — 20 i
dudp dudp dadf cosin®w! 7 © "
woo. .
wo w' = _. Nun ist nach (9):

3t lg W, W, .1 alu n,, L 3lg W, ,
. )" - 1 = 2 :u )
daaf Cobg " — oo\ L 3 ) Wap

Flg W, W, 1 W,.ﬁ Wi\ & 90t bt
2a of  sinw'-cosinw’ ( “w, Ty P )+ St tg

also unter Benutzung der ersten Gleichung (7) und der ersten

Gleichung (8)

af lg_F H af W, w) . 2w, w)
dadfs sinw' - cosin w' W, Ws cosin® '
— 9 we kg + wp(w, — /,L) 2w, w5 A flg — Ap i,
s w' — i = — T3
sin w' - cosin w' ty cos? ' cosin® w'

womit die verlangte Relation hergestellt ist. Sie erscheint hier
als Folge der Gleichung (9), d. h. der Integrabilitiitsbedingung
fir die Gleichungen (7) und (8) (néimlich .5 = 45, und s
= 1g.). Ist W reell, w rein imaginir (also 2 und g
konjugiert imaginir), so ist diese Integrabilitiits-
bedingung immer identisch erfiullt. Bestimmt man niim-
lich 7 durch Quadratur aus der Gleichung (7) fiir 44, so ergibt
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sich die zweite Gleichung (8), d. i. die Gleichung fiir pz, aus
der Bedingung w = A — g, und somit auch u durch Quadratur
konjugiert zu Z; bildet man dann Z, durch Differentiation, so
muB sich der zu us konjugierte Wert ergeben; das ist aber
gerade der in der ersten Gleichung (8) auftretende Wert. Die
beiden Werte (fiir A, und Ag) sind also miteinander vertrig-
lich, und somit ist die Gleichung (9) von selbst erfillt.

In derselben Weise zeigt man, daB die Gleichungen (14)
und (14 a) miteinander vertriglich sind, daf folglich die Inte-
grabilititsbedingung (15) erfiillt sein mu.

7. Im Beispiel der Minimalflichen ist nach § 12 der Ab-
handlung 2 = 2a, u =28, W=44+ B

#=i [cosin2a-A'da — cosin 2§+ B'df],
y=i[[sin2a-A'da—sin2p-B'df], z=A+ DB
und die allgemeinste Biegungsfliiche ist:
©7) £={[Pu-cosin®@-da— Pp-cosin V- d ],
y=§[Posin®-da—Py-sinW-df], (=i [P.da+DPsdf],

wo I’ eine beliebige rein imaginiire Funktion von «, fi be-
zeichnet, und @, ¥ durch die Gleichungen bestimmt sind:

91 PA . alo'Pi
r AR - - =
3 3 M, Dy z{ 2tg(a Y } M,
v, — i‘”ff”-m', o= i -2ga—p+ 8,
(28) Mo cosin? (g ifL,

1 Pp + cosin® (a — )’

Die drei Koordinaten &, 5, { miissen der obigen Glei-
chung (11) geniigen, in der z. B. W durch i P zu ersetzen
ist, d. h. der Gleichung

, F. Fj F,
G "4]ﬂﬂ+1)lﬂ_]) Pﬂ /+Plut1)/‘f11 +1ﬁ/1’ «

,1",
(29) 3% lo I

N oPp P 5

= (F+2rpy) )t
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Hat man P beliebig angenommen, so ist @ — ¥ durch
die Gleichung (17), d. h. durch

(80) 1F*= — P,Pscosin? W' = A'B' cosin(a — f) =11,
wo = 1(D— V),

bestimmt, und durch Differentiation ergeben sich die Glei-
chungen (28), welche zugleich aussagen, dafi in (27) unter den

Integralzeichen vollstindige Differentiale stehen. Die rechte
Seite von (29) ist wegen (30)

. wan, e l” , sin? 28/
(Bl) = 2P, Pysin? W'+ —2— =4 P, P —— -
dadf cosin® (« — f3)

Aus (30) folgt ferner:

] .
—l aon + _1 afl o for € WO = Et
“ pabk =
P, T, 8 o
5} ) Al
1 uff + / ir o t()‘ ¢ \\\l \1\§', — _]’/,'
1)“ 1)“‘ o 1 ],

Setzt man diese Werte in die linke Seite von (29) ein,
so wird dieselbe
2tg W' - (Pop P W, + Popg P, Wy — 2 P, Pp A8, W, tg 25)
2P, Pitg? W' (Dp B, — WV, s — 228,18
= P, Ps-tg? W' - (D, Wy — D).

Wegen (31) geht also die Gleichung (29) iiber in

sin? %
P, Pyta? W (O W, — DW= 4P, P — :
£l (P ¥ p L) eosin? (@ — )’

oder, da 4 =2a, p =2/ ist:

D Py — D 4 app—gpa
cosin? 28’ cosin?(a« — f3)  cosin®(a — f3)’

was nach Nr. 6 wieder mit der Gleichung F* = I'* identisch ist.
DieFunktion P geniigt alsoinderTat der Gleichung (29).

Die Biegungsflichen (27) der gegebenen Minimal-
fliche findet man demnach in folgender Weise: 1. Man
wiihle I’ als beliebige rein imaginiire Funktion von «, f; dann
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ist d ein vollstiindiges Differential; 2. man bestimme sodann
& — Y aus der Gleichung (30); 3. sodann @ und ¥ einzeln
aus den Gleichungen (28); dann sind auch d&, dy totale Dif-
ferentiale; 4. diese vier Gleichungen (28) sind miteinander ver-
triiglich; setzt man niimlich @ = R --iS, also Y= 1R —i8S,
wo IR und Sreell sind, so folgt: &, = R, 4+-i5,, Wy = Rp—iS;,
V,=&,—(P—YV),= R, —iS,, und konjugiert dazu @5 =
l]’,; -f— ZLS/,' == ]f/; + iS/;; fOlgliCh (]),,ﬂ =S (]}ﬁu; ebenso Y’a/; = 11’,,',”
so dat die Gleichung (9), und folglich auch (11) erfiillt ist,
sobald @ — ¥ rein imaginiir ist; 5. die Bedingungen fiir «, f
als Parameter der Minimalkurven sind dann 1identisch erfiillt;
6. wegen (30) ist &, &5+ nans 4 Culp= 2P, Pp-cos® W' =
2 A" B cosin® (« — 3), d. h. "= I"* so dal die Bedingung
der Biegung erfiillt ist.

8. Ich benutze diese Gelegenheit, un noch folgende Druck-
oder Schreibfehler in meiner gréeren Abhandlung zu verbessern:

S. 9, Zeile 8 v. u.: Lies — statt =.

S. 14 zu (37a): Lies {z, #} statt {z, z}.

5. 19, Zeile 10 v. u.: Lies (W)). statt (W)«

S. 19, Zeile 10 v. u.: Lies cotg wi statt tang w.

S. 80, Zeile 13 v. o.: Lies 2Q statt .

S.32: In Gleichung (88) sind « und A miteinander zu
vertauschen.

S. 33, Zeile 1 v. u.: Die Quadratwurzel ist aus dem Nenuner
in den Zihler zu setzen.

S. 34: In der zweiten Gleichung (93 a) sind « und £ mit-
einander zu vertauschen.

S.36: In dem zweiten Ausdrucke fiir ¥ ist ¢ durch — i
zu ersetzen.

S. 37, Zeile 12 v, o.: Lies ,zweiter® statt ,dritter®.

S. 42, Zeile 7 v. u.: Der Zusatz zu Gleichung (25) ist zu
streichen.

Silzungsb. d. math.-phys. K1 Jahrg. 1922, 3



