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Uber ein invertiertes Bohrsches Modell.
Yon W. Lenz,

Vorgelegt von A. Sommerfeld in der Sitzung am 1. Juni 1918.

Nachdem das Bohrmodell auf dem Gebiete der sichtbaren
und der Rontgenspektren in den Untersuchungen von Sommer-
feld,!) Epstein?) und Kossel®) so glinzende Erfolge ge-
zeitigt hat, gewinnt es Interesse, zu ermitteln, welche Gebilde
aufier den hierbei in Frage kommenden Modellen im Rahmen
des Bohrschen Rechenschemas theoretisch mdglich sind. Als
einfachste Abart des Bohrmodells bietet sich der Gedanke einer
Inversion in der Weise, daf die Elektronen als die ruhenden,
die positiven Kerne, etwa Wasserstoffkerne, als die umlaufen-
den Ladungen betrachtet werden. Xin Versuch in dieser Rich-
tung zeigt sogleich, daB die Abmessungen derartiger inver-
tierter Atommodelle gegeniiber den Dimensionen der Atome
verschwindend klein ausfallen. Es liegt daher der Gedanke
nahe, zu untersuchen, ob und inwieweit diese invertierten
Modelle zur Erklirung der Atomkerne herangezogen werden
konnen. Von der Verfolgung dieses Gedankens darf unseres
Erachtens der Umstand nicht abschrecken, daf man sich dabei
auf ein Gebiet begibt, in dem der Bestand an gesicherten
experimentellen Tatsachen #uBerst gering ist. Denn’es kann
sich dabei nicht um die Erklirung von Einzelheiten handeln,
sondern lediglich um die Grundfrage, ob und gegebenenfalls

1) Ann. d. Phys., Bd. 51, 1916, p. 1 und 125.
%) Ann. d. Phys, Bd. 50, 1916, p. 489.
3) Deutsche Phys. Ges., Bd. 16, 1914, p. 898 u. 953, Bd. 18, 1916, p. 339.
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unter welchen einfachsten Hilfsannahmen der Rahmen des
Bohrschen Rechenschemas im invertierten Modell ausreicht, um
eine Erklirung komplexer Atomkerne mdoglich zu machen.
Denn zu einer Auffassung der Atomkerne als komplexer Ge-
bilde sind wir durch die Erscheinungen der Radioaktivitit ge-
zwungen, deren Ursprung wir nach unserer allgemeinen Kennt-
nis des Atombaues nur in den Kern verlegen konnen. Gilt
diese Schlufifolgerung auch zuniichst nur fiir die radioaktiven
Elemente, so ist der Gedanke doch iHuberst verlockend, auch
die Kerne der iibrigen Elemente als komplex zu betrachten.
Man wird sich dahei von der Uberlegung leiten lassen, daf
dem einfachen Gesetz der GroBe der Kernladung auch ein ein-
facher innerer Aufbau entspricht. Wir wollen uns im folgen-
den sogleich auf den einfachsten, aber auch ganz extremen
Standpunkt stellen, dat die Kerne durchgingig aus Elektronen
und Wasserstoffkernen aufgebaut sind.

Im § 1 werden zwei einfache Beispiele invertierter Modelle
durchgerechnet. Die in § 2 durchgefithrte Gegeniiberstellung
mit den Erfahrungstatsachen ergibt, daf die Inversion allein
nicht zur Erklirung der Kernstruktur ausreichen kann. In
§ 3 wird die Frage gepriift, ob nicht die Annahme der Giil-
tigkeit des Coulombschen Gesetzes im Bereich der Kerndimen-
sionen als ungerechtfertigt betrachtet werden muf, und ob
sich unter Aufgabe dieses Gesetzes nicht die Moglichkeit er-
gibt, mit Hilfe der invertierten Modelle zu einer Erklirung
der Kernstruktur zu gelangen.

§ I. Zwei Beispiele zum invertierten Atommodell.

Als erstes Beispiel behandeln wir den einfachsten Fall,
daB zwei Wasserstoffkerne von der Masse # und der Ladung e
mit der Winkelgeschwindigkeit w ein ruhendes Elektron um-
kreisen. Nennt man den Abstand der beiden Kerne 2, so
kommt in bekannter Weise als Gleichgewichtsbedingung:

e e 3é

mrw’=;2-——4—r§—z’r2—,... (1)
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und als Quantenbedingung:

2ar -mrow =nh, n=12,... &)
Die Bohrbahnen besitzen also die Radien:
4 (kN 1
Tn = gﬁ (5—7;‘_9) = n-- 3,85.10 y e (3)

wenn man fiir die in Frage kommenden Konstanten die von
Sommerfeld?) aus der Feinstruktur der Wasserstofflinien er-
rechneten Werte einsetzt. Entsprechend dem viel groferen
Wert der Masse des Wasserstoffkerns gegeniiber dem der
Elektronenmasse schrumpfen die Dimensionen der invertierten
Modelle auf etwa den 2000. Teil derjenigen der Atommodelle
zusammen.

Bedeutet W, die potentielle und W; die kinetische Energie
des Modells, so findet man mit Riicksicht auf (3) fiir die Ge-
samtenergie:

Wt W= — 2 L 4410 &)
=W, =g = bk erg. ... (
Es wire also Rontgenstrahlung von der durch kv = |W |

bestimmten Schwingungszahl » imstande, das Modell zu zer-
sprengen, d. h. Strahlung von der Wellenlinge:

.
LY

Entsprechendes wiirde fiir die Wirkung schneller Kathoden-
strahlen gelten.

Um bestimmtere Vergleichsmdglichkeiten fiir das Spiitere
zu gewinnen, wollen wir noch ein zweites, den Eigenschaften
des Heliumkerns moglichst angepafites Modell durchrechnen.
(Das vorige Modell wire ein zu Wasserstoff isotopes Element
vom Atomgewicht 2 und der Kernladung 2 —1 = 1.) Stellt
man sich den Heliumkern aus Wasserstoffkernen aufgebaut vor,
so wird man annehmen miissen, daf vier Wasserstoffkerne und
zwei Elektronen an diesem Aufbau teilnehmen, damit Atom-

p = 4,410 cm.

1) L. e. p. 93
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gewicht und Kernladung moglichst getroffen werden.t) Die
Anordnung unseres invertierten Modells mdge nun, wie in unten
stehender Figur angedeutet, darin bestehen, da die vier Wasser-
stoffkerne auf einem Kreis um die beiden ruhenden Elektronen
rotieren. Der Radius des Kreises der Wasserstoffkerne werde
mit 7, der Abstand der beiden Elektronen mit 2 @ bezeichnet,
Die Gleichgewichtsbedingung lautet dann fiir das Elektron:

| PR S | I T ()

e . TR R

wenn der Faktor S, in iiblicher Weise die Abstofung der
drei Kerne auf den vierten miBt. Es ist

&:ia+zV®=m%m

1) Vgl. E. Rutherford, Phil. Mag. 27, 1914, p. 488, wo indessen die
gegenseitige Lage und Bewegung der Bausteine des Heliumkerns noch
unbestimmt bleibt.
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Aus (5) folgt » = aV/16%[; —1 und daher aus (6):
mriw? = ael,
a=1(16%; — 1) — 8, = 0,58} '
Unter Hinzunahme der Quantenbedingung (2) findet man

hieraus: 1 nh
o= ——
(2 Te

am

Der Vergleich mit (3) lehrt, daB sich die Dimensionen
des Modells bei Hinzunahme von Wasserstoffkernen und Elek-
tronen langsam vergroRern.

Die potentielle Energie W, des Modells gewinnt man am
bequemsten aus (7) durch die Uberlegung, daf das Modell fiir
jeden Radius » im Gleichgewicht ist, wenn man an den fest-
gehaltenen vier Wasserstoffkernen je die radial gerichtete Kraft
mrw? anbringt. Es ist also wegen (7)

)

2
)=n2-4,9-10'”cm... (8)

raeg e
Wy =4[5 ar=—t4ay

unter Hinzunahme der kinetischen Energie Wy = 4mr? »?[2
= 2ae?|r kommt filr die gesamte Energie des Modells:

e? 1 _8
W=—2a7=——m~-5,45-10 erg. . .. )

Die beiden betrachteten Modelle tragen nach auBen hin
eine bzw. zwel positive Elementarladungen. Eine merkwiirdige
Konsequenz ergibt sich aus der Inversion, wenn die nach aufen
hin wirksame Ladung gleich Null ist. Ein solcher Fall wire
die Inversion des Modells zum Wasserstoffmolekiil. Die Dimen-
sionen des invertierten Modells verhalten sich zu denen des
urspriinglichen wie die Elektronenmasse zur Masse des Wasser-
stoffkerns. Man gelangt so zu einem chemisch vollkommen
trigen Gas, dessen Molekiile vermige ihrer kleinen Dimen-
sionen fihig sein miifiten, alle Korper zu durchdringen.

Abgesehen von allen Erfahrungstatsachen kann man gegen
die Existenz unserer invertierten Modelle ihre teilweise In-
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stabilitit geltend machen. Jedoch trifft sie dieser Einwand
unseres Hrachtens in nicht héherem MaBe als das Bohrsche
Wasserstoffmolekiil, das durch die Arbeiten Debyes iiber die
Dispersion eine starke Stiitze gefunden hat. ;

§ 2. Gegeniiberstellung mit den Erfahrungstatsachen.

Ausdehnung der Kerne. Nach den jiingsten Unter-
suchungen von Debye®) und einer soeben erschienenen Arbeit
von Sommerfeld?) darf man annehmen, daf es gelingt, die
Rontgenspektren unter Annahme eines punktformigen Kerns
zu erkliren. Da der hierbei in Frage kommende innerste Elek-
tronenring des Atoms bei den schwersten der untersuchten
Blemente auf etwa 10" ¢cm an den Kern herantritt, so miissen
die Kerndimensionen, falls man an einem komplexen Kern-
aufbau festhilt, gegen diesen Ringhalbmesser jedenfalls sehr
klein sein. Auf einem ilteren und mehr direkten Wege ge-
langt Rutherford?®) zu bestimmteren Angaben hinsichtlich
der Kernabmessungen. In seinen grundlegenden Arbeiten, die
uns den Weg in das Innere des Atoms erdffneten und in Bohrs
Atommodell so glinzende Friichte gezeitigt haben, errechnet
er aus der Zerstreuung der a-Strahlen beim Durchgang durch
diinne Metallfolien eine obere Grenze fiir die Abmessungen des
Atomkerns. Er findet fiir Gold den Wert 3.107* ¢m. Fiir die
hier mehr interessierenden Kerne von Wasserstoff und Helium
findet C. G. Darwin?) als obere Grenze des Radius 1,7.107* cm.
Da die zu diesen Werten fithrende theoretische Uberlegung
die Giltigkeit des Coulombschen Gesetzes zur Voraussetzung
hat, so konnen wir die obigen Grenzradien mit den Radien der
invertierten Modelle vergleichen. Wie oben gezeigt wurde,
erhalten bei unseren Modellen schon die einfachsten Gebilde
Abmessungen, die oberhalb dieser Grenzen liegen. Auf Grund

1) Physik. Zeitschr., Bd. 18, 1917, p. 276.
2) Physik. Zeitschr., Bd. 19, 1918, p. 297.
3) Phil. Mag. 27, 1914, pag. 488.
4) Phil. Mag. 27, 1914, pag. 499.
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unserer Annahme eines durchgingigen Aufbaus der Kerne aus
Wasserstoffkernen miifiten diese Abmessungen fiir die schwereren
Elemente noch bedeutend grofer werden. Obwohl hier im Auf-
bau des Modells ein groBer Spielraum gelassen ist, diirfte aus
den Beispielen des vorigen Paragraphen doch hervorgehen, dag
man unter Beibehaltung der bisher gemachten Annahmen nicht
die erforderlichen kleinen Kerndimensionen erreichen wird.

Energie der Kerne. Ahnliche unzureichende Ergebnisse
erhdlt man bei Betrachtung der energetischen Verhiltnisse.
Die oben erorterte Unbestindigkeit des ersten der invertierten
Modelle gegen kurzwellige Réntgenstrahlen gilt ebenso fiir das
zweite Modell. Umgekehrt kann man aus der tatsichlichen
Bestindigkeit der Atomkerne schliefen, daf die Energie des
Kerns wesentlich kleiner sein muf, als die Summe der Kinzel-
energien seiner Teile. Dieser Energieverkleinerung bei der
Kernbildung entspricht eine Massendifferenz in der Weise, daf
die Masse des Kerns kleiner sein muf als die Gesamtmasse
der Teilkerne im Zustand volliger Trennung. Unter diesem
Gesichtspunkt wollen wir die Atomgewichte der leichtesten
Elemente betrachten, die auf Sauerstoff = 16 bezogen folgender-
mafien lauten:

H He Ii Be B C N 0 ¥
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1,008 4,00 6,94 9,1 11,0 12,00 14,01 16,00 19,0

(Die Zahlen der ersten Horizontalreihe bedeuten die Kernladungszahl)

In der Gruppierung der Atomgewichte um die ganzen
Zahlen hat man von jeher den Ausdruck einer GesetzmiBig-
keit des Aufbaus der Elemente erblickt; es kann daraus
zweifellos eine Stiitze fiir die Hypothese eines Kernaufbaus
aus Wasserstoffkernen abgeleitet werden. Ein tiefergehendes
Argument fiir diese Auffassung kann aus dem Vergleich der
Atomgewichte mit dem entsprechenden ganzzahligen Vielfachen
der Wasserstoffzahl entnommen werden. Denn die Werte
%-1,008 sind — mit Ausnahme von Be — iiberall grofer
als das Atomgewicht des betreffenden Klements. Bei einem
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Aufbau aus Wasserstoffkernen miifite also in Ubereinstim-
mung mit unseren obigen Uberlegungen Masse, d. h. Energie
abgegeben worden sein; die Masse der am Aufbau teilneh-
menden Elektronen kann dabei, wie eine Uberschlagsrechnung
lehrt, vernachlissigt werden. Die Ausnahme bei Be, ebenso
wie die zahlreichen Unstimmigkeiten bei den schwereren KEle-
menten, konnen vielleicht ihren Grund im Vorhandensein von
Isotopen haben.

Wir wollen am Beispiel des Heliums noch zahlenmibig
nachpriifen, ob die aus Vorstehendem sich ergebende Energie-
differenz ausreicht, um die Stabilitit des Kerns gegeniiber
zerstorenden Einflissen zu gewihrleisten. Dem Massenunter-
schied 4m = 4 mg— my, = (4.1,008 — 4,00) mz entspricht eine
Energieabnahme:

W=—ctdm~—45-10"" erg. ... (10)

Die Kernstruktur wire demnach noch gegeniiber den
schnellsten a-Strahlen bestindig.

Ergibt sich hieraus auch die Moglichkeit, den Heliumkern
aus Wasserstoffkernen aufgebaut zu denken, so zeigt doch ein
Vergleich von (10) und (9), dat die obige Behandlung der
invertierten Modelle zu einer Krklirung dieser Struktur nicht
ausreicht. Ks ist auch schwerlich anzunehmen, daf man durch
anderen Aufbau des Modells die in (10) geforderte Energie
auch nur annihernd erreichen kann.

§ 3. Uber das Coulombsche Gesetz.

Ehe man. nach diesem Sachverhalt den Gedanken -eines
Kernaufbaus nach Art der invertierten Modelle iiberhaupt auf-
gibt, muB man sich fragen, ob die im Vorangehenden mit der
Ubernahme des Bohrschen Rechenschemas stillschweigends ge-
machten Annahmen unbedingt aufrecht erhalten werden miissen:
die Methode der Quantentheorie und das Coulombsche Gesetz.
Wihrend man der Quantentheorie nach der glinzenden Be-
stitigung auf dem Gebiet der Spektren universelle Giiltigkeit
zuzuschreiben geneigt ist, hat man fiir die Aufrechterhaltung
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des Coulombschen Gesetzes in den fiir uns in Frage kommen-
den geringen Entfernungen vom Mittelpunkt der Ladungen
keinen unmittelbar zwingenden Grund. Es lassen sich im
Gegenteil Griinde fiir eine Abinderung dieses Gesetzes im Be-
reich der Kerndimensionen anfiihren.

In Ermangelung detaillierterer Kenntnisse wird man eine
Dimensionsbetrachtung zu Rate ziehen, um beurteilen zu kdnnen,
wo fiir die Giiltigkeit des Gesetzes eine mogliche Grenze liegt.
Wir haben also aus den bekannten Daten des Elektrons bzw.
des positiven (Wasserstoff-)Kerns einen Ausdruck ¢ von der
Dimension einer Linge zu bilden. Hierzu kommen in erster
Linie in Frage die Ladung e, die Masse m und die Licht-
geschwindigkeit ¢, woraus eindeutig entsteht:

62
R (11)
Man erkennt darin bis auf einen Zahlenfaktor diejenige
GroBe, die man als Radius des Elektrons zu bezeichnen pflegt,
falls m die Elektronenmasse und e die Elementarladung dar-
stellt. Bei Einsetzen dieser Zahlenwerte kommt o ~ 2.107" ¢m,
ein Wert, der mit den Grenzradien C. G. Darwins nahezu
iibereinstimmé. Die Relativititstheorie hat die Spekulationen
iiber Gestalt und Ladungsverteilung des Elektrons gegenstands-
los gemacht. Diirfte es unseren heutigen Vorstellungen iiber
die Natur der Elementarladung nicht eher entsprechen, die
Grobe o — bis auf einen Zahlenfaktor — als eine Art Grenze
der Giiltigkeit des Coulombschen Gesetzes aufzufassen? In diesem
Falle kinnten unsere obigen Modelle eine Modifikation im Sinne
einer Anniherung an die im vorigen Paragraphen erérterten
empirischen Eigenschaften der Kerne erfahren. Eine Schwierig-
keit fiir diese Auffassung besteht allerdings darin, daf (11) bei
Einsetzen der Masse des Wasserstoffkerns einen etwa 2000 mal
kleineren Zahlenwert erhilt. Im Folgenden werden wir mit
dem o aus Gl. (11) fiir m = Elektronenmasse operieren.
Bei der Diirftigkeit der Unterlagen an gesicherten experi-
mentellen Tatsachen wiire der Versuch verfriitht, auf Grund
Sitzungsb. d. math.-phys, K1 Jahrg. 1918, 24
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des Obigen ein bestimmtes neues Gesetz an Stelle des Coulomb-
schen setzen zu wollen. Diese Frage gehtrt vor allem in das
Gebiet der modernen Versuche, die Elektrodynamik in das
,Innere“ des Elektrons fortzusetzen. Wir wollen jedoch noch
kurz betrachten, welche Aussagen sich im Rahmen des Vor-
stehenden iiber eine eventuelle Abinderung des Coulombschen
Gesetzes machen lassen.

Hierzu wollen wir an Stelle des Coulombschen Gesetzes
2

das Kraftgesetz I = i = f (i) einfithren und zwei Fille unter-
scheiden.

a) r»p. Fiir groie Radien muB das Gesetz in das Cou-
lombsche iibergehen, also f(0) = 1. Die Abweichung vom
Coulombschen Gesetz mufs noch bis in den Bereich der dufieren
Elektronen des Atoms (r ~107° cm) dulerst gering sein, falls
die so glinzend bestitigte Feinstruktur der Wasserstofflinien
nicht gestért werden soll. Daher kann f in g/r fiir kleines
Argument jedenfalls nicht linear sein.

b) r~p und » <p. Gegen die Annahme eines linearen
Verlaufs von [ bel groBem Argument spricht der Umstand,
daB fiir ein Kraftgesetz 1/r® die Quantenbedingung keine be-
stimmten Werte fiir die Radien liefert; » fillt aus der Rech-
nung ganz heraus. Dak jedoch fiir groBes Argument die Ab-
weichungen vom Coulombschen Gesetz sehr erheblich werden
miissen, erkennt man aus Folgendem.

Unabhiingig von der Gestalt des Gesetzes, sofern nur
radiale Symmetrie herrscht, kénnen wir mit Hilfe der Quanten-
theorie jedenfalls die kinetische Energie des Modells in Ab-
hingigkeit vom Radius des Umlaufs angeben. Mit Ritcksicht
auf die Quantenbedingung (2) finden wir:

We=4-1mrto?= N <ﬂ>d

m\2mxr

Da die potentionelle Energie W, negatives Vorzeichen be-
sitzt, so finden wir fiir den Absolutwert der Gesamtenergie:

W =W, — 2 (f”")e - (12)

m\2mr
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Hierin wiren die aus dem Kraftgesetz zu errechnenden
Radien der Bohrbahnen einzufiihren. Als Ersatz fiir die man-
gelnde Kenntnis dieser Radien mdge uns der Grenzradius
C. G. Darwins dienen. Schon fiir diesen Radius wird der
zweite Term in (12) groBer als der Energiewert (10). Die
potentielle Energie mufi also nach abnehmenden Radien einen
viel steileren Anstieg zeigen als die Coulombsche.

Den beiden Bedingungen fiir groBe und kleine ofr wiirde

z. B. eine Funktion f= /%, z =§ mit f~ 1 geniigen.

Sollten unsere Vorstellungen das Wesentliche der Kern-
eigenschaften treffen, so konnten Anhaltspunkte fiir das abge-
inderte Gesetz von einer Verfeinerung der Beobachtungen an
Rintgenspektren erwartet werden. Denn hrerbei treten die in
Frage kommenden Elektronen, besonders bei den schwereren
Elementen, so nahe an den Kern heran, dak ein vom Coulomb-
schen abweichender Verlauf des Anziehungsgesetzes sich be-
merkbar machen konnte.

Sollte sich dagegen unser Erklirungsversuch der Atom-
kerne als giinzlich verfehlt erweisen, so bliebe immerhin die
Frage offen, welche Rolle den invertierten Modellen in der
Natur zukommt.

Im Felde, den 27. Mai 1918.

24*



