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Die konforme Abbildung der Halbebene auf ein von
beliebigen Parabeln begrenztes Polygon.

Von F. Lindemann,

Vorgetragen in der Sitzung am 4. Mai 1918.

Fir die Aufgabe, ein durch eine endliche Anzahl von
Bigen algebraischer Kurven begrenztes Polygon auf den Kreis
oder auf die Halbebene konform abzubilden, fehlt bisher jeder
Ansatz. Fiir ein geradliniges Polygon hat Christoffel (Ann.
di matematica, Ser. II, t. 1) bekanntlich die Ldosung gegeben,
und fiir ein von Kreisen begrenztes Polygon verdankt man
Schwarz (Crelles Journal, Bd. 70) den zum Ziele fithrenden
Ansatz. In beiden Fillen bleibt eine endliche Anzahl von
Konstanten noch zu bestimmen. Die Frage, ob auch in anderen
Fillen die Zuriickfihrung auf eine Differentialgleichung ge-
lingt, kann man bisher nicht beantworten; es diirfte deshalb
Interesse haben, fiir eine weitere allgemeine Klasse von Poly-
gonen, néimlich solchen, die von belicbigen Parabeln begrenzt
werden, die Zuriickfithrung des Problems auf eine Differential-
gleichung zu bewerkstelligen, wie es im folgenden geschehen soll.

Auch fiir beliebige Kegelschnitte als Begrenzungskurven
scheint sich ein analoger Ansatz durchfiihren zu lassen, worauf
ich demnéchst zuriickkommen werde.

§ 1. Die Differentialgleichung der Kegelschnitte,

Besteht zwischen z und y eine Gleichung zweiten Grades,
so kann man y als Funktion von 2 auffassen, die noch von
finf willkiirlichen Konstanten abhiingt, und diese Funktion ist
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dann das allgemeine Integral einer gewissen Differentialgleichung
fiinfter Ordnung. Letztere kann man nach Halphen!) in
folgender Weise gewinnen:

Die Auflssung nach y ergibt die Gleichung des in der
Form

a4 Ay + 20,2y + 20,2 4 2ayy + a5, = 0
gegebenen Kegelschnittes in der Form:
(1) 022 y = - (a12 z + a13) + ]/__‘23‘3-;2 ___ 2;1;;;—:— 14—2;’
wo mit A, die Unterdeterminanten des Kegelschnittes bezeichnet
sind. Durch zweimalige Differentiation findet man:

d*y

da?

(Ass Azs 33) (— Asa x? — 2 A:ax - Aza)— i

und folglich:

& (dPy\—§
9 S —_
@) d ( ) 0

oder entwickelt:

By\*d°y d'y d*y d'y a3y _
(22) 9 (El?ﬁ) RQ; = da? da’® dat + = (;lx ) 0-

Dies ist die gesuchte Differentialgleichung aller
Kegelschnitte. Fiir eine Parabel ist 4,, = 0. Nach (1) ist

also (y)~ % eine lineare Funktion von z, und wir erhalten als

Differentialgleichung aller Parabeln:

a? (d*y ot
®) zzz(dx) =0

Fassen wir « und y als Funktionen einer dritten Variabeln X
auf, so wird bekanntlich:
d2 1 il xl _— .'UN i
@) A=Y

dx? a'3

¢ dx lI dg dJ “ dsy

=ax Y T ax ¥V =ax ¥V = ax

WO

1) Bulletin de Ia Société mathématique de France, tom. 7, 1879, p. 83.
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‘Wir erhalten also:

(5) ,dm _d':’g = _q‘“_afi__gggl_ﬁ”
7 X \dz*) &' ’
wenn
(6) U”‘ —_— y(f) P - y(") 20
gesetzt wird, ferner:
@& (d*y
@) adX*\da?
_ @ (Uye'—2Uy 2" —3U, 2" + Uyz') — 42" (U,,2'— 3 U,, 2"
x®
und: d_@gﬁ?{
(8) d (@y\-%_  2(dy\"t dz* 1
dz\dz* T 3 \da? dx z

a2 (dPN\—31 10 (d?y d (NP1
©) W(W) 9 (7902) [EX (dx H
2 (dPy\— ] & [Py d?y x'
= ) e )]+ () Lox (@) 20

as e 80 _1fdn\*1 10 ~sdyp d?np 1
(10) d.Z‘" (?7) = 27 K (CZ)]() + ?77 ) E—XL (ngz 3
10 —5/dyp\*a" 2 —5diy 1 g diy "
~an () T e e

2 —gdy fo' x'
+37l lx{( -"3:5,5")1
. APy . :
worin ——5 zur Abkiirzung durch 7 ersetzt ist. Der Aus-
de o
druck (9) ergibt dann die allgemeine Gleichung der Parabel
in der folgenden Form:
dy ?y dy _
5<ﬂ>x—31yd w+3nd—x 0.

Setzt man hier die Ausdriicke (4), (5) und (6) ein, so
wird schlieBlich die Differentialgleichung der Parabel:
S5(U ' —3U,, 2"y —3U, [ Uy 2® — 6 Uy, 2" ' — 3 U, 2" 2

+ Uya'? + 12U, 2] + 3U,, (U, #' — 383U, &) &' = 0
14*
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oder, da links ein Faktor 2’ heraustritt:

(I UG —9U,, Uy, z" +|5UL—3(U,, + Uyy) Uy, Ja' = 0.
Durch Vertauschung von # mit y ergibt sich die weitere

Gleichung:

(12) 9U% Y — 90Uy, Uy g + [5 Uk — 8(Uyy -+ Up)ly' = 0.

Um das entsprechende fiir belicbige Kegelschnitte zu er-
halten, bediirfen wir noch der aus (7) durch Differentiation
nach 2 flieBenden Relation:

d?
PR ,f [(Uyy +2U) @ — (U + 5 Up) a2 — 5 U, w2
(13) + 9[T21 xl i lll]

Gemiifs (2) erhalten wir die betreffende Differentialgleichung
durch Nullsetzen der rechten Seite von (10) in der Form:

d?] 3o dy d*y i . dn\* ,

d d2 d’] bl dd A d
+Q’i~lxs 2'—2772Z—f’l).'l7 91]2EZX_(2?Z '—35(/ 2)=0,

in der fiir % und die Differentialquotienten von # die obigen
‘Werte einzusetzen sind.

§ 2. Die Ecken des Parabelpolygons.

Wir bestimmen einen Punkt z, y der Ebenen durcéh die
beiden Koordinaten
(14) t=ux+iy, & =a—1iy.

Dann ist, wenn:
&5, &2 de di
dX*kdX' dXF 4 X

Tfkl —_ 'g(l") Z”) —_— Z(k) Z(IZ) P

gesebzt wird:

Ifkl == _—27'/Ulcl-

Aus den beiden in z hzw. y linearen Gleichungen (11)
und (12) ergibt sich also auch:

(15) 9V4 " — 0V, Va2 [B VA — 3(Vy -+ Vi) V] ' = 0.
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Gelingt es also, die Groken Vi als Funktionen von Z (wo
Z einen Punkt der Halbebene bezeichnet, auf welche das Parabel-
polygon abzubilden ist, und nunmehr X durch 7 ersetzt wird)
zu bestimmen, so geniigt die gesuchte Funktion # von 2 einer
homogenen linearen Differentialgleichung dritter Ordnung. Die
singuliiren Punkte dieser Gleichung sind die Unendlichkeits- und
Verzweigungspunkte der Koeffizienten V5, d. h. der Funktionen:

(16) V3 o Va und Vay
Voo VP Var©

Als singuliire Stellen kommen ferner die Ecken des Parabel-
polygons in Betracht. Eine solche Ecke denken wir uns der
Einfachheit halber im Anfangspunkte # =0, y = 0. Die
hetden dort zusammentreffenden Parabeln lassen sich durch
einen Parameter ¢ mittels der Formeln

z=a,t+ a,t?, y = b+ bt* und:

x = it + at?, y = bit -+ bit?
darstellen, wo dann der Wert / = 0 der im Anfangspunkte
liegenden Hcke entspricht; also auch fiir die erste Parabel:

(17) z="(a, + ib)t + (a, + iby) 1,
und fiir die zweite Parabel:
(18) 2 = (aj + ib))t 4 (a3 - i b))

Die Tangenten der beiden Parabeln mdgen miteinander
im Punkte £ = 0 den Winkel Z einschliefien, und es seien a
und a' die Winkel dieser Tangenten gegen die z-Axe; dann ist:
a, +ib, = Vai - bi-ei"
a; +ib = Va2 + b2 ¢ und o = a4 a—».
Fiir die erste Parabel sei nun ¢ durch 7, fiir die zweite
Parabel ¢ durch 7, gemif den Formeln:
/Ty 32 ONTY o
T‘—_—’I(I;“f‘b;f, Tl'——_—“]al“—f—bl"'i
ersetzt; dann geben die Gleichungen (17) und (18):
s o= 7 4 (@ 4 ib)72, und
¢ = 4 (a +ib)T.
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Da 2z im Innern der oberen Halbebene (¥ > 0) eine ein-
deutige Funktion von Z = X +iY ist, so ist auch (abgesehen
vom Brennpunkte), v eine eindeutige Funktion von Z, und
letztere ist reell auf dem Rande (¥ = 0), und beim Uber-
gang von der ersten Parabel auf die zweite verwandelt sich
¢4t In %7, == ¢@ts—A7 = Es kann daher, wenn X = 4
auf der reellen Axe der Hcke ¢ = 0 entspricht, in der Um-

gebung dieses Punktes
A

(19) 1= (Z— Ay PZ— 4)

gesetzt werden, wo P eine Potenzreihe bedeutet, deren kon-
stantes Glied von Null verschieden ist, denn bei diesem Uber-
gange von X << A nach X >4 wichst (Z— 4) um den

2
Faktor e~ =¥, (Z—A);—1 also um den Faktor ¢/~ Da «
fir Z= X < A4 reell sein muB, sind die sonst reellen Koef-
fizienten von P mit einem entsprechenden Faktor zu versehen.

Um die Koeffizienten der linearen Gleichung (15) als Funk-
tionen von Z zu bestimmen, haben wir den Einflu der Sub-
stitution ¢ = f(X) auf die Grofien Vi, festzustellen, wo wieder
¢t fiir v geschrieben ist. Ks ist

dz diz dz

_ d,’(}‘ Yy 7 —_ dQZ: ] 2 i N

diz d?z

. d3g 73 7\3 ¢ ] ‘i 7 d'z it
déﬂ

ad*z B2 Ly g A*2 0 e
ap P 4 655 Q0P (0 + T [B(X)
dz

T AL OO+, YD

~
-y

X

Fir die Differentialquotienten von 2, gelten die gleichen
Beziehungen, denn f(X) ist eine fiir reelle Werte von X reelle
Funktion. Setzt man noch

diz diz,  d'z drz,

dts d¢ dét dee?
so wird:
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Vo = 1(XPW,, Vy =7*W, + 372 -W,,
Va=7*Wy+ 6f’3f“ W +1 G+ 47 1) - Wy,
Vi = Wey + 121 Wy + B 2 —F21) - W,y

Es waren aber z und 2, ganze quadratische Funktionen

von ¢ bzw. 7; infolgedessen verschwinden die Ausdriicke W5,
W,,, W,,, und wir erhalten einfach:

Vo _ g™ _V_._3<f”> r
If'gl f‘l’ '[/72‘ f‘ fl Y
-V4] (fl‘l)" flll
S o= ; 4~
v, T \F) TR

Setzt man endlich fir £(X) die in (19) gegebene Polenz-
reihe ein, so ergibt sich:

I:ﬂ i ;'
,___3(# 1)\;47“*’ (X — 4),

Vex T
v, J2 3 1
2 =25 -3 = S m —
(20) 7, ( S—3—+ 1) (X—A)2+ P, (X — 4),
Vu . A2 A 1 o
Vo (7&2' ST “) X —ap T RE— A,

wo mit P, P,, P, wieder Potenzreihen bezeichnet sind, die
in der Umgebung des Punktes 4 konvergieren. Schreiben wir
die Differentialgleichung (15) in der Form

21 g+ P - Q7 =0,
so erhalten wir also fiir die Umgebung der singuliren Stelle 4:
P= (1—’),{1"— — B, (X — A),
(22) ; ) 1
7!
0=(22 1)l =) yo gt oyt RE—D,

wo a eine Konstante und P, eine neue Potenzreihe bedeutet,

174
aq = §(;—1)CO.

wenn ¢, das konstante Glied der Reihe 5, bezeichnet,

und zwar ist:
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Das gleiche gilt fiir alle Ecken; es folgt also, dab bei pas-
sender Bestimmung der auftretenden Konstanten die Funktionen

) " A 1
v 3y (1— M)
1 3s=1 <1 n) Z— As g

\ As s 1 . as

o—u(2y 1) (5~ ) gz ~T7oa
in den Punkten 4, der reellen Axe, welche den Kcken des
Polygons entsprechen, sich nicht mehr singulir verhalten.

Auf dem Rande des Parabelpolygons, d. h. auf der reellen
Axe der Z-Ebene kiunen andere singulire Stellen nicht vor-
kommen, denn der Nenner V,, der Funktionen wird nur fiir
einen Wendepunkt der Randkurve gleich Null, und solche
Punkte treten bei Kegelschnitten nicht auf.

(22a)

§ 3. Die Brennpunkte der Parabeln.

Um die Grogen Vi, als Funktionen von Z im Innern der
Halbebene ¥ > 0 zu bestimmen, miissen wir unter 2, diejenige
Funktion verstehen, welche sich ergibt, wenn man den auf
dem Rande geltenden Wert 2, = & — iy stetig fortsetzt. Diese
Fortsetzung fillt aber verschieden aus, je nachdem, von welcher
Parabel der Begrenzung man ausgeht. Lings einer Parabel,
deren Gleichung in der Form

(23) a2+ aypet + 20,22, 20,2 + La, 8, + a5, = 0

mit der Bedingung a,, a,, — al, = 0 (die fiir die Variable z, ¢,
ebenso gilt wie fiir die Variable z, y) gegeben ist, wird:

(24) a2, = — (@12 ay) £ 1/2(a (a12a23 a13a22)z+a23 (g9 Uy s
und dieser Wert nimmt den zu # konjugierten Wert an, wenn
der Punkt auf der Parabel liegt. Im allgemeinen definiert die
vorstehende Gleichung eine zweiblittrige Riemannsche Fliche,
welche sich iiber der z-Ebene ausbreitet und einen Verzweigungs-
punkt im Kndlichen (den zweiten im Unendlichen) Dbesitzt.
Etwa im oberen Blatte derselben denken wir uns das Parabel-
polygon gezeichnet. Uberschreitet der Punkt Z denjenigen
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Teil der veellen Axe, welcher der Parabel (23) bei der Ab-
bildung entspricht, so verlifit der Punkt 2z das Innere des
Parabelpolygons, und der unteren Halbebene (Y << 0) der
Z-Ebene entspricht im oberen Blatte der Riemannschen Fliche
ein Polygon, das aus dem gegebenen Parabelpolygon durch
eine Art ,Spiegelung® an der Parabel (23) entsteht?).

Liegt der Verzweigungspunkt p der Funktion (24), der
bekanntlich mit dem Brennpunkte der Parabel (23) identisch
ist, im Innern des gegebenen Polygons, so muf auch dort die
Abbildung eindeutig und eindeutig umkehrbar sein. Ks be-
steht also eine Gleichung der Form

(23) z—p=PZ—-D),
wenn P den dem Punkte p in der Halbebene ¥ > 0 ent-
sprechenden Punkt bezeichnet, wobei das konstante Glied der

Potenzreihe P gleich Null ist. Die Gleichung (24) ergibt also
ein Resultat der Form

2,=A:+B+CVz—p=ABZ—P)+ B
+ CVP(Z— D),

wo A, B, C Konstante bezeichnen. Die Funktion £, hat also
in P einen Verzweigungspunkt. Entsprechend muf dann die
Funktion z in dem konjugierten Punkte P, (in der Halbebene
Y << 0) einen Verzweigungspunkt haben. Die Brennpunkte
der anderen begrenzenden Parabeln spielen bei der Fortsetzung
iiber die Parabel (23) hinaus keine besondere Rolle.

Die Differentiation von (26) nach Z gibt:

(26)

, L1 ¢

Zl—AZ-{-EmZ,

. .10 1o,

OI—AZ +§]—/"—z-:;];2' ——4:—(5_}))!,—’23’
also: Vy =218 —ziz" = —10a%p — p)— %,

1) Vgl. meinen Aufsatz ,Die analytische Fortsetzung derjenigen
Funktionen, welche das Innere eines Kegelschnittes konform auf die
Halbebene abbilden®, diese Sitzungsberichte, Bd. 26, 1896, p. 491 ff.
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7= A"+ LC@—p)y e —3C@—p)~ e
+ 306 —p) ",

also
V=28 =28 = = §0(—p)~ha"#" + 0@z —p)~ s
—_— dVl
=z
und folglich:
@7 %=3;~%(z—p)“3‘

Diese Funktion hat also an der Stelle P einen Pol erster
Ordnung und (da sie reell auf dem Rande ist, indem sie sich
bei Vertauschung von 2 mit 2, d. 1. von X Y mit X —iY,
nicht #dndert) an der konjugierten Stelle P, ebenfalls einen Pol
erster Ordnung. Es wird ferner:

1732 = Z““Zu . 5’1, .Z'm 1 C (Z _p)_ 3/2 (2"2 Zl” LT 3 3, 3“2)
+ 3 C(z —p)~ S2 g3 5"
VB?

(28) =t s 5:-2(212111 _ 32,;:3) _ ;; (Z __]))—lzu.
Vas :

Auch diese Funktion hat also in den Punkten P
und P, je einen Pol erster Ordnung. Entsprechend findet

man, daB die Funktion Ya an diesen Stellen einen Pol zweiter

Va
Ordnung haben muk.

Zur genaueren Kenntnis der durch die Gleichung (24) ver-
mittelten ,Spiegelung® an der Parabel (23) dienen noch die

folgenden Uberlegungen. Man hat in dieser Gleichung (24)
P y
T 5 _177

zu setzen; dann ordnet sie jedem Punkte z, y (gegeben durch
2=z -+ iy) zwei Punkte & % zu; und wenn z, y auf der
Parabel (23) liegt, wird & = 2, » = y. Liegt der Brennpunkt
im Innern des gegebenen Parabelpolygons, so werden die beiden
Blitter der durch die Quadratwurzel iiber der z-Ebene ausge-
breiteten zweiblittrigen Fliche, jedes Blatt begrenzt durch das
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Parabelpolygon (das aus » Parabelbogen bestehen mége), abge-
bildet auf ein aus 2% algebraischer Kurven begrenztes ge-
schlossenes Polygon, das sich nur in dem einen (etwa dem
oberen) Blatte der Riemannschen Fliche ausbreitet, in dem die
Parabel (23) und das gegebene Polygon gezeichnet gedacht
werden. Um die Gleichung der Kurve zu finden, die einem
der gegebenen Parabelbigen entspricht, hat man in folgender
Weise zu verfahren. Die Parabel, an welcher gespiegelt wird,
habe die Gleichung

(29) f(z2) =0
wie in (23). Ein anderer Parabelbogen sei durch die Gleichung
(30) ¢ y) =0

in rechtwinkligen Koordinaten gegeben. Krsetzt man in f 2,
durch & —in, sowird f =u(z, 9, & n) +iv(z, 9, & n); man
hat dann aus den drei Gleichungen:

(@, y, &) =0, vz y =0 oy =0
z, 9 zu eliminieren, um die gesuchte Begrenzungskurve
des durch Spiegelung erzeugten Polygons zu finden.

Eine Seite des letzteren wird durch die gegebene Parabel (29)
geliefert, eine andere Seite derselben erhilt man, indem man
letztere als im unteren Blatte der Riemannschen Fliche ge-
legen betrachtet und demgemif die Gleichung ¢ (z,y) = 0
durch f(z 4+ iy, © —iy) = 0 ersetzt.

Jede Transformation zwischen « + iy und & — iy kann
aufgefafit werden als eine Transformation der Strahlen, die
von den beiden imagindren Kreispunkten der Ibene ausgehen;
aus jedem Strahle wird ein anderer oder werden mehrere andere.
Der Punkt z, y (bzw. & #) ist der eine reelle Punkt eines
solchen imagindren Strahls!). Die Brennpunkte einer Kurve
sind die reellen Punkte der von einem Kreispunkte ausgehen-

1} Vgl. meine Darstellung einer solchen Interprefation der kom-
plexen Ebene in dem meiner Bearbeitung von Celebschs Vorlesungen
iber Geometrie, Bd. 1T, S. 621 ff., 1891 oder eine entsprechende Dar-
stellung am Schlusse der neuen Auflage des ersten Bandes.
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den Tangenten. Eine von einem Kreispunkte ausgehende Tan-
gente der Kurve ¢ == 0 geht in eine ebensolche Tangente der
neuen Kurve iiber; dem Brennpunkt der Parabel ¢ = 0 (falls
er im Innern des betrachteten Polygons liegt) entsprechen daher
zwel Brennpunkte der transformierten Kurve, die sich im Innern
des durch ,Spiegelung erhaltenen Polygons befinden.

) Vorstehendes gilt, wenn der Brennpunkt der gegebenen
Parabel f = 0 im Innern des gegebenen Polygons liegt. Ist
dies nicht der Fall, so ist das Polygon im oberen Blatte der
Riemannschen Fliche schon geschlossen, und die Spiegelung
gibt ein Polygon, das ebenfalls durch % Kurvenbigen (nicht
2 n) begrenzt wird.

Liegt der Brennpunkt der Parabel (23), d. h. der Ver-
zweigungspunkt der betrachteten Riemannschen Fliche, nicht
innerhalb des gegebenen Parabelpolygons, so kommt letzteres
nur insofern in Betracht, als es im oberen Blatte der Fliche
sich befindet, und durch die Spiegelung an der Parabel (23)
entsteht wieder ein von » Kurvenbdgen begrenztes Flichen-
stiick, denn fiir das Innere des Polygons ist jetzt die Trans-
formation eindeutig.

§ 4. Die Brennpunkte als scheinbar singulire Punkte.

Auf Grund der Formeln (25), (27) und (28) und auf Grund
der daran gekniipften Darlegungen lassen sich Konstante f,
p's B, v so bestimmen, dak die Funktionen

,Vﬂ —_ ﬂl R ﬁn }i& — Aﬁi_ —_ __ﬂ_;L#
V21 Z‘-Px Z_Pu, V21 Z—Pl Z'—Pn’
Vn B 71 B Y1

VQI Z—I)—l_(z—:?l)é—Z—_Pl;—(Z—Pll)E

als Funktionen von 2 auf derjenigen zweiblittrigen Fliche,
welche entsteht, wenn man 2z, entsprechend der Gleichung (26)
als Funktion von z auffaBt, im Innern des Parabelpolygons
nicht mehr singuldr sind. Dabei ist Z = P, derjenige Punkt
der Halbebene Y > 0, welcher dem Brennpunkt der Parabel (23)
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entsprechen soll, P,, der konjugiert imaginire Punkt, und
B., Bi, pi, v, sind Konstante, die nur dann von Null ver-
schieden sind, wenn der bezeichnete Brennpunkt im Innern
des gegebenen Polygons liegt, wihrend f,,, fi1, fli, y,, die
konjugiert imaginiren Konstanten bedeuten.

Haben fiir eine zweite von den begrenzenden Parabeln

die Konstanten By, Py, By, fary 20 f1y P2, a1y 75y 7y die
entsprechende Bedeutung, so werden die Funktionen

D
Voo o B B Py Pu
V, #4—P  Z—P, Z—P, Z—P,
Vo B B fun  Ba
(31) Vzl Z_'Pl Z_Pz Z_Pu Z—‘Pm,
Ve B B B Ba
Ve 4-—-P Z-—P, 4Z—P, Z—P,
"1 7a Y1 Va1

weder auf der zur ersten Parabel gehorigen Riemannschen
Fliche in deren Brennpunkten, noch auf der zur zweiten Parabel
gehérigen zweiblittrigen Fliche im Brennpunkte dieser zweiten
Parabel singulir.

Die obige Gleichung (29) zeigt aber, daf der Quotient
V4 1V, eine eindeutige Funktion in der Umgebung des
Brennpunktes p ist. Es ist deshalb die Betrachtung der beiden
Blitter der Riemannschen Flichen nicht weiter notwendig; und
jener Quotient ist auch eine eindeutige Funktion von # in der
Umgebung eines jeden Brennpunktes, der sich im Innern des
Parabelpolygons befindet, folglich auch in der Halbebene ¥ > 0.
In jedem solchen Brennpunkte hat der Quotient einen Pol
erster Ordnung, und er ist reell auf dem Rande; in der Z-
Ebene hat er folglich an dem entsprechenden Punkte P einen
Pol erster Ordnung, ebenso aber auch an dem konjugiert
imaginidren Punkte P, der Halbebene ¥ << 0. Man kommt so
zu dem Schluf, dak die Funktionen
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V — //5‘ ﬂsl _I_f_l__ "\( ﬂ; e _E_S‘_I_ )
v, %(4 5t Ps,> vo—2\z-p, T Z-p.)

21 21

(32) Vil — ﬂ /951 Vsl

'V;_L< P+/ +(d 1))2+(Z P1)2>’
wo sich die Summen iiber alle im Innern des Polygons liegen-
den Brennpunkte der begrenzenden Parabeln erstrecken, im
Innern der oberen Halbebene keine Singularitit mehr besitzen;
aber auch in der unteren Halbebene (¥ << 0) verhalten sie sich
iiberall reguldr; nur auf der reellen Axe liegen die singuliren
Stellen, die den Kcken des Polygons entsprechen.

§ 5. Aufstellung der Differentialgleichung.

Die in der Differentialgleichung (15) auftretenden Koef-
fizienten P und ¢ sind durch vorstehende Untersuchungen bis
auf Konstante bestimmt, denn andere als die in den §§ 2 und 4
besprochenen singuliren Punkte kénnen nicht vorkommen. Bis
auf stets konvergente Potenzreihen setzen sich also die Funk-
tionen P, ¢ aus den Summen zusammen, die fiir die Quotien-
ten Vg : Vo, Vyy: Vo und ViV, in den Gleichungen (22a)
und (32) aufvestellt wurden.

Damit kein singulidrer Punkt im Unendlichen auftritt, muf
die lineare homogene Differentialgleichung (15) zu der soge-
nannten Fuchsschen Klasse gehoren, d. h. die betreffenden
Potenzreihen miissen sich auf Null reduzieren. Wegen der
Identititen de de

az = Var, az = Vi + Vi

geniigen die oben eingefithrten Konstanten a, 8, ', ' und y
gewissen leicht aufzustellenden Bedingungen; die vollstindige
Aufstellung derselben wiirde die Entwicklung des Quadrates
des Quotienten V,, : V, in Partialbriiche verlangen. Schliek-
lich wird somit das Problem der Abbildung des Parabel-
polygons der #-Ebene auf die Halbebene Y >0 der
Z-Ebene durch die Lésung der linearen homogenen
Differentialgleichung
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(33) g b Pe 4 Q' =0

vermittelt, worin
__le_ ’i‘(_;*s l__‘_”_‘ /Ds ﬂxl
P=-5 =351 n)Z—As = (4 T 7= Ps;)
(st)g__l_ Ve Vi _ 5 (2]__1) (7 N
Vo 3 Vy  s=mil\ = 7t (Z— A4,)
Eon - B Bt 2 1 » Js
s§l Z*PS+Z_PSI)_§5§1{Z~PS

sl VYs1
I e i = v

Hierbei haben die Konstanten 8, y, P die frithere Be-
deutung, und es ist &, = f; + B:, 051 = fa1 + fe1 gesetzt; mit
A, sind die reellen Punkte der X-Axe bezeichnet, welche den
n Ecken des Parabelpolygons entsprechen sollen, a, sind zuge-
horige reelle Kounstanten, 4, sind die Winkel des Polygons an
diesen Ecken. Die Konstanten £, », ¢ sind nur fiir diejenigen
Werte des Index s von Null verschieden, fiir welche der dem
Punkte P, entsprechende Parabelbrennpunkt im Innern des
gegebenen Polygons liegt.

Die Punkte P sind zwar singulire Punkte der Differential-
gleichung (33), aber nicht singuldre Punkte der Abbildung.
Fir jeden solchen Punkt muB also eine Wurzel der zuge-
horigen determinierenden Fundamentalgleichung gleich Null
sein; da in (33) das Glied mit 2' fehlt, ist diese Bedingung
von selbst erfiillt. Es muf ferner die analytische Fortsetzung
des so zu einem Punkte P gehérigen eindeutigen Fundamental-
integrals iibergehen in das zu einem anderen Punkte P in
gleicher Weise gehorige eindeutige Fundamentalintegral.

Als ein erstes Integral der Differentialgleichung (33) kann
die zu (27) analoge Gleichung

’Vra] . Z” 3 Z/
(85) LA Yy

betrachtet werden, in welcher C eine Integrationskonstante
bedeutet; in der Tat ergibt sich durch Differentiation und Eli-
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mination von C wieder die Gleichung (15) bzw. (21). Die
linke Seite ist dabei durch die in (34) angegebene Funktion
~— P von Z zu ersetzen.

§ 6. Beispiele.

Es handle sich erstens um die Abbildung des Innern
einer einzelnen Parabel. Dieselbe lifit sich auf eine Gleichung
von der Form?)

dz _ , dZ
Vi Vit 7
zuriickfithren, wo p den Brennpunkt der Parabel bezeichnet,

welchem der Punkt Z = i entsprechen soll, und C eine Kon-
stante bedeutet. Also:

— : 1 mre=
2,,201/ el — A, e . 2V 2
25 Ty Vi e (2

Y, PR L

=11y 2T 1y
e QZ_ — ___Z‘ __ZE” 2 Zz.z(._
= (1_*_43)2 14 73 1422 + (1 -{-—Z9)2

VI g LN L A
142 14+ 22) 142 1+22 7 (14 25"

In der Tat besteht also die lineare Gleichung dritter
Ordnung

z”‘+31fz2 " -+1— ¢ =0,
wie es nach § 5 sein soll. Hier ist
,8 + ﬂn =__i£
—P, —P, 1+ 22
P1=_ w=1 p=pfi= -4

1} Vgl. meine Abhandlung: Die Abbildung der Halbebene auf ein
Polygon, das von Bégen konfokaler Kegelschnitte begrenzt wird, Bd. XXV
dieser Sitzungsberichte, 1895, p. 219 ff.
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5( Pu Ny Y[ 0 | Oy
( —ptz—p )t —s\u—p TP

11
+ yll___ —_ ]‘_
(/—P) (Z—P) 1+4+2%
also: = =4, 6, =—90,=13.

Die Konstanten werden hiermit durch das Verhalten im
Unendlichen bestimmt, da sich das Innere der Parabel ins
Unendliche erstreckt, was bel den oben behandelten Parabel-
polygonen nicht vorkommt.

Es handle sich zweitens um ein Parabelpolygon, in dessen
Innern sich kein Brennpunkt der begrenzenden Parabeln be-
findet.  Dann sind alle Konstanten f, y und 6 in den For-
meln (34) gleich Null.

Ein solches Polygon entsteht aus einem geradlinigen Poly-~
gon der {-Ebene durch die Abbildung?)
(36) ¢ = (%
Nach dem Christoffelschen Resultate ist dann
CI —_ O_]’I (Z—-—As)':_l,
s=1

wo (' eine Konstante bedeutet; und

é'-u = /:5 1 -
E*g(a—QZ—A—R
ist reell auf dem Rande (d. h. fiir ¥ =0, Z = X).
Hier wird:

é-l L:l’ zll
cY =7
~1 =19 i Hy\ 2
¢ I 2 &'\
i a S
~ ~

oder:

) Vgl. z. B. Holzmiiller, Einfithrung in die Theorie der isogo-
nalen Verwandtschaften, Leipzig 1882, S. 122 fi.
Sitzungsb. d. math.-phys. K1 Jahrg. 1918. 15



220  F. Lindemann, Die konforme Abbildung der Halbebene etc.

Hof o 7l 2 14 i\ 2
ST ()
' \z 2 z z
und schlieflich:
{87) g —8R:M+CR—R) =0,

in Ubereinstimmung mit den obigen Gleichungen (33) und (34),
wie man mittelst der Identitiit

(s (=)= ) (2

leicht bestitigt. Die determinierende Fundamentalgleichung der
Differentialgleichung (37) fiir den singuliren Punkt A lautet:

2 y) Y3
2o =9+ 30l (1) +o(%~1) (2 ~1) =0
Sie hat die Wurzeln

A A
0=, Q=27£ und p = 0,

7T

was mit der Relation (36) in Ubereinstimmung ist.



