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Elliptische IFunktionen
und Gleichungen fiinften Grades.

Von F. Lindemann.

Vorgelegt in der Sitzung vom 5. Dezember 1936

Die Transformation dritter Ordnung der elliptischen Integrale
wurde durch Cayley und Clebsch?® mit der Theorie der binaren
algebraischen Formen vierter Ordnung in Verbindung gebracht,
indem sich eine solche Transformation in der Form

yi=nazay FNHHy, yy= (xaial +7\HiH1)

darstellen 148t, wenn ;. die zu transformierende Grundform der
elliptischen Integrale und / deren Hessesche Form darstellt. Da
in dem Bischel »#f--2/ jede biquadratische Form enthalten ist,
kann man umgekehrt von der Transformation y, = a2a,, ¥, =
—a%a, ausgehen, und fragen: ,,welche Form des Blischels x/f+2 A
wird durch die Transformation so umgeformt, daB3 die Gleichung

q:szfl—xldx? _ ()2 dyl_f)’ﬂf)’g
V vat + 1 Hi V Kat+LH}

besteht, wo K, Z durch %, A bestimmt sind ?** So fafite Hermite?
das Problem auf und hat das Resultat angegeben, ohne den
Gang seiner Rechnung mitzuteilen.

Im folgenden habe ich die nétige Rechnung in symbolischer
Form gegeben, dann aber weiter versucht, ob sich durch ana-
logen Ansatz y, = ¢ gy, ¥, = — % L p;, wo ¢} eine Kovariante
von ai bezeichnet, dhnliche Resultate ergeben. Es zeigte sich,
daB die Annahme ¢ (x) = 7, wo 7 die Kovariante 6. Ordnung
bezeichnet, in der Tat Erfolg hat; und dabei ergab sich eine
Methode zur Auflésung der allgemeinen Gleichungen 3. Grades

1 Vgl. Clebsch, Theorie der biniren algebraischen Formen, S. 4053 fi.
? Sur la transformation du troisieme ordre des fonctions elliptiques, extrait
d’une lettre de M. Hermite 4 Péditeur. Journal des mathématiques pures et
appliquées, t. 6o, 1861.
Mitnchen Ak, Sb. 1936, III 33
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mittels elliptischer Funktionen, ohne dal} es nétig wire, eine
Resolvente 6. Grades zu Hilfe zu nehmen.

§ 1. Die Transformation dritter Ordnung.

Zunichst soll die von Hermite mitgeteilte Formel fir die
Transformation 3. Ordnung abgeleitet werden.
Es sei gegeben die bindre biquadratische Form

(1) fO)=a;=6;=c;=d;=...
Auf sie werde die Substitution

(2) V1= ayay Yp=—apa
angewendet; dann wird:

(3) a = (a8) (ac) (ad) (ae) 63 ¢ db eh = F ().
Nach bekannten Identititen ist hierin:

(4) 2 (ab) (ac) by, = (ab)? £i + (ac)? bi——— (be)? as,
2 (ad)(ae) de, = (azz’)%i—%— (ae)? a’i — (de)? a:,

also wegen der Vertauschbarkeit der Symbole:
(5)  4ay=[2(ab)’ci—(bc)'al] [2(ad) ei—(de) ] 6icidzer
=4 P fHH f—aPof,
wo /H die Hessesche Form von f bezeichnet:
H=H=H"= (ab)?a’é’
und f in Variabeln x geschrieben zu denken ist. Ferner hat man:
©) Pi—(ab (@ d)f Bodi= i f = (b¢)'-al

nach Gleichung (7), S. 136 in Clebschs Theorie der biniren
Formen. Ferner:

Py = (ab)? (de)? a% b2 d2 e = IT°.
Es wird also:

(7) 4P (x)=2if°—3H /.
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Dieselbe Substitution (2) wenden wir auf die Hessesche Form
M} an und erhalten durch Benutzung der zu (4) analogen Iden-
tititen (bzw. durch Anwendung des 3-Prozesses):

4 (Hb) (HE) (Hd) (He) b3cSdel = 4 Qu f2— 4 HOQo f + HY,
WO

4 Q1= 4 (HB)® (Hd)? 62 d2 = [(HB)* d% + (Hd)? 62— (b )2 H]?
= 2 (HB)'d: + (bd) " H 2 + 2 (Hb)? (Hd)?62d2
— 4 by (HO

oder wenn j = (Hd)* = (ab)? (6d)® (ad)? cingefithrt wird:
20, =2jf+iH —4(6d)?(Hb?2d2H:.
Nun ist bekanntlich (a. a. O. S. 1335):

272 ;2 2 , 1.
(8) (6d)? b2 d; = HIH; + s 7 (xy)%,
folglich:
©) (62)? (Hb)* Hy dy = (HH')* HL H + ;'Z'Hi

und hierin (a. a. O. S. 139):
(10) (HH' HLH? = —éz’]f—!— ; i/,
also schlieBlich:
20i=_jf+ il
(11) 0, = (Hd Hidi=if
(vgl. Clebsch a.a. O. S. 136).
Somit wird, wenn f und A wieder fiir @& und A} stehen:
(12) 4G () =4 Hy="if + B
Aus (7) und (12) folgt die Hermitesche Gleichung:

(13) 4<§fF—z'G> =—H2(2jf+iH) =4 (’;‘fas—z' Hff)'

33
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Zur Anwendung auf das elliptische Differential benutzen wir die
Relation:

@JMO@¢%£¢§=;(@d¢——¢d@,

und ersetzen ¢, durch @ a; = y,, {2 durch —a? @, = — 424,
=y,, so daB:
2 9 1
(9 el = —a by (el albi=— " 77
und

1
;@ adn) H=(y,dy)
und, wenn man beiderseits mit dem Ausdrucke (13) dividiert:

_(mdx) V3 (ndy)

Vajf+iH  V3iH(n)—25/()

wo f und A links in Variabeln z, rechts in Variabeln y geschrieben
zu denken sind. Dies ist die von Hermite aufgestellte Gleichung,
nach welcher das elliptische Differential der rechten Seite durch
die in (2) gegebene rationale Transformation 3. Ordnung in das
analoge Differential der linken Seite tibergefithrt wird.

(14)

2. Es handelt sich noch darum, die Moduln der beiden Diffe-
rentiale durcheinander auszudriicken. Statt der Moduln betrach-

ten wir die absoluten Invarianten. Die Invarianten 7,, und j,,;
der Form »f 4 » /A sind bekanntlich (a. a. O. S. 141):

(15) i, =122+ 2720+ é 7203
Jo =7+ 1-2'27_2)\—|—-1 FPICES -1-]'2—— ' s,
5 2 2 3 36

Die absoluten Invarianten seien mit A, A, A, bezeichnet, also:

73 Vi 7
w o ST ATem ST
dann wird:
B+ Ay (—8+094)

(17) Al:A_(S——{— 20 A—AZ)?’ A2=A(8—36A+27A2)2'
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In der Gleichung (13) ist die zur Transformation (2) benutzte
Form f gegeben, und gesucht sind die beiden Formen des Bi-
schels »f + A/, welche durch (2) ineinander iibergefiihrt werden.
In der Theorie der elliptischen Funktionen aber ist fy =2 7 f+7i /4
gegeben, und es sind f und f, gesucht. Nun ist allgemein (a. a. O.
S. 139)

(18) Hoa— (*/_2——; ; x2)H+ ;--(z'xx +]';.2) 7
es wird also die Hessesche Form ; von f;:
fﬂ=ﬂ¥+@ﬂ—{ﬁ)&
5
folglich:
> . .5 1 . e 1.
f[JZ”—ZJ (4]“—6 Z")]= zHl—(4/'—6 Z")fl

oder, wenn man die Diskriminante R = 73 — 6 ;2 einfiihrt:
. 3. I S
(19) Jf\’f=4 iEh— 3/ —g © )

Hierin sind noch 7, j, R durch /7, /; auszudriicken, was mittels
der Gleichungen (16) geschehen kann. Zur Auflésung derselben
berechnet man zunichst A mittels der Gleichung 4. Grades (17)
aus dem gegebenen A;, und dann 7 und ;? aus den beiden ersten
Gleichungen (16), nidmlich

(200 L=iff@+4), Ji=si8+208—AY)
Die Invarianten /,, /, der transformierten Form werden:
21) L=i20A—8), [o=7'8—36A+274%
und die Gleichung (19) geht tiber in:

(22) 8/ (A—1)f =it — 4 —4) /Y

Hiermit ist f bestimmt, wenn f; gegeben ist.
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Man kann aber auch die Invarianten /; und /; der Form f;
direkt aus (16) berechnen; eliminiert man nidmlich 7% aus den
beiden Gleichungen (20), so ergibt sich:

(23) ;2'8—3112'4+8f12'2—11‘=0

eine Gleichung 4. Grades fiir 72, deren erste Invariante verschwin-
det. Hat man 72 berechnet, so findet man 72 aus der ersten Glei-
chung (16). DaB3 die erste Invariante der Gleichung (23) ver-
schwindet, stimmt damit iberein, dall auch bei Clebsch (a. a. O.
S. 409) die Behandlung des Problems von einer Gleichung
4. Grades mit verschwindender erster Invariante abhingig ge-
macht wird.

§ 2. Einc besondere Transformation funfter

Ordnung.

Es moége jetzt eine Transformation 5. Ordnung untersucht wer-
den, die sich ergibt, wenn man von der Polaren cines Punktes y
in bezug auf die Kovariante 6. Ordnung 7" der biquadratischen
Form f = a} ausgeht. Es sei also:

(1) Tiny:O, wo T —17FH
wenn f = @t = bL = ... und H = (ab)?a’ b2 ist. Zur Abkiirzung
sei symbolisch

Ti=ay=fi=Yr="""

Dann wird:

4a,=4(aa)(aB)(ay)(ad)olpivi )
= [(aa)* B3+ (aB)’ az— ()’ 2}l
[(av)® 85+ (a 8)° vz — (v 8)* af] oy By 2 8
(2) =4 P T =g P B Dy,

WO:

(3) P=(aof(av)elyl, Py=(aa)falal, Hy=(up)aiBl
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Die nochmalige Anwendung der soeben benutzten Identitit
ergibt
= [(@a)’ vt (@) ai— (ay)’ agl oi vy
=[2(aa)’vi—(0y)’ ag) al v}
(4) = 4(a0) agye—a Pyt (av) oryi- ap
Nach Clebsch (a.a. O. S. 145 und S. 148) ist jede kovariante
Bildung, diec den symbolischen Faktor (a o)* enthilt, identisch

gleich Null, und die vierte Uberschiebung (7, 7)== (« Y)4 alyl
verschwindet; es folgt also

() P=—Py=—(aa)?(zy)?a’ ol

x*

Nach Gleichung (7) S. 144 (a. a. O.) verschwindet auch 2, iden-
tisch, Werde also 2; mit % bezeichnet, so ist auch:

0=6p3py = (a0) 2aya, 0 +4a 050
0=30p,p,=(aa) (2a, 0+ 124l 0ia +16a, a,0ln,),
folglich auch nach (5):

6)o =15(pv)* prve=(aw)* [(ay) et +6a%(ay)’ al]ys +8 P,

=—75FP-} 87,
wobei:
2Py=2(aw) (ay) (oY) a,oiv;
(7) = (aw)*[(ay)* «i+ (@) a; —(M) P

=P+ P,=o0,

denn das dritte Glied der rechten Seite verschwindet wegen des
FFaktors (e &) Die Bildungen Py, P 4 P,, P4 sind somit simtlich
gleich Null, und aus (3) ergibt sich:

® sy =I5/ = al [(TTYTLT
Sei jetzt entsprechend der Gleichung (1):

V1 == %y Oy, Yo = — Uy %y,
— 4 L 4
43’1—5% %gx %2, dyz_—socxty‘dxal!

so hat man:
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1 Y1 3’2‘__ Lo oy ol oy |: _—
dydyy | T8 BB 8188, S xPrParEP)

a1 5 .
=5 O(i. 8;2 (O"B> (ax de_adx BT) - '2— (a (‘J’)Q O(i. Bt (x dx)
= ; HT' (x dx)-
Dividiert man beiderseits mit den Quadratwurzeln der beiden
Seiten der Gleichung (8), so wird
sHy-(xdy)  (y4y)
V H: al - Vai

y

(9)

Das ist aber die Gleichung fur die Multiplikation
mit 5 bei den zur Form ¢} gehérigen elliptischen In-
tegralen. Es folgt hieraus, daBl die Loésungen der Gleichung
5. Grades in x, namlich 77,77 = o, durch Integration der Glei-
chung (9) gewonnen werden miissen.

Hier aber bietet sich eine Schwierigkeit. Bezeichnet man das
Verhiltnis y;:9, mit ¥ und das Verhiltnis xy:x, mit x, so ist be-
kanntlich die zur Differentialgleichung (9) nach der Theorie der
Multiplikation gehérige algebraische Gleichung von der Form

Rog () y — RSy () = 0

gegen unsere Gleichung R; (x) -y — R} (x) = o,
wo Rund R" ganze rationale Funktionen vom Grade ihrer Indices
bezeichnen. Alle Wurzeln der zweiten Gleichung miissen auch
der ersten geniigen. Die linke Seite der ersten miifite also durch
die linke Seite der zweiten teilbar sein. Das ist aber unméglich,
denn der verbleibende Faktor der ersten Gleichung wire dann
von ¥ unabhingig.

Diese Schwierigkeit 16st sich, wenn in (8) bei Bildung von}/ &}
der Ausdruck |/ /2 durch — A, (statt bisher - //;) ersetzt wird.
Dann ergibt sich aus (9) durch Integration:

_(Eem _ [d)

V al l/a;
Es sei ein Wert von x bekannt, der dieser Gleichung als obere
Grenze des betreffenden Integrals gentigt. Andern wir den In-

(10)
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tegrationsweg auf der zweibléttrigen Riemannschen Fliche fiir
91:9, durch Umgehung einer der vier Verzweigungspunkte so ab,
daf3 die neue obere Grenze genau unter oder tiber der fritheren
oberen Grenze im andern Blatte liegt, so entspricht dem in der
Riemannschen Fliche fiir x;: x, vermége (10) ein Weg, dessen
obere Grenze nicht mit der fritheren oberen Grenze im andern
Blatte ibereinstimmt, vielmehr jetzt einen Wert hat, der durch
einc zweite Wurzel der algebraischen Gleichung 77, 7% = o
bestimmt wird. Gleichzeitig hat sich das Vorzeichen der unter
dem Integral stehenden Quadratwurzel geindert. Den vier Ver-
zweigungspunkten entsprechen so die vier andern Wurzeln der
Gleichung 5. Grades. Hiermitist diese Gleichung vermége
(10) durch eclliptische Funktionen geldst.

§ 3. Die binire Form finfter Ordnung 7, 7%.

Die cinfachsten Kovarianten und Invarianten eciner Form
seien im Anschlu3 an Clebschs Darstellung zunichst zusam-
mengestellt:

1. Die Form 3. Ordnung j = ;2 = —(ai)2al = — (7, f)a,
2. Die quadratischen Formen
Z=2i=(46)i(l\bx, T:Ti=(]],)2]/x ]EL:A]

die Hessesche Form von 7, und die Funktionaldeterminante von
fund «

8 =(i1)i, 1,
3. Die linearen Kovarianten
o =0y = (2.2’ f)-i = (] Z>2]‘c= (Z. a)z (Z.I a)z Ay
B = Bx = (Z.arf)é = _<Z.°('> Z.x’
y=Y.=C)1, d=Fax),.
4. Die Invarianten
A = (i), B=({v)% C= ()3

auf die sich andere Invarianten zuriickfithren lassen:
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M=_>GE)2=2AB—3C=Bu),

N =(ro)?= ;(AC—Bz)z (992,
R= (922 R:= —g (AN?— 2 BMN + CM?).

Fur die Form T; 7, ist zunichst

(1) =TT )YT1T,T.7T,T)
Die Identitit (777)* (7.7, — T, T)* = (xy)* (T71")8 ergibt:
(2) 2i=2 (LT TLT7—(x3)2(TT")S.

Es soll sein

(2 a) (TTHY* T2 T =o,

also durch Polarenbildung:

(TT’)*TiT_’\.T;:o, 2(T7T% TxTny\.T{]-{—(TT')" TiT'i:o
somit auch

(2b)  4if=—2(T TV TiT} =—2i— (xy) (TT)"

Es wird demnach

3) 612 = — (x3)* (TT")°.

Die quadratische Kovariante 7 hat also einen doppelten linearen
Faktor, d. h. ihre Invariante ist Null:

(4) A=(ii)?=o0.

Die mehrfach auftretende Invariante (7°7")% sei mit U bezeichnet,
es ist

e 1. -
=TT = 21{ (z?—6j,),

wenn sich hier die Invarianten 7 und ; auf die Form 4. Ordnung
f = a beziehen. Aus obiger Definition von ;j ergibt sich jetzt,
da f durch TyTi zu ersetzen ist, unter Benutzung von (3):

() 6ja=U-T,77

und hieraus:
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6) 361‘2:912-Aj=91 (TT’)zTST,j’TxTx’.
Die linecaren Kovarianten werden:

360, = T8-T27, =737,

yox
(0 6B, =6"(Gw)i, =6 G To=—U" (xy) T,
6y, =6 ()T, =W - (T TV (TT"NT: TPTT,.

Die Invarianten werden:

6> B= (i) =—W T TVT,T) =—% - H.
® 6M=—3-6C=(Pau)=—"WW[T,]"

R=(%e), wenn 82 = (1) 7, 7,

Eine allgemeine Form 3. Ordnung hat zwei absolute Invarian-
ten, also drei voneinander unabhingige Invarianten, etwa 4, B
und C. In unserm Falle ist 4 = o und zwischen B und € besteht
keine Relation. Die Form 3. Ordnung 7,77 enthilt also neben
dem Verhiltnisse v;:¥, noch ecine absolute Konstante. Fiir die
aus @2 zu bestimmende Polarenbildung der Form 6. Ordnung 7%
muB die vierte Uberschicbung (7°7")* 72 72 bekanntlich iden-
tisch Null sein.!

Hierauf kommen wir in § 4 zurtick.

Vorstehende Formeln moégen an der bekannten kanonischen
Form einer bindren Form 4. Ordnung gepriift werden. Es sei®

G __ .5, LD
Ti=2x{2—%, 2y,
dann wird

6 T27T,=x,

33
.9

Lo 4 5
1Yo T 5 (X1 2 Y1 — X3 21Y5) — X397,

=2 (1 y2— %3 ¥)%,
also

1 Vgl. Clebsch, a.a. O. S. 442 und ,,Vorlesungen®, 2. Aufl,, S. 630, und
allgemein flir Formen mit verschwindender vierter Uberschiebung S. 662 fi.
Die hohe Bedeutung solcher Formen fiir manche Fragen hatte Klein erkannt;
vgl. dessen Werk ,,Uber das Ikosaéder.

Z Zur Berechnung dieser Bildungen kann man dievonde Bruno gegebenen

ausgerechneten und nicht symbolischen Ausdriicke benutzen: Théorie des
formes binaires, Turin 1876, auch in deutscher Ubersetzung.
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A= ()2 =0,
Ja=2 (%} Y1 y2 + 25 %2 Y} — 2, 23 Vi — 23 31 33),
= 73 TJ, mal Zahlenfaktor,

B=yi+ 5+ 1491ys = H, fir x =y,
mal Zahlenfaktor.

§ 4. Bedingungen fiir die Form a’.

Es moge jetzt die umgekehrte Frage gestellt werden: Unter

welchen Bedingungen kann eine Form aj als erste Polare 7,77

einer Form 6. Ordnung betrachtet werden, deren vierte Uber-
schiebung tiber sich selbst verschwindet? Offenbar muB3 die In-
variante A von a2 gleich Null sein; dadurch wird die quadratische
Kovariante 72 ein vollstindiges Quadrat, und mit dem Null-
punkte derselben muf} der Pol y zusammenfallen. Letzterer ist
zugleich Nullpunkt der linearen Kovariante 3,.

Um die vierte Uberschiebung zu bilden, gehen wir von der
kubischen Kovariante ;j aus, fiir die bekanntlich die Identitit

(di.,j):; =o0 oder (].[l)s ai = 0
besteht.! Zufolge (6) § 3 ist dann:
(T[Z)s T,jai:o oder (]‘T')? T\j TL; T;/.'):O.

Die linke Seite der letzten Gleichung wird
1 N3 / 2 12 2 2\
=3 (T oL =l
1 E ! 7
=, Ty, Tyl Te+T. Ty (y2).
Fiir alle Werte von « ist demnach:

(1) CERT T — 0

und folglich:
WAV Bl B g — o

1 Vgl. Clebsch, Bindre Formen, S. 281.
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Es ist also ¥ ein Nullpunkt der vierten Uberschiebung, die wir
mit Q% bezeichnen:

QL= (TTYTETE,

und zwar ein doppelt zihlender Nullpunkt, da nach (1):

(2) Q=0 und Q}Q,=o0.

Ferner ist

(3) 3 Q§Q§=2Q1+Q2:

wooben Oy = (7T 7T,T,T, T, = 7, gefunden wurde, und nach

Clebschl ist Q2=(TT')4T§T;,‘3=Q§QZ+;~9’[(M)2, und

zwar fiir beliebige Punkte x und y. Fiir 2} hatten wir in (3) § 3
unter Voransetzung der Identitit Qj = o die Relation (3) abge-
leitet. Jetzt kommt es darauf an, diese Identitit als Folge der An-
nahme 4 = o abzuleiten. Wird der durch die Gleichung a2 =
7,77 cingefihrte Punkt y als Nullpunkt der Form 7} gewihlt,
so kann man (da A4 = (¢7)? = o ist) sctzen

e 2 e (a2
(4) 7y =c¢* (x3)%
wo ¢ eine zu bestimmende Konstante ist. Bilden wir auf beiden

Seiten von (4) die zweite Uberschiebung mit @2, so folgt:

—f—cedid
also fiir x = y
(5) '_'.71; =c* a‘;;
wodurch ¢ bestimmt ist. Unter Benutzung der Gleichung (5)
§ 3 wird dies:
1 5 6
——G-QITL:c'Ty,
also nach (4)

(s = — U (ws)’

in Ubereinstimmung mit (3) § 3, eine Gleichung, bei deren Ab-
leitung damals die Gleichung Q) = o benutzt wurde. Fithrt man

! Binire algebraische Formen, S.295.



486 F. Lindemann

die Werte von ¢; und @, in vorstechende Gleichung (3) ¢in, so
wird:

(6) QIQ}=o fir alle x.

Der Punkt y ist demnach ein dreifach zihlender Nullpunkt der
Form !, und man kann setzen

©) Q= (x3)* (x 2),

also durch Polarenbildung

49, Q= 3(xy)*(ty) (x2) + (x3)° (22)
= (xy)®(y2), wenn ¢ =y.

Hierin ersetzen wir x4 durch 7, x5 durch — 77 und muiltiplizieren
beiderseits mit 77; das gibt:

) 4QTP Q. Ty =(y2) Ty

Fiir eine Form 6. Ordnung «! und deren vierte Uberschicbung 7
besteht die Identitit: (@ ¢)%a,7, = 0.! Hier ist das Symbol @ durch
7, das Symbol 7 durch Q zu ersetzen. Die linke Seite von (7) ist
folglich identisch gleich Null; es mul} also (¥z) oder 77 gleich
Null sein. Im ersteren Falle wire nach (6) Q die vierte Potenz
von (x¥), d.h. es miuBte A, (die Hessesche Determinante von 77)
identisch Null sein, und nach (8) § 2 wire ¥ ein Nullpunkt der
gegebenen Form 4. Ordnung a}, was auszuschlieBen ist. Wenn
andererseits 7, = o wire, so wiirde aus der Gleichung al =
7,T, ebenfalls folgen, dall y ein Nullpunkt der gegebencn
Form 5. Ordnung «; wire, was auszuschlicBen ist. Es bleibt so
nur die Méglichkeit, daB Qg identisch gleich Null ist, wodurch
die verschiedenen Ansitze Uiber die Vielfachheit des Punktes y
als Nullpunkt von Q ihre Bedeutung verlieren. So kommt man
zu dem Schlusse:

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafir,
daB3 eine Form & crste Polare eines Poles y in bezug
auf eine Form Tﬁ sei, deren vierte Uberschiebung
iiber sich selbst verschwindet, bestcht darin, dal3 dic

.1 Vgl. Clebsch, a.a. O. S. 284.
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Invariante 4 = (7")% gleich Null ist, und daB der Pol y
zusammenfillt mit dem doppelt zihlenden Null-
punkte der Kovariante 7.

§ 5. Auflosung der allgemeinen Gleichung
finften Grades.

Sollen auf Grund der Gleichung (8) § 2 die Nullpunkte einer
Form p?2 gesucht werden, deren Invariante A von Null verschieden
ist, so muf} diese Form zunichst in eine Form « mit verschwin-
dender Invariante A4 transformiert werden. Dies geschieht durch
cine quadratische Transformation, zu deren Durchfithrung nach
Clebsch? nur Gleichungen dritten und vierten Grades (also
algebraisch [8sbare Gleichungen) zu benutzen sind.

Is sei jetzt mit @2 diese transformierte Form bezeichnet. Es
handelt sich darum, die zugehorige Form 7 zu bestimmen und
weiter die Grundform 4. Ordnung im Differential des zu benutzen-
den clliptischen Integrales. Zunichst bestimmt man den doppelt
zihlenden Nullpunkt y der Gleichung 72 =0 (d. h. (@ ) *e,6, = 0);
sodann hat man zur Bestimmung von 7 die Gleichung
(1) G =N

y-x

die wegen (7) § 3 auch in der Form @2 = (7°8) 77 geschrieben
werden kann. Die Gleichung (1) gibt ein System von 6 linearen
Gleichungen zur Berechnung der 7 Koeffizienten von 7%, auf
deren Verhiltnisse es allein ankommt. Diese Koeffizienten hin-
gen von den gegebenen Kocffizienten der Form 42 ab und auBer-
dem von dem Verhéltnisse y,:v,, das ebenfalls durch die Koeffi-
zienten von a bestimmt ist. Die Gleichung 7,72 = o enthilt
also neben den gegebenen Koeffizienten von a; das Verhiltnis
¥y:¥, als Parameter; da aber dieses Verhiltnis selbst von jenen
Koeffizienten abhingt, kann dieser Parameter nur als verinder-
lich behandelt werden, wenn sich die Koeffizienten ebenfalls
indern; dadurch entsteht eine Schwierigkeit bei unmittelbarer

1 Vgl §§ 6 und 7 in dem Aufsatze: Das Fiinfseit und die Gleichung fiinften
Grades, Math. Annalen Bd. 4, 1871, sowie die entsprechende Darstellung in
der 2. Auflage der » Vorlesungen®.
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Anwendung der elliptischen Integrale in Gleichung (10) § 2, die
sich indessen beseitigen 1403t.

Um eine Beziehung zum elliptischen Integrale zu gewinnen,
kommt es darauf an, bei gegebener Form 77} eine Grundform
f = aj anzugeben, zu der 7" als Kovariante 6. Ordnung gehért.
Da letztere eine Kombinante des Biischels »f 4- A A ist, so hat
diese Aufgabe unendlich vicle Lésungen. Man kann z. B. den
einen Nullpunkt der gesuchten Form 4. Ordnung in cinen belie-
bigen Punkt # legen; dann ist nach Clebsch?!:

(2) a; V- 2T (=4 (x8)-T2T?,

so daB die anderen drei Nullpunkte von a} durch die Gleichung
77 T2 = o gegeben werden. Hier bedeutet 7 die Form, welche
mittels der Gleichung (1) aus der gegebenen Form & abgcleitet
ist und deren Koeffizienten noch vom Pole y abhidngen.

Auf die Form a? kénnen wir jetzt die Transformation 5. Ord-
nung, die ein willkiirliches Argument z durch x ausdriickt,
namlich

(3 7,7%=o,

unter Benutzung der aus (1) berechneten Form 7'Y anwenden
und finden wie in (10) § 2

(xdx) [(zdz)
Vat ) Vat’

ay, (2dz)=H; (xdx).

4)

wobeil

O = [Hp ()]

Durch Umkehrung des links stehenden Integrals ist hiermit die
durch (3) gegebene Gleichung 5. Grades gelost. Die Wurzeln
gehen auseinander durch Anderung des Integrationsweges
hervor, wie frither erértert wurde; sie hiangen formal noch von
dem willktirlichen Parameter # ab, der indessen in Gleichung (3)
nicht vorkommt und deshalb auf das Resultat keinen Einflu3 hat.
In der Tat besteht die Gleichung

4 4 4 4
a; a,— 0, u, =0,

1 Vgl. Biniare Formen S. 448.
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wenn man mit ) die Bildung bezeichnet, welche aus af entsteht,
indem man den Punkt # durch cinen beliebigen Punkt v ersetzt,
denn nach § 2 ist a} =/} - a} und gleichzeitig o} = H7-al.

Die Willkiirlichkeit des Punktes ¢ ist indessen noch einer Be-
schrinkung unterworfen. Die in § 2 durchgefithrte Anwendung
der Transformation TUT‘;’c:o auf die biquadratische Form aj
setzte voraus, daf3 die Form 7" durch die Form a; vollstindig be-
stimmt ist. Das wiére nicht der Fall, wenn a, das Quadrat
einer quadratischen Form wire, denn dann zerfallen die 6 Null-
punkte von 7% in drei quadratische Formen, deren eine auch
in @} enthalten ist, wihrend von den beiden andern noch ein Null-
punkt willkiirlich gewdhlt werden kann. Setzt man z. B. bei der
kanonischen Form am Schluf3 von § 3 3, = o, so wird 77575 =
—xyx3y3; der eine Nullpunkt von a4} ist also der Punkt
2, = o und die anderen drei sind x; x3 = o, wihrend die anderen
4 Nullpunkte von 7% nimlich ! — 3, auch durch 2? — A%z,
=0 und x} —x2x] = o0 ersetzt werden kénnen, wenn nur
%2 + A% = o ist.

Ebenso darf der Punkt # in (2) nicht in einen Nullpunkt der
(jetzt aus (1) bekannten) Form 77 gelegt werden, wenn auf a?
die Transformation (3) anwendbar sein soll. Die Gleichung (4)
kann wegen (2) auch in folgender Form geschrieben werden:

. (xdx)  (2dz)
e 3 (xt)-T;T;":fV(;z)-T-;Tf

Dadurch ist die Gleichung (4) mittels des Umkehrproblems
der eclliptischen Integrale gelést, nicht aber die gegebene Glei-
chung 4 = o.

LiBt man jetzt den Punkt 2z allmihlich an den Punkt y (Null-
punkt von 8) heranrticken, so geht die Gleichung (4) allméhlich
in die zu losende Gleichung

©) @’ = o oder TUT1.=O

tiber. Um die Wurzeln dieser Gleichung zu erhalten, braucht man
daher nur die obere Grenze des in (4) oder in (5) rechts stehenden
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Integrals durch ¥ zu ersetzen. Die Wurzeln x der Gleichung
(6) werden daher aus der Gleichung

, (xdx) - (2dz)

@) =3 f V(xt)y 73T / Vit 8T8

durch Umkehrung des links stehenden Integrals ge-
wonnen. Wie die fiinf Wurzeln auseinander durch Anderung
des Integrationsweges hervorgehen, wurde in § 2 erdrtert. Als
untere Grenze der beiden Integrale kann man irgend zwei zu-
sammengehérige Punkte der Gleichung 77,7') = o wihlen, z. B.
x == x; beliebig annehmen und dazu den aus dieser Gleichung
folgenden Wert y = y,.

LiBt man auf der rechten Seite von (5) den Integrationsweg
willkiirlich, so treten Vielfache der Perioden des elliptischen Inte-
grals hinzu; es wiirden dann jeder Wurzel der Gleichung (6) 25
verschiedene Loésungen der Gleichung (5) entsprechen. Dies
wird vermieden, wenn man von der einen bekannten Lésung
x=1xy ¥ =21, die fiir dic unteren Grenzen der Integrale (7)
benutzt wurde, ausgeht und dann von hier aus den Integrations-
weg fiir die Variable z so abdndert, wie es in § 2 erortert wurde.

Ersetzt man in Gleichung (5) rechts die obere Grenze des
Integrals durch y, so darf man dabei nicht die Integrations-
variable z unter dem Integralzeichen durch y ersetzen, denn
die Koeffizienten der Form 7" hdngen noch von y ab. Die be-
treffenden aus (1) folgenden Gleichungen seien hier der Voll-
stindigkeit wegen noch angefithrt. Bezeichnet man mit g, ay, ...
die Koeffizienten von &’ und mit 7y, 73, ... diejenigen von 773,
so wird

ay=y1Ty+9:71, as=1T1+: T ay=y1T2+5:75, ...
. ﬂs :yl Ts +y2 TG'



