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Eine Konstruktion am regelmifligen 2n-Eck.!

Von Dr. O. Nehring in Bitterfeld.

Vorgelegt von Herrn O, Perron in der Sitzung vom 15. Januar 1938.

Man verbinde in der Ebenc eines regelmifligen 2#-Ecks einen
beliebigen Punkt S mit dem Punkte 4, und trage in 4; an S4;
einen willkiirlichen, aber beizubehaltenden Winkel § an. Dieselbe
Konstruktion fithre man am Punkte A4, ., unter Beachtung der
Beibehaltung des Drehsinns fiir den angetragenen Winkel ( aus.
Den Schnittpunkt der freien Schenkel der beiden Winkel nenne
man Af. Dann gelten in der fir alle Punkte ausgefithrten Kon-
struktionsfigur die folgenden Bezichungen:

1. Satz: Je zwei aufeinander folgende Geraden A A;.,
(z=1, 2 . . n) schneiden sich unter dem konstanten Winkel

Beweis: Es seien die Punkte A, des 22-Ecks festgelegt durch
die Koordinatenzuordnung A, (x;, v;),7 = 1, 2. .. 2z, und durch

) 200 2 e, s . .
Apy =4y, 2 +¥7=0", 1Y 41— 11 ¥; = A = const.

Ferner mogen flir die weitere Rechnung folgende Abkiirzungen
gelten:

2 2 2
X=X =%, Vi~ Yis1 =¥y * +y—a =+kund

Vi—Yiw ) (@—a;5) = w2

1 Vgl. auch die unmittelbar anschlieBende Note des Herrn Perron.

2 Mit diesem Satz ist gleichzeitig die Losung der Aufg. 1326 der Ztschr.
f. math u. naturw. Unterricht gegeben, Diese Aufg. macht die Aussage fiir
ein Rechteck bei Verwendung von rechten Winkeln fiir die Konstruktion
in den Punkten A;, ist also spezieller als die vorliegende Ausfithrung.
Miinchen Ak.Sb.1938,1 3



12 O. Nehring
Die beliebige Gerade durch 4; sei gegeben durch
[E (x—) + n (y—) —xx;—y; + a°]
~r[E(r—)—nl@—x) + 2 —yx]) =o,
wobel &, 7 die laufenden Koordinaten, x, y die Koordinaten des
Punktes .S bedeuten und A = ctg § ist.

Bringen wir die Gerade durch 4; zum Schnitt mit der durch
A; .y, so erhalten wir als die Koordinaten des Schnittpunktes

1. By v = (A, + B¥;+ CA):N und 7, = A3, + B¥; + CA): V.

Dabet sind

2

A=-—2>F 202y + 3222+ £, B =27 + 2y — 20> —2Axy,
= —x+ 2y + Mx, A = rk— 2y — 228 + A2xy,
B=ytohxy—2Yt—k (= —y—2hx 4+ Yy
und NV = (1 +22) (xy;,—yx;, -+ A).
Unter Berticksichtigung der Beziehungen
==X V= Vi
finden wir mit der Bezeichnung

’ZWL' - <r‘\: o '{}"‘7'1 + i) : <E‘z'_ a—’”z + i>

das Ergebnis M= Qun,—1): (m; + 1).

Wir berechnen noch den Winkel, den zwei aufeinanderfolgende
Geraden bilden, und erhalten

(M—M; . ) +MM; . )= my—m; ) (1 -Fugn, ) =tga
und damit die Bestitigung des ersten Satzes.

2. Satz: Die Geraden 4] A/ . . schneiden sich im Punkte 2,

ni

und dieser beschreibt bei einer kontinuierlichen Verinderung

von A einen Kreis mit dem Radius 7 =}/ 22 + 3% um den Mittel-
punkt des zum 27-Eck gehorigen Umkreises.
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Beweis: Mit den Koordinaten des Punktes A; und der Rich-
tung M; der Geraden A} A, . ; erhalten wir ihre Gleichung

&\, __fl) ~—n(A%; + ;) =2 0y; + ’v}') + v (x;—y;) =o.

!

Unter Heranzichung der analogen Gleichung fir 4], A4 ;.

finden wir fur 2 die Koordinaten
2. Ep=lx(®—1)+ 2] :(1 +23
und p=[—2h + 2—1)5]: (1 +A3).

£ p und 7p sind unabhingig von den Koordinaten der Punkte 4,
d. h. die Geraden A A] . ; schneiden sich in einem Punkte.

Eliminieren wir aus 2. den Parameter X, so finden wir die
Gleichung

2 2
pHp= 2"+~
Hiermit ist der zweite Satz vollstindig bewiesen.

3. Satz: Die Punkte A4} liegen auf einem Kegelschnitt.

Beweis: Es mogen folgende Bezeichnungen gelten:

| 7; + x} = s* = const und A:s = .
Aus den Koordinaten von A} und P finden wir

EA{“ Ep=4(y; +2x,): N und Naj——hp = k(hyi—x): N,
wobei ist '

N={(142%(xy;, —yx, -+ A).
Daraus ergibt sich fir R = 4,7
R =sk:N.

Setzen wir J;:5 = sin ¢, &;:5 = cos o, worin o den Winkel be-

deutet, den dic Gerade A4, A, . ; mit der positiven x-Achse bildet,
so erhalten wir

K
R = - e
(1428 (h+xsing—y cos @)
3‘
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Fiihren wir nun weiterhin ein
x+sin g —wy-cos @ =7 sin (p—e¢) und 7: /4 = ¢,

so bekommen wir
o K
A2 (14 gsin (p—¢)

4
wobeti tga:-j— ist. Damit haben wir auch den dritten Satz be-

,

[U3]

wiesen.

4.5atz: Die Schnittpunkte Q; = A; A/, X A} ;A0
liegen auf einer Geraden, deren Neigung gegen die grof3e Achse
des Kegelschnittes allein von A abhingt, ihr Abstand von dem
Brennpunkte £ des Kegelschnittes zusétzlich von dem Quotien-
ten A

Beweis: Nach der Konstruktionsbeschreibung ist 4] A7,
gegeben durch

[s (x — 7.—-1/ —n(y— 1—r1) AX o1 Vi +ﬂ2]
—7\[5\}’— '@+1>_'0(x“_1i+1) +«Tyi+1‘}’xi+1] = 0.

In Verbindung mit der analogen Gleichung fir A/, , 47 ., .,
finden wir

EQi: [<—'yi+1 — g )+ A (— Zipr £ ZyASi4«1)+7‘2xASi+]]
, , 1V, und
Yo T [(9‘71‘+1'é YAgi ) —h (3’171k+21Asl H> +7\}’A<z+1] Nt

wobet V., und Ag; ., definiert sind durch
Nipr =0 +2)Ag ., und Agy ) =y, —ay,
Es 148t sich leicht Gibersehen, daf3 die Determinante

=i o 1

()1—‘-1 0Q1+1 1

N
I

=Qi+2 Qit+e 1
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die Form annimmt

i

| Vi — M T — M Qg :
D= Yiy2—Y%ipe Fip2—Wir2 Dgipe |
Vies— s Ty —Wirs  Dsiyy ‘
Eine kleine Rechnung zeigt, dafl diese Determinante verschwin-
det, und damit ist der erste Teil des 4. Satzes bewiesen.

Fiir den weiteren Beweis bilden wir die Ausdriicke 05, — 754>

£0; — Eqiy und erhalten

Ni— NQi+1 = {/é [(xi01 Asive — %40 Agirr)

— A (Yip1 Bgivz—Vige Asz+1>]} :N;p1 und
qu - EQi+1 - {é [("—J’i+1 A5i+2 i A5i+1>

— A& 41 Agipr —Yige Agir)]} ‘Ni+1:

dabei ist N, ., gegeben durch
Nigr =0+ Ag; Agiis

Nach einer kurzen Umformung finden wir dann
(”}Qi_"l(ziﬂ) : (C:Qi_ C-Qi+1> s e s

Da nun die Richtung der groBen Achse des Kegelschnittes be-

. y .
stimmt war durch tg e =", so crhalten wir

4. 1
gy =— X
wobei y den Neigungswinkel der Geraden Q; Q;,, gegen die
groBe Achse bedeutet. So ist auch der zweite Teil des 4. Satzes
bewiesen.

Mit Hilfe von 4. und den errechneten Koordinaten Q; 148t sich
die Gleichung der Geraden Q; Q;,, nach kurzer Umformung
aufstellen. Man findet

5 E(x—M)+n(y+Mx)+a’=o.
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Bringt man diese Gleichung auf die Hessesche Normalform und
setzt die Koordinaten des Brennpunktes £ des Kegelschnittes
ein, so liefert dies:

6. o ]f B
p a—— 7 l"/ 1 _f:7\2
Das ist aber der dritte Teil des vierten Satzes.

Es sei noch zusitzlich bemerkt, daB sich der Neigungswinkel
o, der Geraden P gegen die Gerade M S ergibt aus

7. tg @ = 2x: (A2 —1).

Dabei bedeutet A den Mittelpunkt des zum 2n-Eck gehorigen
Umbkreises. Jetzt kénnen wir aus den bisherigen Sédtzen und ihren
Beweisen eine interessante Folgerung zichen:

5. Satz: Jedem Kegelschnitte ist eine zweifach unendliche
Zahl von Kreisen zugeordnet, aus denen er sich nach dem an-
gegebenen Konstruktionsverfahren ableiten 1aft.

Beweis: Durch die Vorgabe des Kegelschnittes sind uns
laut 3. bekannt

und ¢ =r:/.

= 4
T k(12
Daraus ergibt sich die Gleichung
3. r2—a =m (1 + rY)rg,

in der also nur 7z und ¢ bekannt sind. Damit ist auch der letzte
Satz bewiesen.

Bemerkung: Die Gerade Q; Q,,, darf 1. durch ihre Neigung
zur Achse des Kegelschnittes oder 2. durch den Abstand des
Brennpunktes von ihr gegeben sein. Im ersten Falle ist 2 durch
die Formel 5. bekannt, im zweiten Falle 140t sich aus 6. und 8.
der Wert von X errechnen. Gemeinsam diirfen Abstand und Nei-
gung nicht gegeben scin.
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Bemerkung zur vorstehenden Arbeit des Herrn Nehring.

VYon Oskar Perron.

Vorgelegt in der Sitzung vom 15. Januar 1938.

Die ersten beiden Sitze gehéren der Elementarmathematik an
und fordern dazu heraus, den analytischen viele Zwischenrech-
nungen dem Leser tiberlassenden Beweis durch einen elementar-
geometrischen zu ersetzen. Hier ist er:

Der Umkreis des 22-Ecks sei £2: der Winkel 8 werde an 4, .S
etwa nach links angetragen. Die Punkte S, 4;, 4;,,, 4; liegen
nach dem Satz vom Peripheriewinkel auf ecinem Kreis 4;. Die
Kreise £; und £;,, schneiden sich aufler in S noch in einem
zweiten Punkt 7. Da die drei Kreise £, #;, %;,, zwei parallele
Chordalen 4; A4;,y und A, A, .., (als gegeniiberliegende
Sciten des 222-Ecks) haben, ist auch die dritte Chordale S7 par-
allel zu 4; A;,. Der Satz vom Peripheriewinkel, angewandt auf

den Kreis £; bzw. £;,, lehrt, daB3 die Gerade 7°A4] bzw. 7'4]

i+n
entsteht, indem man an 7'S nach links den Winkel p antrigt.
Das heiBt, daB die Gerade 74} mit 74’;,,, also auch mit
Al Aj,, identisch ist und dall diese Gerade A4} 4], , mit 7S,
also mit 4; 4;,; den festen Winkel § bildet. Da sich zwei auf-

einanderfolgende 2s-Eckseiten 4; A;,; und 4;,, A; , unter dem
: o? .
Winkel 32 schneiden, so folgt daraus sofort Satz 1.

271

Die Mittelpunkte der drei Kreise £, 4;, £;,, liegen auf einer
Geraden, die senkrecht zu den drei parallelen Chordalen steht.
Die Punkte 7" und S liegen spiegelbildlich in bezug auf diese
Gerade. Daher ist, wenn der Mittelpunkt von £ mit M/ bezeichnet
wird, M7 = MS. Auf der Geraden 4] A],, gibt es dann auBer
7 noch einen zweiten Punkt P so, da3 auch MP = MT = MS
ist. Aus dem Viereck S7PM (das sich auch iiberschlagen kann)
folgt dann, daBl der Winkel SMP gleich 360° — 2y — 23
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=2[180%— (y + 3)] = 2@ ist (vgl. die Figur); und zwar entsteht
MP in allen Fillen (auch wenn sich das Viereck iiberschligt oder

wenn 2f groBer als 180" ist), indem man an M.S nach links den
Winkel 2f antridgt und P = MS macht. Der Punkt P ist also
unabhingig vom Index 7, so daB alle » Geraden 4] A;,, durch

p
f)
M
Ut
f;
S

thn hindurchgehen. Zugleich sieht man, dal}, wenn 8 von o? bis
360° wichst, der Punkt 2 einen Kreis mit dem Mittelpunkt 4/
von S an links herum genau zweimal durchliauft. Das ist der
Inhalt von Satz 2 und noch etwas mehr.



