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Beriihrungstransformationen der geoditischen Linien.

Von Heinrich Liebmann,

Vorgelegt von S. Finsterwalder in der Sitzung am 7. Dezember 1912.

Die vorliegende Arbeit behandelt eine Reihe von Beriih-
rungstransformationen, zu deren Untersuchung der Verfasser
durch die weiter unten genaunten Arbeiten von Blaschke
angeregt worden ist, der seinerseits an Study ankniipft.

In § 1 werden umfangstreue Berithrungstransformationen
auf beliebigen Flichen in Zusammenhang gebracht mit den
flichentreuen Punkttransformationen und den Beriihrungstrans-
formationen der Optik.

§ 2 und 3 befassen sich im bhesonderen mit der nicht-
euklidischen Geometrie, und zwar mit der Abbildung der Speere
der hyperbolischen Ebene auf die Punkte eines Zylinders, d. h.
der aus lauter auf einer Ebene senkrecht stehenden Geraden
gebildeten Fliiche, welche diese Grundebene in den Punkten
eines Kreises schneiden (§2) und einer bhesonders einfachen
iquilongen Speertranstormation, welche Zyklen in Zyklen iiber-
fihrt und einer vom Verfasser frither “untersuchten Kreis-
verwandtschaft genau entspricht (§ 3).

§ 1. Umfangstreue Beriihrungstransformationen.

Nach einem von Herrn W. Blaschke angegebenen Ver-
fahren®) konnen die umfangstreuen Beriihrungstransformationen
der euklidischen Ebene den flichentreuen Punkttransformationen
auf dem euklidischen Kreiszylinder zugeordnet werden.

1) Uber einige unendliche Gruppen von orientierten Berithrungs-
transformationen in der Ebene. Math, Ann. 69 (1909), S. 20+—217.
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Zu diesem Zweck muB jede Kurve durch ihre ,magische
Gleichung® dargestellt werden, d. h. durch die Gleichung zwi-
schen den Polarkoordinaten p und ¢, welche die Fulipunkt-
kurve () der Kurve darstellt, den Ort der Fufipunkte der
vom Koordinatenanfang O auf die Tangenten gefiillten Lote.
Dabei sind die Tangenten zu ,orientieren®, d. h. mit einem
Durchlaufungssinn zu versehen, und es unterscheiden sich zwei
entgegengesetzt orientierte zusammenfallende Gerade dadurch,
da p in —p und ¢ in @ - = iibergeht.

Durch Kinfithrung dieser orientierten Linienkoordinaten
(oder Speerkoordinaten) ergibt sich eine Zerlegung des
Bogenelementes der umhiillten Kurve in

ds=(p+p")dy=pdy+dp',

und da fiir eine geschlossene Kurve (X))
fds= (pdp+ fdp'= fpdy
I’ K K iy

ist, so kann der Umfang jeder geschlossenen Kurve durch die
Abbildung der Speere (p, ¢) auf die Punkte des Zylinders

£ 407 =

sofort als Flicheninhalt gedeutet werden, wobei die Abbil-
dung hergestellt wird durch die Gleichungen

E=cosqp, n =singp, {=p.

Blaschke weist nach?), daf jede Beriihrungstransforma-
tion, welche ,im weiteren Sinne umfangstreu® ist, d. h.
jede Kurve K°, deren Umlaufszahl 2, definiert durch das lings
der geschlossenen Kurve zu erstreckende Integral

1
t= g g

den Wert Null hat, notwendig eine Transformation der Speere
(p, @) sein muB. Dies gilt dann a fortiori auch fir die im
engeren Sinne umfangstreuen Beriihrungstransformationen.

1} A a. O, S. 214,
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welche den Umfang jeder geschlossenen Kurve ungeiindert
lassen. Aulierdem ist der Beweis auf jede Fliche iiber-
tragbar, da er nur von der Kigenschaft der Geraden Gebrauch
macht, kiirzeste Linie zu sein; d. h. es gilt der Satz:

Jede umfangstreue Berithrungstransformation auf
einer Fliche mufl eine Transformation der (orientier-
ten) geodiitischen Linien sein.

Dies vorausgesetzt, stellen wir die naheliegende Frage:

Konnen jeder IFliche andere Flichen zugeordnet
werden, derart, daf den (im weiteren Sinne) umfangs-
treuen Beriithrungstransformationen der ersten Fliiche
flichentreue Punkttransformationen der zugeordneten
Flichen entsprechen?

Die Beriithrungstransformationen miissen jedentalls Trans-
formationen der geoditischen Linien sein, und es wird sich
wieder darum handeln, die zweifach unendlich vielen geoditi-
schen Linien auf die Punkte der zugeordneten Fliche (wie z. B.
oben des geraden Kreiszylinders) abzubilden.

Um eine geeignete Darstellung des DBogenelementes zu
finden, fithren wir auf der gegebenen I'liche geoditische Polar-
koordinaten (p, ¢) ein, in denen das Bogeneclement gegeben ist
durch

ds? = dp*+ 2 (p, p)dg?

und diese Koordinaten verwenden wir als Koordinaten der (orien-
tierten) geodiitischen Tangenten der Kurven, dem Gedankengang
von Blaschke folgend: Ist OXF(OF))
das von O auf die geodiitische Tangente
der umhiillten Kurve im Punkte P(P))
cefilllte geodiitische Lot, und bezeichnet
man die Abschnitte vom FuBpunkt bis
zum Berithrungspunkt mit

q=1I0P, =4+ dq:Iﬂle
triigt man endlich von I aus auf der
benachbarten Tangente noch die Strecke &
q ab, Fig. 1.




582 1. Liebmann

F, P =y,
so ergibt sich fiir das Bogenelement PP, der umhiillten Kurve:
ds = PP = PP + P'P = PP dqg.
Ist ferner S der Schnittpunkt von OF mit F'P, so ist
nach dem bekannten Satz von Gauf3, demzufolge die Ortho-
gonaltrajektorien der von einem Punkt (£’) ausgehenden geo-

diitischen Linien auf ihuen gleiche Stiicke abschneiden, PS
gleich PF|, und demnach

PP=q—FP=q—SP=TP—SP=FS=((p¢)dy,
also

1) ds =dg+ f(p,p)do.

Damit st die fiir das Folgende mafigebende lineare Zer-
legung des Bogenelementes — die Abspaltung eines voll-
stindigen Differentials dg bewiesen.

Man kaunn diese wichtige Zerlegung auch als Spezialfall
allgemeinerer Untersuchungen und ohne von dem Gaufschen
Satze Gebrauch zu machen, in sehr einfacher Weise zeigen?):
Ist eine Malbestimmung gegeben mit dem Bogenelement

ds = (;1:7 yoy) dz,

so wird der Unterschied (P P') zweler von den Linienelementen
x,y,y und z4dz, y+ dy, y'-+ dy' ausgehenden geodiiti-
schen Linien bis zum Schnittpunkt

: dm

w(x, y,y)dx dy —y'dr) = .
(@ gy de + (dy - yida) - 5
In unserem Fall ist zu setzen

=@, Yy=p, @ (xa Y, ?/’) = '[/(27472 -+ f2 (pv_(k)v

auBerdem aber, weil die geodiitische Linie I'P auf O senk-
recht steht,

Y Vgl. . Engel, Uber Kurvenscharen, die zu einem gegebenen
Differentialausdruck kovariant sind (D. M. V. XIX, 1910, S. 112—120).
Ich verdanke den hier wiedergegehenen Beweis einer brieflichen Mit-
teilung des Verfassers.
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p’=0’

und hieraus folgt wieder:

=V (@P+7dy

—p'dp)=Ff(p, p)dg.

V( )’+f’

Wir fahren jetzt in der allgemeinen Betrachtung fort.
Fiir jede geschlossene Kurve K ist der Umfang

fds = (da+ (f(p, @) de.
K X e

Das erste Integral ist gleich Null. Das zweite aber liBt
sich schreiben:

P

_ 3f (p, ¥)
ff(p,(//)dw—fdfpf 3p dp,
K Q

kann also auf jeder Fliche mit dem Bogenelement
dsi = cxdp2 + ?‘fxdpd(p ‘{—g‘d(p?
als Flacheninhalt gedeutet werden, sobald die Beziehung
besteht:
) e of
=) V elgl_ﬁ:a;-
Dabei miissen natiirlich fiir ¢, f; und g, Funktionen von
» und @ gewihlt werden, die In ¢ periodisch sind mit der
Periode 2 7, und diese Periodizitit muf auch den rechtwink-
ligen Koordinaten
=& 9),
3) n =, ¢,
f=<4{)

der Fliche auferlegt werden, welche der zugeordneten Klasse
angehdrt. Dann aber folgt der Satz:

Jede flichentreue Punkttransformation

o) » =P o)
P, = D(p, 9)

Sitzungsb. d. math.-phys. K1. Jahrg. 1912, 38



534 H. Liebmann

auf einer der durch die Forderungen 2 und 3 definier-
ten Fliiche (I') ergibt eine (im welteren Sinne) um-
fangstreue Beriihrungstransformation auf der ersten
Fliche und umgekehrt.

(Verlangt man, daB die Bertihrungstransformation auch
im engeren Sinne, d h. fiir geschlossene Kurven mit von Null
verschiedener Umlaufszahl umfangstreu wird, so entspricht ihr
nicht notwendig eine flichentreue Punkttransformation, es muf
vielmehr die nur im weiteren Sinne umfangstreue Beriihrungs-
transformation erst noch durch eine Dilatation?) korrigiert
werden, welche bewirkt, dali dem Punkt O bei der Aufein-
anderfolge beider Transformationen eine Kurve mit dem Ge-
samtumfang Null entspricht.)

Syntaktische (optische) Beriihrungstransforma-
tionen. In den Untersuchungen Blaschlkes bilden ,syntak-
tische® Beriihrungstransformationen den Ausgangspunkt, d. h.
solche orientierte Berithrungstransformationen, bet denen syn-

taktische Paare von Linienelementen — Paare gleich orien-
tierter Ilemente mit gemeinsamer Normale — in eben solche

Paare iibergehen, also jede Schar von Parallelkurven in eine
eben solche Schar. Diese Transformationen sind mit den Be-
rithrungstranstormationen der Optik identisch.

Wir wollen jetzt nachweisen, dafi der von Blaschke?)
entwickelte Zusammenhang zwischen umfangstreuen (genauer
gesagt, die Umfiinge mit einem konstanten Faktor multiplizie-
renden) Beriithrungstransformationen und syntaktischen Trans-
formationen keineswegs auf die euklidische Ebene beschriinkt
ist, eine Beziehung, deren allgemeine Giiltigkeit doch noch
einer hesonderen Begriindung bedarf.

Wir nennen zwei gleich orientierte Elemente syntaktisch,
wenn die kilrzeste Verbindungslinie ihrer Punkte auf allen
beiden senkrecht steht. Kine syntaktische Berithrungstransfor-
mation soll jedes syntaktische Paar in ein syntaktisches Paar

1) Vgl. Blaschke, a. a. O., S. 211.
2) A, a. O, S. 208,
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iiberfithren, also jedes System von Orthogonaltrakjetorien geo-
diitischer Linien wieder In ein solches System. Kin Paar sol-
cher geoditischer Parallelkurven wollen wir als geoditischen
Parallelstreifen bezeichnen, und Breite ¢ dieses Parallel-
streifens modge der konstante Abschnitt heifien, den sie auf
den orthogonalen geoditischen Linien ausschneiden.

Jedem Parallelstreifen von der Breite ¢ entspricht dann
ein Streifen von der Breite ¢', wobei ¢' von ¢ allein abhingen
und von der Lage der syntaktischen Paare unabhiingig sein
mul, es ist also

1'=1-

Wir wollen zeigen, dati diese Funktion die Form haben muf

1(q) = kq.

Lassen wir niimlich aus einem syntaktischen Paare L,, L,
von Linienelementen, deren geodiitischer Abstand (L, L,) gleich
q ist, einen Parallelstreifen herauswachsen, der in seinem Ver-
lauf die geoditische Linie (A, A,) = ¢, == ng gerade n-mal
cleichsinnig durchsetzt, wobel A, A, wieder zwei syntaktische

Vs

’/\
// T,

/ /

2

Fig. 2.
38*
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Elemente sind?), so entsprechen den Paaren L, L, und 4,4,
zwel Paare L) Ly und dj A5 und es ist offenbar auch

i =ng,

wie die Konstruktion zeigt, also
a4 _

¢ q

Jeder solchen syntakiischen Berithrungstransformation ist
dann weiter eindeutig eine Beriihrungstransformation der geo-
diitischen Evoluten, d. h. der Umhiillungskurven der geoditi-
schen Normalen zugeordnet, welche Kurven vom Umfang w« und
der Umlaufszahl Null in Kurven vom Umfang %k# und der Um-
laufszahl Null transformiert. In der euklidischen Ebene kann
die Konstante & nachtriiglich durch Hinzufiigung einer Ahn-
lichkeitstransformation gleich Eins gemacht werden, fiir be-
liebige Flichen versagt dieser Weg selbstverstiindlich.  Wir
begniigen uns daher mit dem Ergebnis:

Jeder syntaktischen Berithrungstransformation
mit der Konstanten £ =1 ist eine Beriihrungstrans-
formation der geoditischen Evoluten eindeutig zu-
geordnet, die den im weiteren Sinne umfangstreuen
Beriihrungstransformationen zugehort.

Umgekehrt gehdren zu jeder im weiteren Sinne umfangs-
treuen Beriithrungstransformationen oo’ syntaktische Transfor-
mationen (£ ==1), und jede solche syntaktische Transformation
ist eindeutig bestimmt, wenn man angibt, welches zur geo-
ditischen Linie ¢i (dem Bild einer beliebigen geoditischen
Linie g, bel der umfangstreuen Transformation) senkrechte
Linienelement L) einem beliebig vorgeschriebenen zu g, senk-
rechten KElement L, entsprechen soll.

1) In Fig. 2 ist der Parallelstreifen der Ubersichtlichkeit halber
spiralisch gefiihrt.
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§ 2. Die Speere der hyperbolischen Ebene.

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, die allgemein gehaltenen
Betrachtungen im ersten Abschnitt des vorigen Paragraphen
im bhesonderen fiir die hyperbolische Geometrie durchzubilden
mit kurzem Ausblick auf die elliptische Geometrie. Beide Geo-
metrien teilen mit der euklidischen Geometrie die Eigenschaft,
dafi sich unter den Fliichen der Klasse J7 (S. 584, Z. 2) mit
Leichtigkeit solche ausfindig machen lassen, die auf die hyper-
bolische (elliptische) Kbene abwickelbar sind, und daf wir die
Abbildung der Speere der Ebene auf die Punkte von 17 durch
sehr einfache Konstruktion herstellen konnen.

Orientierte Linienelementkoordinaten der hyperboli-
schen Ebenel).

Fithrt man geodiitische Polarkoordinaten ein, so wird
ds* = Sin*pdo? +dp*, d.h.  [(p @) = Siup.
Die Gleichung der Geraden ist
x,Cofpcosyp + 2, Cofpsing — 2, Sinp = 0,

wobel p und ¢ die Polarkoordinaten von 17 sind (Fig. 1).

Iiir die Welerstrafischen Koordinaten des Schnittpunkts P
zweler unendlich benachbarten Speere s(p, ¢) und s'(p + dp,
¢ -+ d¢) findet man hieraus leicht

lx, = —p'singp + Cofp Sinpcosg
tay, = p'cosp -+ Cof pSinpsing
ixy = Cof?p,
wobej wegen der Beziehung
i —22t—a2i =1

zu setzen ist

7=V Goff p — (p)*.

!} Die analytischen Hilfsmittel sind dargestellt in dem Buch des
Verfassers: Nichteuklidische Geometrie, Sammlung Schubert 49,
2. Aufl,, 1912.
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Die Strecke ¢ ist als Entfernung des Punktes I mit den
Koordinaten

y, = Ginpceosp, y, = Sinpsing, y, = Cojp

von P leicht zu finden nach der Formel

Cof p
Cofq = Zyyy — 2, ¥, — Ty, = P

und hieraus
i

p

T Goip
oder

dpBofg — dop Sing Cofp = 0.

Diese Formel driickt analytisch die Bedingung dafiir aus,
daf zwel unendlich benachbarte Linienelemente (¢, p, q) und
(p +do, p-+dp, q-+ dg) vereinigt liegen, und sie geht fiir
kleine Werte von p und ¢ natiirlich in die von Blaschke fiir
die euklidische Geometrie gegebene Formel?)

dp — qdop =0
itber.

Das Linienelement der umhiillten Kurve kann direkt be-
rechnet werden, und man findet

P Cojp— (p')* Ginp|?

9 2 2_ 2 3 S )2
ds?=dz! 4+ dai—dux; {@mp—}— Goi*p — () dqg?.

und daraus leicht die Zerlegung

Coip +- 1’

. 1
ds = SGinpde + leog Goip —p"

Der erste Teil gibt das Bogenelement des geoditischen
Kreises, der zweite ist, wie man sofort bestiitigen kann, das
Differential von ¢ — ganz im Einklang mit den allgemeinen
Ergebnissen des ersten Paragraphen.

Sind die beiden unendlich benachbarten Speere parallel,
so wird

') Blaschke, a. a. 0., 8. 205.
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g=Fto, Tgg==1, (p)—GCof'p =0,
ist aber
(p)* > Cof p,
so haben wir eine gemeinsame Senkrechte, deren Weierstraf-
sche Linienkoordinaten u, u, u, durch dieselben Formeln ge-
geben werden, wie oben die Koordinaten des Schnittpunktes,
nur mit dem Unterschied, daB 1 zu ersetzen ist durch

n=V (@) — Cojtp.

Fiir den Abstand r des Schnittpunktes der gemeinsamen
Senkrechten mit dem Speer (p, ) vom Fufipunkt F' findet man

1 Coir = —u sing + u,cos @ = p’,
daher
Tgr = _@011_27‘
p

Wir fithren in aller Kiirze auch die Krgebnisse in der
elliptischen Geometrie an. In Polarkoordinaten (p, ¢) be-
kommt man fiir das Bogenelement

ds? = sin?pdp? 4 dp?
und aus der Gleichung der Geraden
Z,cospcos @ + T,cospsing — z,sinp = 0
findet man leicht fiir das Bogenelement der umbhiillten Kurve
. “cosp + (p)sinp
ds = (smp + — ) +cos?p do
. P’
= d oty ——
sinpd ¢ + darctg 205’

withrend andererseits fiir ¢ = I'P (Fig. 1) hier leicht zu be-
rechnen ist
_
tang ¢ ok
Die Gleichung

dpcosq —dgcospsing = 0
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ist hier die Bedingung fiir die vereinigte Lage zweier Nachbar-
elemente.

Der Ausdruck fiir die Strecke q(F'P) ist fiir die weitere
Dartellung erforderlich, daher war auch eine an sich nicht
notwendige Bestiitigung der Formel (1) von § 1 angebracht.
Als wichtigstes und selbstverstindlich ohne die Berechnung
von ¢ bereits angebbares Resultat haben wir erhalten:

In allen drei Geometrien mit dreigliedriger Be-
wegungsgruppe kann der von

ds =dg+ fdp

f = p (euklidische Geometrie)

{ = sinp (elliptische Geometrie)

f = @&in p (hyperbolische Geometrie)
sich abspaltende Teil fd¢ als Inhalt eines von der
Abszissenachse p=0zwei Ordinaten und einem Bogen-
element begrenzten Streifens gedeutet werden in einer
anderen Ebene mit der gleichen Makbestimmung.

In der Tat sind ja

pdy, sinpde, Sinpde
die MafBzahlen fiir den Inhalt eines Streifens.

Die Abbildung auf dem Kreiszylinder. Errichtet
man in allen Punkten eines Kreises vom Radius a, dessen
Mittelpunkt O ist, die Senkrechten zur Ebene der Speere, so
erhiilt man einen Zylinder, und fiir den Flichenstreifen, der
von einem Element des Grundkreises, zwei Mantellinien und
einem Element einer auf dem Zylinder gelegenen Kurve be-
grenzt ist, die Werte

df =apdp, df =sinasnpdp, df = &inaSinpdey.

Hierdurch wird die (von Blaschke in etwas anderer Form?)
fir die euklidische Geometrie gegebene) Abbildung der Speere
auf die Punkte des Zylinders nahegelegt, welche die umfangs-

1) Blaschke, a. 2. 0., . 210.
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treuen Berithrungstransformationen in die flichentreuen Punkt-
transformationen verwandelt.

Man bringt die orientierte Normale des Speeres zum Schnitt
wit dem Grundkreis des Zylinders. Dabel ist derjenige Schnitt-
punkt zu wihlen, in dem die orientierte Normale den Grund-
krels von innen nach aufien durchdringt. Von diesem Punkt
ans ist dann die mit Vorzeichen behaftete Strecke p auf der
Lindurchgehenden Mantellinie abzutragen.

Damit sind die Speere eindeutig abgebildet auf die Punkte
des Zylinders, und zwei der Lage nach zusammenfallende
Speere bilden sich auf zwei Punkten ab, deren Verbindungs-
linie durch den Koordinatenanfang geht.

Setzt man sina =1, so artet der Zylinder einfach in eine
elliptische Ebene aus (und die konformen Punkttransformationen
werden, wie eine einfache Uberlegung zeigt, direkt den #qui-
longen Transformationen zugeordnet).

Kingehender verweilen wollen wir bei dieser Abbildung
in der hyberbolischen Geometrie unter der Voraussetzung

Sina = 1.

Der zur Strecke e als Parallelwinkel!) gehérige Winkel
IT(a) ist dann gleich L. Wir werden sogleich sehen, daf
die Abbildung der Speere auf die Punkte des Zylinders dann
zu geometrisch leicht deutbaren Krgebnissen fiihrt.

Einem Speer s(p, ¢) der Ebene entspricht der Punkt mit
den Weierstrafischen Koordinaten

x, = Cofpecosqp, z, = Cojpsing, x, = &inp
g, =V1+ 2+ 22+ 22 = (Eoip-]/g
auf dem Zylinder
i —x = 0.
Das Bogenelenent eines Parallelkreises ist gleich

Cofp-de

) Liebmann, Nichteuklidische Geometrie, S. 80.
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und das Element einer erzeugenden Geraden gleich dp, der
Neigungswinkel z eines Linienelementes auf dem Zylinder gegen
den Parallelkreis also gegeben durch

dp

= ol pdy =0 (5589,

tang t

Man sieht, daB nur fiir tang®r <1 dem Linienelement auf

dem Zylinder ein reelles Linienelement des Speeres entspricht,
denn fiir reelle Werte von ¢ ist stets

TP <l1.

Das Bild eines reellen Linienelementes des Speeres kann
auch leicht konstruiert werden. Legt man im Bildpuukt S an
den Parallelkreis die Tangente, trigt auf ihr von S aus die
Strecke ST ==a ab und errichtet auf ST in 1" wieder die
innerhalb der Tangentialebene gelegene Senkrechte von der
Linge

TU=yq,
so wird im rechtwinkligen Dreieck ST'U der Winkel bei S
bestimmt durch
Zgq
tang L 7'SU = Gina = Tgq,

also ist

< I8U ==,

d. h. die Hypotenuse SU gibt im Punkt S die Richtung des
Linienelementes an, das das Bild des Linienelementes (¢, p, q) ist.

Bezeichnen wir als ,Pseudowinkel® zweier Linienelemente
im S die Differenz

Aq = 4%rg Tg (tang),

so sehen wir, dafi den #iquilongen Speertransformationen der
hyperbolischen Ebene, denjenigen Beriihrungstransformationen
also, welche den Abstand der Punkte je zweier Linienelemente
desselben Speeres ungeiindert lassen, die pseudokonformen
Punkttransformationen unseres Zylinders entsprechen.  Als
Winkelmai g dient dabei einfach die einem Winkel 7 (vom
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Parallelkreis und Bogenelement) gegeniiberliegende Kathete des
rechtwinkligen Dreiecks ST'U, dessen andere Kathete T'U
gleich ¢ ist.

Den Linienelementen, fiir die

tang?7 =1

ist, entsprechen die unendlich fernen Linienelemente des Speeres.

Wird tang®t>1, so entspricht dem Linienelement in S
(auf dem Zylinder) kein reclles Linienelement des Speeres mehr,
doch liBt sich die Konstruktion leicht so abindern, dafi sie
eine reelle Bedeutung behilt, wir miissen nur an Stelle des
rechtwinkligen Dreiecks das Viereck mit drei rechten Winkeln
nehmen bei unserer in der Tangentialebene des Zylinders aus-
gefithrten Konstruktion.

Auf der Tangente des Parallelkreises tragen wir wieder
die Strecke

ST =uq

ab, errichten dann in 7' auf ST die Senkrechte von der Linge
TR = r, wobel

S
Tgr — 2 (<1
p
ist. In R errichten wir nochmals auf 7T'R die Senkrechte und
fillen auf sie vom Bildpunkt S das Lot SU. Die Bestimmungs-
stiicke des Vierecks S7 RU, das nur bei S einen spitzen Winkel

hat, sonst lauter rechte, sind dann
TR=vr, SI'=a (Gna=1),

und der spitze Winkel wird bestimmt durch

; _ Gina _ p'
tang < I'SU = Tgr — Gofp = tang 7,
d. h. es ist wieder
L TSU = +.

r ist in diesem Fall gerade der Abstand des FuBpunktes '
vom Schunittpunkt der gemeinsamen Senkrechten der einander
jetzt nicht reell schneidenden Speere s(p, ¢) und s'(p + dp).
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@ -+ do), mit dem Speer s (S. 589, Z. 13) und damit hat das
sich nicht reell abbildende Linienelement von S U m 8 seine
reelle Deutung in der hyperbolischen Ebene gefunden.

Hiermit ist dann fiir jeden dem Speer s(p, ¢) unendlich
benachbarten Speer s'(p 4 dp, ¢ + d¢), mioge er den ersten
schneiden, zu ihm parallel sein oder ein gemeinsames Lot mit
thm haben, in der =zylindrischen Abbildung der Speere das-
jenige dem Bildpunkt S angehorige Linienelement durch eine
sehr einfache Konstruktion gegeben, welches den Bildpunkt S
des unendlich benachbarten Speeres enthiilt?).

§ 8. Die komplementire Speerinversion.

Wir verweilen noch bei den zuletzt hesprochenen dqui-
longen Speertransformationen, und zwar bei denjenigen, welche
Kreise in Kreise iiberfithren. Wihrend in der euklidischen Geo-
metrie keine einfachen Beziehungen zwischen den iiquilongen
Berithrungstransformationen und den (konformen) Punkttrans-
formationen der Kreise bestehen, gilt fir die nichteuklidische
Greometrie die volle Dualitit?),

Ferner aber ist schon die Theorie der Punkttransforma-
tionen der Kreise in der hyperbolischen Ebene ebenso ein-
fach wie in der euklidischen, wenigstens kann die ,Trans-
formation durch komplementire Ordinaten® in der hyperboli-
schen Geometrie durchaus der Transformation durch reziproke
Radien an die Seite gestellt werden, und man bedarf zu der
Ableitung ihrer Haupteigenschaften gar keiner metrischen
Relationen?).

Im folgenden wollen wir eine ebenso einfach #quilonge
Speertransformation behandeln, einzig und allein auf der

) Blaschke fiihrt in seiner Abhandlung: Uber die Laguerresche
Geometrie orientierter Geraden (Archiv d. Math. u. Phys. III, 18, S. 182 ff.)
die ,Pseudowinkel® und die ,Pseudokonformitiat® fiir gerade Zylinder
des euklidischen Raumes ein.

?2) Beck, Am. Trans., Vol. XI, 4 (1910).

3) Liebmann, a. a. O, 8. 45 .
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Grundlage, welche die so fundamentale Zuordnung zwischen
dem rechtwinkligen Dreieck und dem Spitzeck (Viereck mif
drei rechten Winkeln) gibt, ein Ausgangspunkt, der sich bei
allen der hyperbolischen Geometrie eigentiimlichen Konstruk-
tionen immer wieder bewihrt?).

Diese einfachste fquilonge Speertransformation wollen wir
als komplementire Speerinversion bezeichnen.

Jedem Speer p, ¢ wird der Speer p,, ¢, zugeordnet,
dessen Koordinaten gegeben sind durch

p=nt¢
I(p) = 3 + ()

oder

p=—r,
wenn man Strecken, deren Parallelwinkel sich zu einem rechten
ergiinzen, Komplementiirstrecken®, also durch Akzente, unter-
scheldet, auBerdem aber die bereits von Lobatschepkij ver-
wendete Festsetzung fiir den Parallelwinkel negativer Strecken

gebraucht
I {(—p)=a—1(p).

Wir haben zunfichst zu zeigen, daf diese Linieninversion
wirklich eine dquilonge Transformation ist. Aus der oben
erwihnten Zuordnung folgt leicht, dal zu jedem rechtwinkligen
Dreieck mit der Hypotenuse ¢ den Katheten ¢ und b und den
Winkeln 2 und u (gegeniiber @ und 0) ein zugeordnetes Spitz-
eck mit dem Winkel

Tz
=]
gehort, dessen Seiten, vom Scheitel des spitzen Winkels aus
gerechnet, der Reihe nach sind: m definiert durch
I(m) = u
¢y @ und b'.

1) Vgl. die in diesem Jahrgang der Berichte, S. 273287 veroffent-
lichte Arbeit.
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Bilden wir den (linksdre-
henden) Speer s, ab (Fig. 3)
und errichten auf OP in O
die Senkrechte, so zeigt sich
auf Grund der Zuordnung, daf
das Bild si des Speeres und
diese Senkrechte ecin gemein-
sames Lot haben P{ Q. Im
einzelnen findet man, wenn
gesetzt wird

Fig. 3. OF=p, FP=¢q; OP=rv,
L OPF =g,

fiir das Viereck O Qi P F' die Stiicke
OF;=9p', FiPi=yq, @ Pi=v, 0Q =s.

Hieraus folgt, dai den (linksdrehenden) Speeren durch P
die (rechtsdrehenden) Speere si entsprechen, welche die Ab-
standslinie

1 P = ' = const

bertihren und dem Linienelement des Speeres s, in F das Linien-
element des Speeres s in Pj. Die Transformation ist also wegen

g=IFP=FP

eine diquilonge Speertransformation. Dem zu s, entgegen-
gesetzt orientierten, mit ihm zusammenfallenden Speer s, ent-
spricht dann s} (vgl. die Figur) und den Linienelementen
eines Punktes P(OP = r) die Linilenelemente einer
Abstandslinie, deren beide Aste konstanten Abstand O
= 3P, = ' von derjenigen Geraden haben, die in O auf
O P senkrecht steht. Diese Gerade nennen wir die Mittel-
linie der Abstandslinie.

Aus derselben Figur folgt, wenn wir s festhalten und r’
varileren:

Den zu einer Geraden ¢ senkrechten Linienelemen-
ten (d. h. den Linienelementen, deren Punktort ¢ ist und die
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auf ¢ senkrecht sind) entsprechen wieder Linienelemente,
deren Punktort eine Gerade ist (O P) und die mit dieser
Geraden einen konstanten Winkel einschliefien.

Die zweite Gerade geht durch O und ist senkrecht zu dem
von O auf ¢ gefiillten Lot 0@ = s, der Winkel, den die ab-
oebildeten Linienelemente mit ithrem Punktort einschlieBen, ist
o = II(s).

Betrachten wir jetzt alle orientierten Zyklen, die in O eine
bestimmte Gerade beriihren, also lauter orientierte Zyklen mit
cinem gemeinsamen Linienelement in O, so schneidet eine Ge-
rade durch O alle diese Zyklen unter demselben Winkel. Aus
der soeben festgestellten Abbildung folgt dann, daf die Bilder
dieser Zyklen Orthogonaltrajektorien einer Geradenschar sind,
und zwar besteht diese Schar aus der Gesamtheit aller Speere,
welche parallel sind zu dem Speer durch den Punkt O, den
man erhiilt, wenn man die gemeinsame orientierte Tangente
der Zyklen un einen rechten Winkel dreht im Sinne des Uhr-
zeigers (nach rechts), d. h.:

Jedem orientierten Zykl durch O entspricht ein
Grenzkreis und einem Beriihrungsbiischel mit gemein-
samer Tangente in O eine Schar konzentrischer (ko-
axialer) Grenzkreise.

Die folgende Betrachtung zeigt uns dann, welcher Art die
Bilder von Zyklen sind, die zwei reelle Tangenten durch den
Punkt O senden. Betrachtet man eine Schar konzentrischer
Grenzkreise und auf jeder von ihnen den Punkt, der an einer
bestimmten Achse einen gegebenen Abstand w hat, legt man
forner in diesen Punkten die Tangenten an die Grenzkreise,

so werden sie, sobald er hinreichend groff ist <H(u)<»:—'>,

cine Abstandslinie umbhiillen, d. h. sie miissen, weil sie ja alle
denselben Winkel mit « einschliefien, auch denselben kiirzesten
Abstand von jener bestimmten Achse haben, und es sind die
Tangentenabschnitte von den Berithrungspunkten mit dieser
Abstandslinie bis zu den Beriihrungspunkten mit allen kon-
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zentrischen Grenzkreisen gleichlang; die Mittellinie der Ab-
standslinie gehort selbst mit zu den Achsen dieser Schar von
Grenzkreisen.

Diese Beziehung zwischen konzentrischen Grenzkreisen und
den Abstandslinien, deren Mittellinie eine gemeinsame Achse
der Grenzkreise ist, wenden wir ant).

Um das Bild eines Zykls (k) zu finden, der einen Speer
durch O in I beriihrt, beachten wir, dat der Zykl aufer O7
mit jedem Zykl des den Speer in O beriihrenden Biischels von
Zyklen noch eine zweite gemeinsame Tangente hat, deren Linge
ebenfalls gleich OZ ist. Dem Beriihrungsbiischel entspricht
ein Biischel koaxialer Grenzkreise, dem Zykl (k) eine Kurve,
deren Tangenten die Grenzkreise berithrven, und die Abschnitte
auf allen Tangenten zwischen den beiden Beriihrungspunkten
miissen gleichlang sein. Aus dem zuvor Gesagten folgt danu,
daff diese Kurve eine Abstandslinie sein muf und so findet
man das Krgebnis:

Jedem Zykl, der zwei reelle Tangenten durch O
sendet, entspricht eine Abstandslinie. (lhre Mittellinie
ist die Verbindungslinie der unendlich fernen Punkte der Bilder
derjenigen beiden Speere, welche auf den genannten Tangenten
im Berithrungspunkt senkrecht stehen, wobei die Orientierung
zu beachten ist.)

Es bleibt noch der Nachwels zu erbringen, daf auch die
Bilder von Zyklen, die keine reellen Tangenten durch O senden,
wieder Zyklen sind; er ist mit den Hilfsmitteln der Geometrie
der hyperbolischen Ebene nicht so einfach zu leisten wie die
bisher betrachteten K#lle, weil auf noch mehr Einzelheiten
eingegangen werden miifite.

Abbildung der komplementéren Linieninversion
auf den Raum. Auf einen Schlag erhalten wir alle Ergeb-
nisse der Linieninversion, wenn wir genau wie bei der Trans-

1) Vgl. Nichteuklidische Geometrie, S. 48, wo die analoge Eigen-
schaft der Abstandslinien beniitzt wird., dab sie Isogonaltrajektorien kon-
zentrischer Grenzkreise sind.
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formation durch komplementire Ordinaten den Raum als Hilfs-
mittel beniitzen 1),

Brrichtet man in P auf der Grundebene die Senkrechte
PP, und zieht durch O die Parallele OP_, legt ferner durch
0 die zu OP senkrechte Ebene und sucht auf der Grundebene
die FuBpunkte der Geraden, welche zur soeben konstruierten
Ebene senkrecht stehen (das ,Randbild“ auf der Grundebene),
so erhiilt man genau die oben schon. konstruierte Abstandslinie,
welche dem Punkt P bei der Linieninversion zugeordnet ist,
denn die Schnittgerade der beiden Ebenen steht auf OP in O
senkrecht und der konstante Abstand des Randbilds von dieser
Schnittgeraden wird gerade die zu O P komplementire Strecke.

Hiermit ist eine Beziehung zwischen komplementiirer Linien-
inversion auf der einen Seite und der Zuordnung der durch O
gehenden Geraden OF_ zu den auf OF_  in O senkrechten
Kbenen gegeben, die nur ausgebaut zu werden braucht, um in
cinfachster Weise die Bilder aller Zyklen bei der Transforma-
tion der Grundebene zu finden.

Wir konstruieren zu einem orientierten Zykl (z. B. einem
Kreis % vom Radius r) zuniichst die Ebene F;, deren Randbild
er ist, wir errichten also im Mittelpunkt des Kreises nach der
Seite hin, von der aus gesehen der Drehungssinn positiv ist,
die Senkrechte auf der Grundebene und tragen die Liinge »
ab, durch den Endpunkt legen wir dann die zu » senkrechte
Ebene f9,. Sodann ist von O aus das Lot auf Fj zu fillen
und der Rotationskegel (O F;) zu konstruieren, dessen Krzeu-
gende parallel sind zur Ebene FE. Um das Bild des Kreises
zu finden, hat man den Rotationskegel zu konstruieren, der
von den zu den FErzeugenden des Kegels (O, Iy) senkrechten
Ebenen durch O umhiillt wird, dann die Ebene Fj zu kon-
struieren, zu der jener Umhiillungskegel asymptotisch ist, und
endlich das Randbild %' der Ebene . auf der Grundebene zu
zeichnen. Durch die Reihenfolge (Zykl &, Ebene Ly, Ebene F,.
und Randbild %) wird die Abbildung vermittelt. Die einge-

1) Nichteuklidische Geometrie, S. 62—64.

Sitzungsh. d. math.-phys. K. Jabrg, 1912, 39
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schalteten Rotationskegel sind nicht notig, geben aber den Zu-
sammenhang mit der polaren Abbildung der Strahlen durch O
auf die zu ihnen senkrechten KEbenen durch O, von der wir
ausgingen, dentlich an.

Noch durchsichtiger sind die komplementiren Linieninver-
sionen, wenn wir sie mit Hilfe der letzten Uberlegung aus-
bauen zu einer komplementiren Ebeneninversion. Bei
dieser Transformation wird der Ebene des Raumes, deren Ab-
stand von O gleich OF = p ist, eine der beiden Ebenen zu-
geordnet, welche auf O senkrecht stehen und auf dieser Ge-
raden O von abgerechnet die Strecke p’ abschneiden, welche zu p
komplementiir ist. Die Ebenen sind noch zu orientieren, d. h.
mit einem Drehungssinn um F' zu versehen; die Senkrechte O/
orientieren wir so, dafi sie die Ebene von der Seite her durch-
dringt, wo der Sinn der Drehung negativ (rechtsdrehend) er-
scheint, und bezeichnen mit a, f, y die Winkel der so orien-
tierten Normale mit drei zueinander senkrechten Achsen, mit p
den mit Vorzeichen versehenen Abstand der Ebene von 0.
Dann sind a, f, 7, p orientierte Ebenenkoordinaten, und es
entspricht einer Ebene (a, f, y, p) die Ebene

a1=n+a’ ﬁ1=7t+ﬂ, }/1=7E—|-}’, plz_p‘_

Die Abbildung der orientierten Zyklen der Grundebene auf-
einander bei der komplementiiren Linieninversion erhilt man
dann einfach, indem man vom orientierten Zykl zur orientierten
Ebene FE iihergeht, deren Randbild der Zykl ist, dann zur
Ibene Ey, dem Bild von Ej bei der komplementiiren Inversion
orientierter Ebenen und endlich von hier wieder zum Randbild %
in der Grundebene.

Je nachdem % ein Kreis, ein Grenzkreis oder eine Abstands-
linie ist, wird £, mit der Grundebene ein gemeinsames Lot
haben, einen gemeinsamen unendlich fernen Punkt oder eine
gemeinsame Sekante, das Bild L) aber wird die Grundebene
dann und nur dann schneiden, wenn sich von O aus zwei reelle
Tangenten an % legen lassen, Iy wird mit der Grundebene
einen gemeinsamen unendlich fernen Punkt haben (,Zwischen-
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ebene® sein), wenn £ durch O geht; und endlich wird £ mit
der Grundebene ein gemeinsames Lot haben, wenn sich von O
aus an & keine reellen Tangenten legen lassen. Dies alles
ergibt sich sehr leicht, wenn man die zur Konstruktion ge-
brauchten Hilfsebenen alle mit der Ebene schneidet, welche
auf der Grundebene senkrecht steht und eine Symmetrieachse
des abzubildenden Zykls % enthiilt.

Die komplementiire Kbeneninversion ist ihrerseits eine
iquilonge Speertransformation, welche Sphiren (Kugeln,
Grenzflichen, Abstandsfliichen) des hyperbolischen Raumes
wieder in Sphiren iiberfithrt und kann selbstverstiindlich auch
clementargeometrisch weiter untersucht werden wie die Linien-
inversion.
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