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Uber den Taylorschen Lehrsatz fiir Funktionen
einer reellen Verdnderlichen.

Von Alfred Pringsheim.

Vorgetragen in der Sitzung am 2. Mirz 1912

In mehreren vor nahezu zwanzig Jahren von mir publi-
zierten Arbeiten?) habe ich versucht, die Theorie der Taylor-
schen Reihe fiir Funktionen einer reellen Veriinderlichen zn
einem gewissen Abschlusse zu bringen, einmal durch Aufstel-
lung einwandfreier und miglichst durchsichtig gearteter Bei-
spiele von unbeschriinkt differenzierbaren Funktionen, deren
Taylorsche Entwickelung an vereinzelten oder auch an iiberall
dicht liegenden Stellen entweder bestiindig divergent ausfiillt
oder aber konvergiert, ohne die erzeugende Funktion dar-
zustellen; sodann, indem ich die bis dahin ausschlieflich als
hinreichend bekannten Giiltigkeitsbedingungen des Taylor-
schen Satzes zu notwendigen und hinreichenden erginzte.

1) 1. Zur Theorte der Taylorschen Reihe und der analytischen
Funktionen mit beschriinktem Existenzbereich. Math. Ann. 42 (1893),
p. 153, — 2. Uber Funktionen, welche in gewissen Punkten endliche
Differentinlquotienten jeder endlichen Ovdnung, aber keine Taylorsche
Reihenentwickelung besitzen. Math. Ann. 44 (1894), p. 41. — 3. Uber
die notwendigen und hinreichenden Bedingungen des Taylorschen
Lehrsatzes fiir Funktionen einer reellen Variublen. FEbendas., p. 57. —
1. Uber die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Ent-
wickelbarkeit von Funktionen einer reellen Varialilen nach der Taylor-
schen Reihe und iiber nichtentwickelbare Funktionen mit durchweg
endlichen Differentinlquotienten. Chicago Congress {1898), Math. Papers,
p. 288.
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Obschon ich das letztere, bel dem damaligen Stande der Frage
immerhin einigermaBen tiberraschende Resultat!) mit verhiiltnis-
miiliig einfachen (damals glaubte ich sogar mit den ,denkbar
einfachsten®) Hilfsmitteln gewonnen hatte, so ist es mir neuer-
dings gelungen, den wesentlichsten Teil der betreffenden De-
duktion, niimlich den Beweis fiiv die Notwendigkeit einer
gewissen Bedingung so erheblich zu vereinfachen?), dali er in
seiner jetzigen Gestalt in jeder Elementar-Vorlesung iiber Dif-
ferentialrechnung Platz finden konnte. Dieser vereinfachte
Beweis bildet den Inhalt des ersten Paragraphen der folgenden
Mitteilung. In § 2 gebe ich dann auch fiir den hinreichen-
den Charakter der fraglichen Bedingung einen nach meinem
Dafiirhalten durchaus neuen und zugleich #ufierst einfachen
Beweis, welcher, im Gegensatz zu dem hisherigen, nicht auf
der Taylorschen Formel mit einem Restgliede, also schliels-
lich auf dem Mittelwertsatze der Differentialrechnung, viel-
mehr auf dem Satze beruht, daf; eine Funktion mit verschwin-
dendem vollstiindigen Differentialquotienten eine Konstante sein
mufl. Nun pilegt man zwar gewthnlich diesen letzteren Satz
als Folgerung aus dem erwiihnten Mittelwertsatze herzuleiten.
Indessen Lift er sich, wie hier ausdriicklich hervorgehoben
werden mige, auch unabhiinglg davon und zwar merklich ein-
facher, als der Mittelwertsatz begriinden, zu dessen strenger
Herleitung ja der Weierstrafische Satz iiher die Ixistenz
eines grifiten bzw. kleinsten Wertes jeder in einem Intervalle
stetigen Iunktion oder ein diesen Satz umgehendes, immerhin
einigermalien kiinstliches Verfahren®) erforderlich ist.

1) Vel. die in der vorigen Fulinote unter Nr. 8 angefithrte Abhand-
lung p. 61. (NB. Auf die ebengenannte Abhandlung heziehen sich auch
die folgenden Zitate.)

2) Bei dem fritheren Beweise beniitzte ich insbesondere einen fiir

Anfiinger wohl ziemlich schwierigen Satz iiber gleichmiifiige Konvergenz
von Reiben, die nach Funktionen zweier Variablen fortschreiten. Vgl
a. a0, p. 65, 80,

5) Vel G. Kowalewski, Grundziige der Differential- und lntegral-
rechnung (Lelpzig 1909), p. 69 1
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Besitzt niimlich f(z) fir z, <2 <X einen vollstindigen,
bei 2 = u, bzw. x = X wenigstens einen rechten bzw. linken!),
bestindig verschwindenden Difterentialquotienten, so Lifit sich
nach Annahme eines beliebig kleinen ¢ > 0 eine Folge wach-
sender, mit , beginnender Zahlen =, (r = 0,1,2,...) so aus-

withlen, daly fiir » =1, 2, 3, ... bestiindig:
() —f(x._1)
/,;,L) _ ,7ff'(,_l‘_l < g’
Ly = Tr—1

also schlieBlich:
fo) = f(a) < @ —a,.
Bedeutet also x eine ganz beliebige, von x, verschiedene
Stelle des betreffenden Intervalls, so hiitte man analog:

F) ~Flry) <o w

d. h. schlieBlich:

z, <&+ X—ux,,

f(x)=[(x),
falls es allemal moglich 1st, das Intervall (z,#) durch Iin-
schaltung  eimer endlichen Anzahl von Zwischenwerten
e (v=1,2,... 1) In Teil-Intervalle (z,_1z.) baw. (z,z) zu
zerlegen, derart dafy fiir jedes derselben cine Ungleichung von
der oben angegebenen Form besteht. Die Annahme des Gegen-
tetls erweist sich aber auf Grand einer hekannten Schlufiweise ?)

1) Es wirde offenbur auch geniigen, bei =y hzw. = X die
blofie Stetigkeit nach rechts baw. links fiir /'(#) vorauszusetzen.

%) Bs ist das diejenige Schlufiweise, welche Heine (Journ. f. Math
74 [1872], p. 188) zum Beweise der gleichmiifigen Stetigkeit einer punkt-
weise stetigen Fuuktion angewendet hat und deren Resultat in etwas
verallgemeinerter Form neuerdings als Heine-Borelsches Theorem be-
zeichnet zu werden pflegt. Im iibrigen verdient bemerkt zu werden,
dafs der Bewels fie die gleichmiiBige Stetigkeit im wesentlichen
schon ganz in derselben Form bel Dirichlet vorkommt, sofern die
von G. Arendt herausgegebenen Vorlesungen iiber bestimmte Integrale
(gehalten im Sommer 1854) als authentisch gelten dirfen (siehe a.a. O.,
p-+—6). Dabei bezieht sich der von mir soeben gemuchte beschriinkende
Zusatz: ,im wesentlichen® lediglich darauf, dafi Diriehlet, stait
mit Ungleiechungen von der Form [l )=l _) <e mit Glei-
chungen: f(o)) - fr,_ ) =1« operiert, so daly er also unnotigerweise
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als unmdglich, sobald man in entsprechende Erwiigung zieht,
daB fiir jede innere Stelle des Intervalls auch ein rilckwiirts
genommener, verschwindender Ditferentialquotient existiert.

Im iibrigen méochte ich zur Vermeidung jedes Mifiver-
stiindnisses bemerken, daly ich den von mir in § 2 gegebenen
Beweis fiir die Hntwickelbarkeit nach der Taylorschen Reihe
nicht etwa als einen formlichen Krsatz fir den auf dem
Mittelwertsatze berulienden angesehen wissen will, da ja
dieser letztere Satz zu den unentbehrlichsten Hilfsmitteln der
Differentialrechnung gehort und zweifellos die natiirlichste
Grundlage fiir die Herleitung des Taylorschen Satzes bildet.
Immerhin scheint mir der fragliche Beweis wegen seiner prin-
zipiellen Tinfachheit ein gewisses iisthetisches Interesse zu
hesitzen.

Die auch schon in meiner fritheren Arvbeit und zwar dort?)
mit Beniitzung des Lagrangeschen Restausdruckes erwiesene
Moglichkeit, die in § 2 als notwendig und hinreichend erkannte
Hauptbedingung noch i gewisser Weise zu reduzieren, wird
m § 3 ohne diese Hilfsmifte], lediglich mit Verwendung be-
kannter Potenzreithen-Eigenschaften begriindet.  Der Vollstiin-
digkeit halber wird dann schliefilich in § 4 die Beziehung der
Cauchyschen und Lagrangeschen Restausdriicke zu der frag-
lichen Hauptbedingung in einer gegeniiber der frither?®) ge-
gebenen Darstellung noch etwas vereinfachter Form erirtert.
die Giltigkeit des sogenannten Zwischenwertssatzes fir stetige Funk-
tionen voraussetzt. Selbstverstiindlich bleibt dadurch die bhemerkens-
werte Tatsache unberithrt, daf das fragliche Beweisprinzip (samt
dem fundamentalen Begriffe der gleichmiifiigen Stetigkeit) schon
in der genannten Dirichletschen Vorlesung sich findet.

H A a. O, p. 77

A a0 O, p. 7870,
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Eine Koeffizienten-Eigenschaft konvergenter Potenzreihen, welche
eine notwendige Bedingung fiir die Giiltigkeit der Taylorschen
Reihenentwickelung liefert.

Hilfssatz., DBedeutet z, cine belicbige redle Zahl cinschlicf-
lich der Null, @ cine reclle Verdnderliche nnd

(1) S(@) = Yo e (2 — )"
4]

cine fir 0 < z—z, < Lonvergierende Potenzreiie, so hat
man bei beliebiy angenonenencin positiven » < fi:
. R . !
(2) Im - S (g Eh) (e — 1)t =0
= 0! )
H—=2un
und zwar gleichmdifiy fiir:
O<t<r.
Jewels. Nach Annahme von »< 2 Lt sich 6>0 immer
ml‘ 1 .
noch so fixieren, daly aueh r--0 <} austiillt, also Y e, (44 9y
]

noch (absolut) konvergiert. Infolgedessen bleiben die Zahlen
¢, - (4= 0y durchweg unter einer endlichen Schranke, etwa:
3 e (0 <y (r=0,1,2 ...
Setzt man sodanu » =, =k, wo 0 <A<y, so wird:
Syt hy = Yove, (£ by

0
und daher:

S (&, & 1) = i‘ (ZD (=1 ... 0—n+1) el
Daraus folgt weiter:

I , = ()
e S (g D2l <3 o1 Gk e

s (o)) . . e\ 1
= 3'r oy o F Yyt : . -
% pt gt G U ) <r+(>> (r0)"
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und mit Beriicksichtigung von Ungleichung (3):

1, e y @ (n 4 ! oy
oS (e e I : SR (e,
i (e, =0 < (r oy %J nl y i (3)

v 1

N ()“ —i‘;(&)”v <1 o Je >”+‘.
r0

Multipliziert man diese Ungleichung mit der Gleichung

(r— Iy = <] — f{>”,

so ergibt sich schlieBlich:

1 1 1_// n
SO (o =) (< ) . r ’. »
S 2B (D) <1 ; ()‘TQ —
7+() ),_{_()
‘ 3 \
<;v 7 (l—l— (5)
r -0

Da der letzte Ausdruck durch Wahl einer passenden unteren
Schranke fir # und zwar unabhiingie von der Wahl des /
beliebig klein wird, so folgt, wie behauptet:

.1 _
nh_m-, n! S (g £ h) - (r =Dyt =0
und zwar gleichmibig fir 0 <A <y,

Zusatz. Geniigt irgend eine Funktion [(2) einer Relation
von der Form (2), d. h. hat man bei beliebigem » < /1i:
. S B
(4) lim o [ (L) - (r— 1y =0
n=—==7/"t.

und zwar gleichmiifig fir 0</ <y, so gilt in demselben
Umfange auch die Beziehung:

() lim ;]_,,,] I For (@, L by - (= bt = 0.

T
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Wird niimlich nach Annahme von » <1 eine Zahl 6 >0
wieder so fixiert, dafi auch noch » 4 6 < 2, so hat man zu-
niichst:

1

. e , b\l
(ﬁ—l)' /'(.n')(;lfo‘g_/l) ()-_/g)n"l = o [ (J“,Oi/,, 5 (H—(S ) ]t)” . < )

F+O—h Trao-k”

1 ) ) P n—1l g

< N S IR Y L ey

n! Fo (@ ) - A Ee 4+ S

Auf Grund der Voraussetzung (4) liBt sich aber durch
Wall einer passenden unteren Schranke fir » erzielen, daf:

n]! F (g k) (0 — <

und sodann (nitigenfalls durch entsprechende Erhdhung dieser
unteren Schranke) zugleich

o\t n
(r -+ r)) Y =l

wird. Hieraus resultiert aber unmittelbar die Richtigkeit der
Beziehung (5) in dem behaupteten Umfange.

Zugleich 1st ohne weiteres ersichtlich, dals umgekehrt stets
die Giiltigkeit von Gleichung (4) ans der Voraussctzung (5)
folgen wiirde.

G0

Bedingungen, welche fiir die Giiltigkeit der Taylorschen Reihen-
entwickelung notwendig und hinreichend sind.
Hauwptsatz Ivir diec Darstellbarkeit der im Intervall
0 <h < I cindeutig definierten Iunktion f(xy < 1) darel die
Taylorsche Reile

(6) (g4I = i :" O (ag) - A7

0

ist notwendig wnd hinreichend:
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(A) dap f(x) fiir jedes einzelne x des Intervalls
o L <<wy+ L endlich sei und fiir x =2z, rechts-
seitige, fiir zo<a<wz,-+ I vollstindiyge Differential-
quotienten jeder endlichen Orvdnuny besitze;
(B) dufp bei beliehiy angenommenem r < R die De-
ziehung bestehe:
lim

(T) now 73, fml (.7/'0 + /’) : (}' - Il)n = 0

und zwar gleichmdafig fir 01l <u.

Bewels. Die Notwendigkeit der Bedingungen (A) folgt
unmittelbar aus den bekannten Grundeigenschaften jeder Po-
tenzreihe, inshesondere also der Potenzrethe (6); diejenige der
Bedingung (B) aus dem in § 1 bewiesenen Hilfssatze.

Um zu zeigen, dafy die obigen Bedingungen sich auch als
hinreichend erweisen, werde nach Aunahme von » < 2 wieder
8 >0 so fixiert, dati auch noch » -+ o <<, so daf also in-
tfolge der Voraussetzung (7) die Beziehung besteht:

lim nl! Fo) (@ By« (A 0 —Jy =0

n=x

und zwar gleichmiibig fiir 0 </ <s + 4. Somit hleibt
1. , .
o FO (g + 1) (r -+ 0 —hy

in dem ebenbezeichneten Umfange fiir alle moglichen » unter
einer endlichen Schranke ¢, und man findet daher fiir 0 </ <</

3 15 AR TN D NP ” : =L\
AL z’!fl Wag+h)- (r=hp =30 )'!/4 Mg h) - (0 ~1e) .<r+r)—h>

i n

. r— o \" 1 ]
<7 Y0 —h | » - I

o d—

» n--1 »
<‘(/'(9'+}3> N
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d. h. beliebig klein durch Wabl einer passenden unteren
Schranke fiir ». Daraus folgt aber, dafi die Reihe
i) )::l‘, f(x') (‘T() = /1) : ()' - /l')r

o
absolut und gleichmiliig konvergiert?) fiir alle / des Inter-
valls 0 <A <7, und das niimliche gilt offenbar a fortiori
fiir die Reihe
i I .
(8) S 1y 1) (o — A,

v
wenn o dem Intervall 0 <o <7 entnommen und 7 auf das
Intervall 0 </ <o eingeschriinkt wird?).

Die Summe dieser Reihe, fiir jedes einzelne g als Funktion
von /i betrachtet, besitzt also einen hestimmten Differential-
quotienten, und dieser kann durch gliedweise Differentiation
nach /% ermittelt werden, sobald sich zeigen lilst, dal die auf
diese Weise entstehende Reihe in demselben Umfange gleich-
miiliig konvergiert, wie die erzeugende. Man findet nun:

no (] 5

ﬁnhQJmaw+M*W“”>
wtr ] Sy . 1 SR

=2 {,,! e ('7’0"*‘/’) (o—h)— '(,, —1 [0 (ot 1e) - (i’_/")"—l}

1

1
_ - "(n) A ALES
!]‘ (@, +h)-(o—1h) +(n+p)

(n—1)

' f‘m—i—p-{—l) (xo+]l) . (0_/,‘))14-1;

!} Man konnte offenbar auch diese Forderung, als vollig gleich-
wertig mit der Voraussetzung (B), von vornhierein an deren Stelle ein-
fithren.

%) Man kann sogar nus dem im Text Gesagten entnelbmen, dafk die
Reihe (8) in Dezng auf die beiden Verinderlichen It und o gleich-
miifiig konvergiert fiir das Gebiet 0 =7 = » <=,, Ic¢h mochte aber
ausdriicklich hiervorheben, dafs bei der im Texte gegebenen Dedulktion,
die Summe der Reihe (8) lediglich als Funktion der einzigen (stetigen)
Veriinderlichen & erscheint, wiihrend o die Rolle eines Parameters
spielt und das Verhalten der fraglichen Reihensumme als Funktion von b
nur fiv jeden einzelnen, dem Intervalle 0 == o == i angehirigen Para-
meterwert o in Detracht kommt.

Sitzungsh, d. math.-phys, K1 Jahrg. 1912, 10
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und fiir im p=+ o, mit Riicksicht auf den Zusatz des vorigen
Paragraplen:

® 1 .
N 2 ]1 (1" O (@t h) - (o—1) ) (n-1)! £ (gth) - (o—h)y1,

so dal, wieder mit Riicksicht auf den ebenerwiihnten Zusatz,
dieser Reihenrest fiir 0 </ <o durch Wahl einer passenden
unteren Schranke fiir #» beliebig klein wird, die fragliche
Reihe also in dem erforderlichen Umfange gleichmiiiig kon-
vergiert. Infolgedessen ergibt sich:

(ﬁ L1 1) (o — Ry

2_, f“‘*”(%+7l} (o—=hy —)_,( ])’/" (@t 1) - (0-1) 1 =0

und zwar fiir jedes einzelne positive o <<+ und alle % des Inter-

<

valls 0 <72 <yp. Daraus folgt aber, dali die Reihensumme

®) S L G+ 1) - (0 — Iy

=l
in dem ebengenannten Umfange einen von /i unabhiingigen
Wert hat, der also insbesondere zum Vorschein kommen mul,
wenn man einmal 4= ¢, das andere Mal /= 0 setzt, d. h.
man findet:

9 (@, + 0) = f“) (9“0)

und da diese zuniichst unter der Annahme 0 <o <#» abge-
leitete Gleichung offenbar auch noch fiir o == 0 giiltig bleibt,
so ergibt sich, wenn man schlieflich noch % statt o schreibt,
wie behauptet:
6) flag+h=Yr— f(’) (@) - b s 0 <A <wr< I

(n "

Zusatz I. Da der Wert der Reihensumme (8) auch fiir
jedes beliebige positive /it <o ermittelt werden kann, indem
man speziell /= o setzt, so gewinnt man neben der Gleichung (1)
noch die allgemeinere:
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[+ 0) = i‘r l‘r 1O @y + 1y - (o—n) fiir: 0</<o<ZR,
’ »!
0

oder auch, wenn man o =/ -+ & setat:

(10) [ (wythtl) = i’ )’1‘- O (g +hy- ket 0<R<h+E<R.
]

Da andererseits aus (6) folgt:
w 1
g+ h+E) =Y = [0 () (b4 )y fur: 0<A<L4E<R,
0 '

so ergibt sich auf diese Weise ohne jede Rechnung fiir die
letzte nach Potenzen von /41 fortschreitende Reihe die daraus
,abgeleitete, nach Potenzen von I fortschreitende.

Zusatz II. Der oben bewiesene Hauptsatz lifit sich
offenbar in ganz analoger Weise fiir ein links von der Stelle z,
gelegenes Intervall xy —/, wo wieder 0 </ < IV, begriinden.
Bel dem zuvor abgeleiteten Hilfssatze wurden von vorherein
die beiden Intervalle 0 <A< uwnd 0> —h>— LR in Be-
tracht gezogen, da es sich hier um gewisse Eigenschaften der
Summe eciner Potenzreihe handelte, in welchem Falle durch
das Verhalten in dem einen jener beiden Intervalle das ent-
sprechende Verhalten in dem anderen von vornherein voll-
stiindig bestimmt ist. Anders liegt die Sache, wenn es, wie bel
dem Hauptsatze, auf die Darstellbarkeit einer irgendwie
definierten I'unktion durch eine Potenzreihe ankommt, da
ja die erstere auf den beiden verschiedenen Seiten der Stelle z,
ganz verschiedene Kigenschaften besitzen kann und durch die
Giiltigkeit der Taylorschen Entwickelung auf der einen
Seite, z. B.

. o 1 ,
[(@,+ 1) = L = fOY(zg) - 1 fiir: 0<A< R
o ol

o o » 1 .
zwar die Konvergenz von Yy 1,‘f“') (%) - (— 1), dagegen in
5 vl

keiner Weise die Giiltigkeit der entsprechenden Entwickelung
fir f(xy,— 1) prijudiziert wird. Es lassen sich sogar unbe-
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schrinkt differenzierbare analytische Ausdriicke f(z) her-
stellen?), die nur auf einer Seite einer bestimmten Stelle z,
durch die Taylorsche Reihe darstellbar sind.

Hiernach erscheint es aber angerzeigh, dic notwendigen
Bedingungen fiir die Entwickelbarkeit nach der Taylorschen
Reihe zuniichst so zu formulieren, daf dabel nur auf einer
Seite der betrachteten Stelle x;, gewisse Eigenschaften verlangt
werden. Die Ubertragung des Resultates auf die andere Seite
bzw. auf die zweiseitige Umgebung bietet dann keinerlei
Schwierigkeit.

Herabsetzung der im vorigen Paragraphen als notwendig und
hinreichend erkannten Bedingung (B).

Die im vorigen Paragraphen (in Verbindung mit der Ein-
deutigkeit, Endlichkeit und unbeschriinkten Differenzierbarkeit)
als notwendig und hinreichend erkannte Bedingung (B)
gestattet noch eine gewisse Herabminderung in dem Sinne,
daf es nicht erforderlich ist, sie 1n ithrem ganzen Um-
fange in die Voraussetzung aufzunchmen, um die Giiltig-
keit der Taylorschen Entwickelung nachweisen zu kdnnen.
Mit anderen Worten, die fragliche Bedingung ist zwar zweifel-
los insofern eine notwendige, als die Giiltigkeit der Taylor-
schen Entwickelung definitiv ausgeschlossen erscheint, sobald
feststeht, dal irgendein Teil jener Bedingung nicht erfiillt
ist. Dagegen reicht andererseits ein sogleich anzugebender
Teil derselhen schon aus, um ihre Existenz in dem ganzen
(unter (B) angegebenen) Umfange zu sichern. Es soll niim-
lich jetzt gezeigt werden:

Ist f(z) im Intereall vy <z <y + I cindeutiy,
endlich und (in dem § 2 wunter (A) angegebenen Sinne)
unbeschidnlt differenzierbay, so gilt die Intwickeluny :
. , w1 ,

[y -4 h) =3 V'Y O (o) b firs 0<h < R,

5

1) Siehe Math. Ann. 44 (1893), p. b4.
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wenn [iir jedes v < R die Deziehung besteht :

@ lim 51 ) = 0

und wenn, nacl Annalme von r<Z 12, fiir jedes o< Ii—v

(h) lim n! [0 (x, 4 h)- o™ =

n—=uo
wivd und zwar gleichmdpiy fir 0 <h<o.

(Mit anderen Worten: wenn die frither als notwendig er-
kannte Bedingung (B) nur fiir den Anfangswert 2=0 voll-
stindig erfiillt ist, so geniigt es, wenn sie fiir die Zwischen-
werte 0</<» in dem wesentlich heschriinkteren Umfange (b)
gesichert ist.)

Beweis. Die Bedingung (a) ist offenbar gleichwertig mit
der Aussage, dai die Reihe

L /*‘)(x) fo

0 '
fiiv jedes positive £ <1} (absolut) konvergiert (da es ja
wiederum freisteht in der Beziehung (a) jedes beliebige »r < I
noch durch » 4 0 zu ersefzen, wo » <r 4 o0 < IR).

Wird sodann nach Aunahme von + << ein positives

o < It —r fixiert und /% vorliiufig auf das Intervall 0 <7 <o
beschriinkt, so besteht infolge der Voraussetzung (b) a fortiori
die Relation:

.1, v :
lim P 9, +0)-(o—)y =0 fir: 0<L <o,
L= &

und daraus folgt aut Grund des im vorigen Paragraphen ge-
gebenen Beweises die Giiltigkeit der Beziehung

(A1) [+ h) = }‘“)(4 ) b zuniichst fiir: 0<% <o,

withrend andererseits die (absolute) Konvergenz dieser Reihe
bereits fiir 0 <</ <»r feststeht,
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Nun werde eine positive ganze Zahl m so grol ange-
nommen, dalf3:
"

— <0
m - h
und daher:
r— 0
(12) o' S <o.
90

Schreibt man jetzt in Gleichung (11) o' 4 /& statt /4, so

gilt die Entwickelung
: e 1, :
(19) Flrt o' 1) = X f0ag) - (o Ry fiir: 0< A< 0 —0,
5 v!

withrend wiederum die betreffende Reihe fiir 0 <o’ 41 < R,
also insbesondere fiir 0 </ << It — o' absolut konvergiert und
daher in demselben Umfange nach dem gewdhnlichen (,Cauchy-
schen®) Doppelreihensatze in eine absolut konvergierende Reihe
nach Potenzen von 7, etwa i} ¢, ' umgeformt werden kann,

[0
so dalz also

(14) flae, =o' 1) = i" e b i 0<h<p —p!
: 0

wird.

Andererseits ergibt sich aber, wenn man von der Stelle
Zy -+ o' ausgeht, durch dieselbe Schluliweise, welche oben die
Beziehung (11) lieferte, die Entwickelung :

(15) f(z,+o'+1)= i" 3']"(") (@y-0) -1 fir: 0<h <o,
0 )
und die Vergleichung mit Gleichung (14) zeigt dann, daf die

o

dort mit Y- ¢, 2" bezeichnete Reihe mit der letztgenannten iden-
0

tisch sein muB, daf sich demmnach der Giltigkeitsbereich

der Beziehung (14) auf das erweiterte Intervall 0 </ <y
erstreckt. Da aber die Konvergenz?) der Reihe (13), sowie

1} Hierauf liegt der Nachdruck. Denn man konnte aus der hlofen

w
Y 3 .
Erweiterung des Konvergenzbereiches der Reihe 20" e, b (Gleichung)(14),
0
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ihre Gleichwertigkeit mit der Reihe auf der rechten Seite
von Gleichung (14) auch fiir diesen erweiterten Bereich bereits
feststeht, so erstreckt sich nunmehr auch die Guilbigkeit der
Relation (13) auf jenes Intervall 0 <A<o und man findet
daher, wenn man auf die urspriingliche Entwicklungstorm (11)
zuriickgeht :

(@, + ) = f(’] (zg)+ v fiir: 0 <A <o+ 0"

Schreibt man hier, analog wie oben, 20’4/ statt 4, so
gilt zuniichst:

f@yt+20'+1h) = }I_;’ ,:,l_l [ @) - 20+ 1) l
5 v

) " fir: 0 <<h<o—of,
W |

withrend die Vergleichung mit der fiir 0</A <o geltenden
Entwickelung

A7) (2o =5 O+ 20) I
0 ’

wiederum die Giiltigkeit der Beziehung (16) fiir dieses weitere
Tntervall 0 </ <o liefert und somit der Giiltigkeitshereich der
Beziehung (11) sich jetzt auf das Intervall 0 </ <o +4 20
erstreckt.  Durch smmalige Anwendung dieser Schlufiweise
gelingt es also, jenen Giltigkeitshereich auf das Intervall
0 <h<g- mo' =r auszudehnen, womit der ausgesprochene
Satz bewiesen ist.

Zusatz. Die Bedingung (b) lLifit sich auch durch die
folgende ersetzen: Bs mufi, nach Annahme von » < 2,

[+ 1) el

welehe sich ja auch ohne jede sonstige Voraussetzung (4 h. insbesondere
ohue die Voraussetzung (a)) aus der erweislichen Identitit mit der Reihe (15)
ergeben wiirde, keinen Schlufy auf eine entsprechende Trweiterung fitr
den Konvergenzbereich der Reilie (13) zichen.
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fiir ein gewisses 0, < fi —» und 0 </ <g, unter einer end-
lichen Schranke bleiben, etwa:

1 ,
(c) a1 (@ ei<y.

Denn offenbar folgt (¢) fiir o, <o ohne weiteres aus (b).
Ninmnt man andererseits o < p,, so folgt auch nmgekehrt (b)
aus {¢).

4.
Das Cauchysche und das Lagrangesche Restglied.

o

Nach Gleichung (5) (p.142) kann man der als notwendig
fiir die Gultigkeit der Taylorschen Entwickelung von f(z,4/)
erkannten Bedingung die Form geben:

lim U?—ll)‘ foM@g+h)-(r=hp—'= 0 (gleichmiibig fir: 0<k<lr).

Setzt man hier:
h=49307r, wo also: 0<9 <1, »r<1,

so geht sie, wenn man noch den offenbar irrelevanten Faktor »
hinzufiigt, in die folgende iiber:

li_ln (n i 1)' f-ln) (xo + 9 )-) . (]___ I'))n-—-] = ()

oder, wenn man schlieflich noch % statt » schreibt:

I G _11‘)7 Wy DR (L P =0
und zwar gleichmiiBig filr jedes einzelne positive &< It und
alle dem Intervall 0 < <1 angehorigen .

Die linke Seite dieser Gleichung stellt aber den Grenzwert
des bekannten Cauchyschen Restgliedes vor, dessen Ver-
schwinden in dem bezeichneten Umfange also eine not-
wendige Bedingung fiir die Giiltigkeit des Taylorschen
Satzes bildet (die dann, in Verbindung mit der Kndlichkeit
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und unbeschrinkten Differenzierbarkeit von f(z) fir z, <<z <R,
mit Hilfe des Mittelwertsatzes leicht auch als hinreichend
erkannt wird b).

Etwas analoges findet fir das Lagrangesche Restglied

1' o (e, + O 0h) - Jr
n.

nicht statt. Hier ist die Beziehung

{ fiir: 0< <}

1 i
1 A (o SDY . it = . )
I n!f (o200 und gleichmiifiig fiir: 0<<9 <1

n=uw
zwar hinreichend, aber in dem bezeichneten Umfange nicht
notwendig.

Setzt man nimlich die als notwendig erkannte Bedin-
gung (B) (p. 144, Gleichung (7)) in die Form

’}meﬁ!»/(") (g 1)- 1" =0 (gleichmifig fir: 0l <<h+Lk<y)
und versteht wieder unter # jede Zahl des Intervalls 0<<9 <1,
so folgt zuniichst, dafi die Bedingung

lim 73, fo(e, = 0h)y-Im =0

n=ur

jedenfalls erfiillt sein mub fiir 0 <2/ <r, d. h. schliefilich
e I
fir 0 </ < - und zwar gleichmiifiig fir 0 <<#9 <1.

Somit liefert das Versechwinden des Lagrangeschen Rest-

R

-t

gliedes eine notwendige Bedingung, solange 0 <7 <
Dab di . e I
afy dies aber schon nicht mehr zutrifft, falls 7 ="

=

(und um so mehr fiir /‘>'o . zeigt em Blick aul das ein-

fache Beispiel :

1) Vgl a.a. O, p. 73,
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. 1 , :
f@ =11, (oo =, ")

In diesem Falle wird fiir 2,=0 (also R ==1) und fiir

8§ = 1:
1 . R L\ P
mf( ) (3) . (2> =2

bel beliebigem #», somit auch fiir lim»n = von Null ver-

)

schieden. Fiir / >-ib- (d. b, > 1) wird der entsprechende

Grenzwert sogar unendlich grot.



