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Die kinetische Energie der von einem Wirbelpaar
erzeugten Fliissigkeitshewegung.

Von Walther Kaufmann, Miinchen.

Mit 2 Abbildungen.

Vorgelegt am 12. November 1943.

Fir einige Probleme der Hydro- und Aerodynamik ist die
Kenntnis der kinetischen Energie von Interesse, welche von einem
Wirbelpaar in einer im Unendlichen ruhenden, reibungs- und
wirbelfreien Flissigkeit erzeugt wird. Unter einem Wirbelpaar
versteht man bekanntlich zwel gerade, unendlich lange und ein-
ander parallele Wirbelfaden, deren Zirkulation I' den gleichen
Betrag, aber entgegengesetzten Drehsinn hat. Da die von den
beiden Wirbelfiden 4 und B (Abb. 1) erzeugte Strémung in
Ebenen vor sich geht, die simtlich einer festen, zu den Wirbel-
achsen lotrechten XY-Ebene parallel sind, so gentigt es, wenn
nur die Strémung in dieser Ebene betrachtet wird. Bezeichnen
nun 7; und 7, die Abstinde eines beliebigen Punktes P der XY-
Ebene von den Wirbelzentren 4 und B, so hat nach dem Biot-
Savartschen Gesetz die vom Wirbel 4 am Orte 2 erzeugte, zu

- senkrecht stehende Geschwindigkeit die GréBle — und die von
7
B erzeugte, senkrecht zu 7, stehende Geschwindigkeit die Grof3e

2 .
— wobei
7
1B
c = — (1)
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Diese Geschwindigkeiten verhalten sich also wie 7_’_2, weshalb aus
"1
dhnlichen Dreiecken folgt (Abb. 1)
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&

a a < A
Abb. 1
c
wr2a = — 17
”
oder .
2ca
W = N\
7’17’2’ (2/

wenn zo die GréBe der resultierenden Geschwindigkeit am Orte P
und za den Abstand der Wirbelfiden 4 und B bezeichnen.
LiBt man 7 oder 7, gegen Null gehen, so geht w gegen co. Bei
physikalischen Wirbeln ~ und um solche handelt es sich
hier — hat man indessen zwei Bereiche zu unterscheiden, einen
iuferen, in dem Potentialstrémung herrscht und fiir den Gl. (2)
gilt, und einen inneren, die beiden Wirbelkerne, in denen die

Geschwindigkeit nicht mit ~ gegen unendlich geht, sondern einen
v

endlichen Wert behilt. Auf Grund vorliegender MeBergebnisse
in Wind- und Wasserkanilen sei von diesen Wirbelkernen vor-
erst angenommen, daB sie angenihert Kreisquerschnitte vom
Halbmesser A haben mogen.

Die auf die Lingeneinheit der Wirbelachsen bezogene kine-
tische Energie des Geschwindigkeitsfeldes auBBerhalb der Wir-
belkerne ist bestimmt durch den Ausdruck

E, = 2 / wAdF, (3)

wo w nach (2) einzusetzen und das Integral iiber die ganze XY-
Ebene aullerhalb der beiden Wirbelkerne zu erstrecken ist.
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Bei der Berechnung der Energie der Wirbelkerne ist zu be-
achten, daf jeder Wirbelfaden dem anderen eine zur Verbin-
dungsgeraden der beiden Wirbelzentren A4 und B senkrecht-
stchende Geschwindigkeit von der GroéBe

g = — @

47Ta
erteilt. Wird auBerdem angenommen, dal die Wirbelkerne an-
genihert wie starre Zylinder mit konstanter Winkelgeschwindig-
keit rotieren, so setzt sich die Gesamtenergie der Kerne aus deren
Translations- und Rotationsenergie zusammen. Fiir erstere er-
gibt sich
wy?  pARI?

E, = 20m)2 =
L ' 2 16T al

(5)

Die Rotationsenergic kann mit Hilfe der Umfangsgeschwindig-

keit am Kernrand
r
U= ——
2TA

bzw. der daraus folgenden Winkelgeschwindigkeit

2 T
p— - a
C=N T one (42)
wie folgt bestimmt werden
1 w? ol®
E,.:2-29n7\4 N (6)

Durch Uberlagerung der drei Beitrage (3), (5) und (6) ist die
Gesamtenergie der von dem Wirbelpaar erzeugten Fliissigkeits-
bewegung festgelegt.

Im Zusammenhang mit theoretischen Untersuchungen iiber
den ,,induzierten Widerstand‘ von Tragfliigeln hat L.Prandtl
fiir die von einem Wirbelpaar erzeugte kinetische Energie den

einfachen Wert
e
E="! (Zn |2 4 -+ i) (7

27

[
2]
*
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angegeben.! Zur Ableitung dieses Ausdrucks, die in der zitierten
Arbeit nicht enthalten ist, unterteilen Th.v. Kidrman und
J. M. Burgers?— wie oben geschildert — das Geschwindigkeits-
feld des Wirbelpaares in den Bereich auBBerhalb der Wirbelkerne
und in die Kerne selbst. Fir die Bewegung auBerhalb der Wirbel-
kerne fithren sie die Stromfunktion ¢ (x, ) ein und leiten fiir die
Energie dieses Bereiches unter der Annahme, daf3 ¢ lings des
Kernrandes angenihert den konstanten Wert

. r p 2a .
la 2T 4 A &
besitzt, den Ausdruck
oI'?2 24
E = In —
S iy ©

ab. Durch Hinzunahme der Rotationsenergic nach Gl. (6) folgt
daraus der obige Wert (7) fiir die gesuchte Energie.

Dazu ist folgendes zu bemerken: Bildet man die Summe der
Ausdriicke (5) und (6), so erhilt man als Gesamtenergie der Kerne

E. ,E ‘°Fz( i
\ - — {1
L E =t D), (10)
und man erkennt, dafl %, gegeniiber Z, nur dann vernachlassigt
werden darf, wenn A < & ist. Die Stromfunktion der durch Gl.(2)
gekennzeichneten Potentialstromung hat die Groéfe
r =
b=-—In 2
2w 7y
Die den Gl. (8) bzw. (9) zugrunde licgende Annahme besagt
also, daB3 fiir Punkte des Kernrandes
vy  2a

o~

72 A

1 L. Prandtl, Tragfliigeltheorie, I1. Mitteilung, Nachr. der K. Gesellsch.
der Wissenschaften zu Gottingen, Math. physik. Klasse 1919, S. 107-137. Neu
abgedruckt in ,,Vier Abhandl. zur Hydrodynamik und Aerodynamik®, Got-
tingen 1927, S. 03. .

2 Aerodynamic Theory von W. Fr. Durand, Volume II, 1935, S. 329.
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gesetzt wird. Auch diese Annahme ist offenbar nur zulissig,
wenn A klein gegeniliber 2a ist.

Die Schwierigkeit, welche der genauen Ermittlung der Wirbel-
cnergie entgegensteht, ist — wie aus den vorstehenden Dar-
legungen hervorgeht — besonders in der Unkenntnis aller Einzel-
heiten des Mechanismus der Wirbelkerne (genaue Form, Ver-
teilung der Wirbelstirke im Kerninnern) begriindet.?

Um einen Vergleich mit der Prandtlschen Formel (7) zu be-
kommen, soll nachstehend zunichst die Energie £ des Geschwin-
digkeitsfeldes auBerhalb der Wirbelkerne durch direkte Integra-
tion der Gl. (3), d. h. ohne eine spezielle Annahme {iber die GroBe
der Stromfunktion, berechnet und darauf geprift werden, wel-
cher Fehler bei den praktisch in Frage kommenden Gro8en des

Verhiltnisses 27 durch die Annahme kreisférmiger VVlrbelkeme

zu erwarten ist. Unter Beachtung von (2) geht Gl. (3) tiber in

" dF
E :2962a2] s (11)

712752

Der Integrationsbereich erstreckt sich tiber die ganze XY-Ebene
auBlerhalb der Wirbelkerne. Da jedoch die genaue Form der
Kerne nicht bekannt ist, seien um die beiden Wirbelpunkte 4
und B zunichst Kreise gelegt, deren Halbmesser 2* so gewihlt
wird, daf3 diese Kreise dic Wirbelkerne nirgends schneiden, son-
dern gerade nur beriithren. Diese Kreise werden vorlaufig bei der
Integration ausgeschlossen. Wegen der jetzt bestehenden Sym-
metrie geniigt die Betrachtung eines Quadranten des XY-Ebene.
Das so definierte Integrationsgebiet wird nun zerlegt in den Be-
reich I, der sich von #; = ** bis zum Umfang des konzentrischen
Kreises A& vom Halbmesser @ erstreckt, und in den Bereich 1I,
der das Gebiet auBlerhalb dieses Kreises umfaBt (Abb. 2).

Mit

2 =(2qa) + %+ 4ar cos § (12)
und

1 Ansiitze zur Losung dieser Frage sind zu finden bei H. Kaden, Aufwick-
lung einer unstabilen Unstetigkeitsfliiche, Ing. Archiv 1931, S. 140 ff.,, und
A. Betz, Verhalten von Wirbelsystemen, Z. angew. Math. u. Mech. 1932,
S.104 ff.
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dF = ridbdr, (13)
geht (11) fur den Bereich I {iber in

MRy drs. IH=F d
Ea1=2p£2f12f 1*21f Y S S X
n=3 71 w=o [(22)? + 7]+ 4ar, cosy

und zwar ist hier 7, < a; [(2@)* + %] > 4ar,.
Die Auswertung des Doppelintegrals unter Beachtung der an-
gegebenen Grenzen licfert

FEa = T b PTCIE (14)

Zur Bestimmung des Integrals (11) fir den Bereich II wird zu-
nichst {iber den Kreisring vom Halbmesser »; > ¢ und der
Dicke dry zwischen den Grenzen ¢ = ound ¢ = = — % integriert,

§
7
a%
K
7 L i
! 4/? z/
V)
= 7 /;45 X
/a ! a*/

Abb. 2.

wobei die obere Grenze durch die Y-Achse bestimmt ist (Abb. 2).
Unter Beachtung von (12) und (13) wird der Energieinhalt dieses
Kreisringes

ridry [P=E0 U
Ege = 2pc2a2- 102 d
11 v
. 7/}

2 1

7" ~o [aP+rPl+4an cos Y

woraus durch Integration und Einflihrung der Grenzen folgt

B ='400%a? . arc tg
rlaa—r®

dry 2a—7r; w—9
tg-
2a+7r 2
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Nun ist

5, ~ sind 71+ a

A T—4 sin (=«
S T i fcos(r—9)  1—cosd r—a

weshalb

' dr 2a—r r1+a
' =
Lay = 4pc°a® e A : L) (15)
7y (44— 7% 2a +7ry ri—a
Dieser Wert ist — wie es fiir die Energie des Streifens sein

muf3 — stets positiv, sowohl fiir 7, < za als auch fiir , > 2a.
Es folgt dies aus der Beziehung

arc tg p = — arc tg (— ).

- 7 ] o
Fiir 7, = 2@ nimmt Gl. (15) den unbestimmten Wert - an. Durch
o

cine Grenzwertbetrachtung tiberzeugt man sich leicht, daf3 der
Grenzwert die Grofie hat

pc®V3
8a

I
E(III (r; = 2a) 71.

Zur Berechnung der Gesamtenergic des Bereiches 1T ist jetzt
der Ausdruck (15) nach 7, zu integrieren, und zwar zwischen den
Grenzen 7, = @ und »; = 00.

Man erhilt also

i
7o 1 2a—7r 7+ a
o = 1 T
Eay = dpcta® / { o L. arc tg( e e dry. (16)
Jrn=a 7142 —77°) 2a-r 7y Fi—a

Zur Auswertung des Integrals wird gesetzt

2a—7y 1—uw
: =, dalsor, =2a- .
2a -+ 7, 14+ u
Daraus folgt
2 - |
4a 16a*n mi+a 33—
el 2 Au; 4at—r’= B :
G R (1+w¥m—a 1—3p

Mit diesen Substitutionen geht Gl. (16) tber in
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0&}':»—-1 .
arctg ([J.V3- 5f.)
: _TES g, (@)

1—p
n
oSu=14% 1+

1 24
Eayy ‘_'—295'

In dem vorliegenden Integrationsbereich durchlduft p V 3—e
) 1—3
alle Werte von 4 00 bis I+ 1. Die Entwicklung der obigen arc tg-

Funktion in eine konvergente Reihe ist also nicht moglich, da

. 3—u ) .. .
hierzu p V° ¥ <1 scin miiBte. Nun ist aber
1

—3®

. [L]/3—u
. (Vs—u_) o 1—3u
arc tg{w == arc sin .
1—3 1+L2»3‘—p.
( 1—3

= arc sin ( = I/S—P«)_
1—u 1—u

Mit der Substitution

2
33— o 3T, 2
= p= g 1= ;
1—u 1—? 1—?

folgt daraus
arc sin ( e V3 —“) == arc sin [7} <v__-3)J7 arc tg(u V3 e )
11—y 11— ] 2 1—3
Weiter ist

4-—27% 1—p 1 4v
1 - R -3 L — - ;d).—"- d
R P -+ 2o O (1—o%)?

Mit den vorstehenden Ausdriicken geht Gl. (17) ber in

e l‘fﬁ
EaH:—zch/ arc sin
v L

0

K _,2—_ 20— 73 _ .
_2(3 U)l(l—vz)@—vz)}dy' (18)

(4 . e . .
Das Argument (3 — 2%) durchlduft in dem vorliegenden In-
2

. . . .1,
tegrationsbereich alle Werte von —1 bis _} 2. Demnach kann
2
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arc sin

v o [ : .
2(3 —-v“)J in ecine in dem fraglichen Bereich konver-
gente Reihe entwickelt werden, welche lautet

v 1 3 37}5
— (22— el (e Y
,03 U)+6 8‘3 u)—|—4032
G ...

. 4 o
arc sin{ (3—o?%)
>

(G—vE5 4

Somit geht Gl. (18) iiber in

N D} I
Eay=—2pc¢

"o V’zv ——714 204 — ¢
—v
t2/1—- 1— e f (3 2 1—o?

n 3 '/\v—‘]/z(‘)__v)d o8 Usdy+ } (19)

1280 1—

Die in dem vorstehenden Ausdruck auftretenden Integrale sind
simtlich von der Form

o2n 2n-1 290 -2
v v v
/- —dv=——— 4 [ —— dv.
2 2
p 1—v 211 1-7

Es wird also der Reihe nach

‘2 dv T du 1, v—1
eim=—oek | S iy Al
J o1-v 1—2° , 2 ov-+1

“viduy 03+ »?dv
1-¢2 3 1—¢2

Durch Auswertung der einzelnen Integrale in Gl. (19) und Ein-

fithrung der Grenzen ergibt sich schlieB8lich bei Beschrinkung
auf funf Glieder der Reihe

lO

Eay = 0,858 0 (20)

Dieser Beitrag zur Wirbelenergie ist — wie ersichtlich — vom
Abstand und Halbmesser der Wirbelkerne vollkommen unab-
hingig. Dic Gesamtenergie fir alle vier Quadranten des oben
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bezeichneten Integrationsbereiches ergibt sich nun aus Gl. (14)
und (20) unter Beachtung von Gl. (1) wie folgt

r

2 44
Ea74(EaL+Eﬂn>’—'94;:7;(77[”’737:*2 +3.432).  (21)

2 *2

Der vorstehende Ausdruck stellt noch nicht die Gesamtenergie
auBerhalb der Wirbelkerne in strenger Form dar, da ja der innere
Rand (7, = A*) des betrachteten Bereiches sich nicht volikom-
men mit dem Kernrand deckt. Um zu entscheiden, welche Ab-
weichung zwischen diesen beiden Réndern zu erwarten ist, sind
in nachstehender Tabelle fiir die Punkte 1-4 des Randes »; = ¥

Punkt —11 w - L w - r--w, | —I‘—'w’
4ma * | qma Y 4ma X 4ma Y

1 o | —11,11 o l —11,0

2 0,90 — 0,99 —10,0 | — 1,0

3 o 9,09 o i 9,0

4 9,90 | — 0,99 10,0 — 1,0

(Abb. 2) die mit ana multiplizierten Geschwindigkeitskompo-
Ta
nenten w, und w, der Potentialstromung zusammengestellt, wo-
. vy, 24
bei das Verhiltnis % =10 zugrunde gelegt wurde.!

Es werde nun wieder angenommen, daB die Wirbelkerne sich
wie starre Zylinder verhalten, die eine Rotation mit der Winkel-

v fy r ) i
geschwindigkeit o = N Thd die Achsen 4 bzw. B und eine
2TTAT
Translation mit der Geschwindigkeit g = - ausfiihren [vgl.
Ta

die Gleichungen (4) und (ga)].

Die daraus resultierenden, mit multiplizierten Geschwin-

4mca
. . ! ! . . . .- .
digkeitskomponenten e, und w, sind flir das Lingenverhiltnis

2a e .
. = 10 ebenfalls in die vorstchende Tabelle cingetragen. Der

1 Dieser Wert entspricht etwa den Wirbelabmessungen, die sich infolge
Aufwickelung der Unstetigkeitsfliche hinter einem Tragfliigel einstellen. Vgl
die Literaturangabe 1 auf S. 298,
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Vergleich mit den aus der Potentialstromung am Rande 7, = &*

entstehenden Geschwindigkeiten zeigt, daf3 bei dem gewihlten
N 2120y .
Lingenverhiltnis die Abweichung der entsprechenden Werte
7\-*

voneinander im Maximum nur rund 1%, betridgt. Solange also
der Kernhalbmesser & im Verhiltnis zum Kernabstand 24 von
der hier gewihlten GréBlenordnung oder kleiner ist, kann mit
guter Annidherung der Rand »; =2 * als Kernrand aufgefal3t und
»* gleich dem Kernhalbmesser A gesetzt werden, Mit dieser Ein-
schrinkung gibt Gl. (21) die Energie auBBerhalb der Wirbelkerne
mit einer fiir praktische Zwecke hinreichenden Genauigkeit an.

Fligt man nun zu GI. (21) noch die Energie der Wirbelkerne
gemill Gl. (10) hinzu, so erhidlt man als Gesamtenergie

I 22 A2
Al {1714[1 : +() + 1:592}
47 | 3 A" 2a

oder nach einfacher Umformung

2 i 2 7
; :?F,{Zﬂl(%) L
47; 7\

e . v, 282 g

IFar das oben angenommene Lingenverhiltnis = 10 wird
iy

ol

PR

47

A2
= (5-‘—1) +o,4934}- (22)

K =~z5,1

wihrend die Energie der Wirbelkerne nach (10)
., or®
Ell == 0,31 s
4T
d. h. nur etwa 109, der Gesamtenergic ausmacht. Ubrigens folgt

aus Gl. (10) weiter, daf die Energie der Kerne bei den hier vor-
. A : .
ausgesetzten kleinen Werten — praktisch nur von der Zirkula-
2a

: IS i
tion I" und nur in geringem Mafe von - abhingt oder, anders
2a

gesprochen, die Translationsenergie spielt gegeniiber der Ro-
tationsenergic nur cine untergeordnete Rolle.

Das obige Zahlenbeispiel zeigt weiter, da3 unter der Voraus-
setzung kleiner Kernhalbmesser — und nur fiir solche gelten ja
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die oben gewonnenen Ausdriicke — an Stelle von Gl. (22) an-

gendhert
1

eI 1[ 2a\2
E="—4ln|— o,
e ”(7\) + 4934)}
gesetzt werden kann, zumal die beiden vernachlassigten Glieder
das entgegengesetzte Vorzeichen besitzen. Durch etwas andere
Schreibweise folgt daraus

_ el

T

E {Zn 2: 4~ 0,2467 } ,

woraus bis auf eine kleine Abweichung in dem konstanten Zah-
lenwert die Ubereinstimmung mit der Prandtlschen Gleichung
(7) hervorgeht.



