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Der allgemeine Malussche Satz und der Brunssche
Abbildungssatz.

Von Heinrich Liebmann.

Vorgelegt von S. Finsterwalder in der Sitzung am 4. November 1916.

Bekanntlich hat H. Bruns?!) im Jahre 1895 den Satz
bewiesen, daf vollkommene (anastigmatische) Abbildung durch
Strahlen, die ein System von homogenen isotropen Medien
durchlaufen, nur geometrische Ahnlichkeit bzw. Symmetrie sein
kann. Er gab dem Satz die Fassung:

Der Malussche Satz lifit anastigmatische Kirper nur in
dem Falle zu, wo die punktweise Abbildung die Form

X=Hupuzx, Y==%puy, Z==puz

besitzt, also eine geometrisch dhnliche ist.

F. Klein?) hat kurze Zeit darauf durch Kinbeziehung der
imaginiren ,Minimalstrahlen“ einen {iiberraschend einfachen
Beweis desselben Satzes erbracht.

Im folgenden wird dieser Beweis durch einen andern er-
setzt, der das Gebiet des Reellen nicht verlifit. Aulerdem
aber wird von der Annahme isotroper homogener Zwischen-
medien abgesehen, da diese optische Beschaffenheit nur fir
den Objektraum und den Bildraum erforderlich ist.

Fir diese unsere Zwecke bedarf es einer von Lie aus-
gesprochenen Verallgemeinerung des Malusschen Satzes, die

1) H. Bruns, Das Eikonal. Leipzig, Abhandl. 21 (1895), 823—435.
Vel 8. 371.

?2) F. Klein, Riumliche Kollineation bei optischen Instrumenten.
Zeitschr. f. Math. und Phys. 46 (1901), 376 —382.
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hier zuniichst in seiner Fassung angegeben werden mag. Auf
die Bedeutung der darin vorkommenden Fachausdriicke kommen
wir weiter unten zuriick.

Lie?) sagt:

»Lichtstrahlen, die ein Pseudonormalensystem bilden, gehen
bei jeder Reflexion und Refraktion in ein Pseudonormalensystem
itber. Sind bei einer solchen Refraktion die beiden in Betracht
kommenden Pseudokugeln (d. h. Wellenflichen) wesentlich ver-
schieden, so bezieht sich jedes Pseudonormalensystem auf den
betreffenden Raum.*

Die folgende Entwickelung wird sich so aufbauen, daB
wir uns zuerst (§ 1) eine Verallgemeinerung des bekannten
GauBschen Satzes iiber geodiitische Parallelkurven vor Augen
stellen, sodann den von Lie ausgesprochenen allgemeinen
Malusschen Satz beweisen (§ 2) und endlich den Brunsschen
Satz in der angegebenen Verallgemeinerung und ohne Ver-
lassen des reellen Gebietes erhalten (§ 3).

§ I. Der allgemeine Gausssche Satz.

Es handelt sich darum, die Eigenschaft der geodiitischen
Linien, daB die Orthogonalkurven einer eingliedrigen Schar
von geoddtischen Linien auf ihnen gleiche Stiicke abschneiden,
auf Lagrangesche Variationsprobleme zu erweitern in sach-
gemiier Form.

Die Aufgabe, die Extremalen des Variationsproblems

- l d
. dy 2
(A) J = ‘[f(xa Yy &y ?/I! ‘2'1) dz = Min (.7/' = (Z.’;?/’ = d;)
Py

1) 8. Lie, Die infinitisimalen Berithrungstransformationen der Optik.
Leipz. Ber. 48 (1896), 131—183. Daselbst steht kein Beweis, nur ein
Riickverweis auf Leipz. Ber. 47 (1895), S. 499 Anm. — Es darf wohl
angenommen werden, daf die folgenden Ausfiihrungen sich im Rahmen
der von Lie ersonnenen, aber a. a. O. nicht einmal angedeunteten Ge-
dankengiinge bewegen, mit dem Unterschied freilich, daf Lie sehr selten
die hier in den Mittelpunkt tretende Beziehung zwischen Variations-
rechnung und Berﬁhrungstransformationen in den Kreis seiner Betrach-
tungen zu ziehen pflegte.
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bei festgehaltenem Anfangs- und Endpunkt (P,, P) zu be-
stimmen, wobei d<J auch als Zeitelement (d#) bei einer statio-
niren, mit der von der Richtung

de:dy:de=1:y":2
des Linienelementes abhingigen Geschwindigkeit

ds _ Vit )+ @y

dt f(,y, ey, 2')
vor sich gehenden Strallung aufgefafit werden kann, und fdx
in der Literatur auch als reduzierte Linge des Bogenelementes
bezeichnet wird, fithrt auf die bekannten Gleichungen:

Y & 2 (N
@ ay_dx( ) 0 az—(lx< )_0'

Wenn nur der Anfangspunkt P, (z,, y,, #,) festgehalten
wird, withrend der Endpunkt P(z, y, #) sich auf der Gleit-
kurve (Transversale)

y=1y@), =2
frei bewegen kann, so tritt fiir die Losung dieser neuen Auf-
gabe noch die Transvcrsalit(étsbedingung
o a0
G =) 2t @ =) [t P ay ) =0
hinzu, welche die Lage von P auf der Gleitkurve bestimmt.?)

Sie kann durch geometrische Betrachtung leicht gewonnen
werden und geht, wenn f die Gestalt hat

f=9@y)V1+ @)+ E)
(Problem der Strahlung im isotropen inhomogenen Medium)

einfach in die Forderung iiber, daB die Extremale in P senk-
recht auf der Transversale stehen soll.

1) Die Transversalititsbedingungen fiir sehr allgemeine Variations-
probleme sind bereits in Moigno-Lindelsf, Calcul des variations,
Paris 1861 zu finden. Man gelangt zu ihnen durch einfache infinitisimal-
geometrische Betrachtungen, wie sie weiter unten auch hier gebraucht
werden,
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Die Gesamtheit der Linienelemente (', #‘), die in einem
Punkt P (z, y, #) der Extremale zu ihrem Linienelement (y' = u,
2" =) transversal gerichtet sind, erfiillt dann ein Flichen-
element z, ¥, 2, p, ¢ und zwar findet man zur Festlegung des
Flichenelementes, indem man '

#=p+aqy
in die obige Gleichung einsetzt und fordert, dak sie identisch
fiir jeden Wert von y' bestehen soll, die Gleichungen

¢ of e
(2) 32(v+q37}_0’
FEVISC/ .
f*‘“éz;“f‘(l’—‘v) 30—0,
aus denen noch folgt
of Y
e e L S

Durch # und v sind also p und ¢ eindeutig bestimmt.
Umgekehrt aber brauchen p und ¢ die GroBen » und » nicht
eindeutig zu bestimmen (z. B. im Fall der Doppelbrechung).

Liegt sodann irgend eine Fliche

oz 2z
z=2z(z,y) <p=ax, =

vor, so geht von jedem ihrer Flichenelemente eine (bzw.
mehrere) Extremale aus, deren Richtung (bzw. deren Richtungen)

dz:dy:de=1:u:v

im Ausgangspunkt durch Auflésung der Gleichungen (2) nach
w und v sich berechnet. Diese Extremalen wollen wir die
Pseudonormalen) der Fliche hinsichtlich des Variationsproblems A

1) Eine so definierte Liesche Pseudonormalenschar ist also iden-
tisch mit dem Gebilde, das O. Bolza (Vorlesungen iiber Variations-
rechnung, Leipzig 1909, S. 639—646) ein ,Mayersches Transversalen-
feld* nennt; der hier bewiesene allgemeine GauBsche Satz wird von
Bolza als ,verallgemeinerter Kneserscher Transversalensatz® bezeichnet.
Vor Bolza hat iibrigens schon Vessiot diesen Satz bewiesen in seiner
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nennen, auch wohl das Linienelement (., y, 2, , v) und das
Flichenelement (2, v, 2, p, @) kurzweg als konjugiert zucinander
bezeichnen.

Wir werden jetzt mit Anwendung der fiir diesen Zweck
ganz besonders geeigneten Lehre von den Beriihrungstransfor-
mationen die folgende Verallgemeinerung des angefiihrten Satzes
von Gaub beweisen, in der selbstverstiindlich eine bestimmte
Schar von Pseudonormalen herausgegriffen ist:

Triigt man auf den Pseudonormalen einer Fliche (I)
gleiche reduzierte Lingen (t) ab, d. h. bestimmt man auf jeder
dieser Pseudonormalen den Punkt P, aus der Forderung, daf
das lings der Pseudonormale vom Ausgangspunkt P auf I bis
zum Punkt P, genommene Integral

Py
ff(x, ¥, &, y', 2)dx = t = konst.
?

wird, so fallen die Pseudonormalen der von den P, gebildeten
Fliche F| mit denen von I zusammen.
Eine infinitesimale Beriihrungstransformation (B. T.)

z,=x+E0t, Y, =y-+not, s, =240, p=p+edt, ¢,=q+;05t
ist gegeben, wenn man von den fiinf darin auftretenden Koef-
fizienten z. B. die drei ersten, &, 3, { kennt. Auch diese
konnen nicht ganz frei gewiihlt werden, vielmehr erhiilt man

die zwischen ihnen bestehenden Beziehungen?), aufierdem aber
die Funktionen ¢ und v, wenn man in

Arbeit ,Sur l'interprétation mécanique des transformations de contact
infinitisimales® (S. M. Fr. Bulletin 84, 1906, S. 230—269). Auf Seite 260
ist zu lesen: ,Wenn o2 Trajektorien einer Fliche konjugiert sind, so
sind sie 1l Flichen konjugiert, und die zwischen zwei solchen Flichen
enthaltenen Bogen entsprechen gleichen Zeiten®. Spiiter hat H. Weber
eine Arbeit vertffentlicht (Uber den Satz von Malus fir krummlinige
Strahlen, Palermo Rend. 29, 1910, S. 396—406), die aber, wie auch einige
anschliefiende Untersuchungen, nicht den allgemeinen Malusschen Satz,
sondern den Gaufi-Kneserschen zum Gegenstand hat mit Beschrinknng
auf isotrope Medien.

1) Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen 11, S. 521.
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B) di—pdt—qdy— @dxr — ydy=o(dz— pdx — qdy)

die Koeffizienten der fiinf unabhingigen Differentiale dz, dy, dz,
dp, dq auf beiden Seiten einander entsprechend gleich setzt.

Wir werden alsbald feststellen, daB es eine infinitisimale
B. T. gibt, bei der der Vektor PP,, welcher den Triger
P(z, y, 2) eines Flichenelementes mit dem Triiger P, des jeweils
zugeordneten unendlich benachbarten Elementes verbindet, die

Richtung Ein:l=0xz:0y:0z=1:u:v
und die reduzierte Linge 6¢ hat. Man setzt zu diesem Zweck

1 Y f= v
f * ] f 1 f *
wobei # und v mit p und ¢ durch die Gleichungen (2) ver-
bunden sind. In (3) hat man sich dann nur an Stelle von p

und ¢ die # und v eingefithrt zu denken und muf zeigen,
daB die Gleichungen

(4) =

1 o& M _ o ol 9&  3n
du au " v Yo 1m T

erfiillt sind. In der Tat erhiilt man durch Einsetzen der Werte (4)

f f of
8u+p§z&_q(f_u 81_;) =0
f—od pp Tt qu <o,

und diese Gleichungen stimmen mit den zur Einfiihrung von p
und ¢ an Stelle von » und v dienenden Gleichungen (2) iiberein.

Wir bestimmen sodann die Bahnen der aus der infiniti-
simalen Transformation entstehenden eingliedrigen Gruppe von
Bertihrungstransformationen und weisen nach, daf sie die Ex-
tremalen des Problems (A) sind. Man erhilt die Differential-
gleichungen

dx dy__dz( dp dq) at

£ g ¢ v 7
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Setzt man die Werte von & % und £ ein, so folgt

dy dz
FER
und weiter!) mit Riicksicht auf (3) und (2)
dp_ ¢ _f(di aé _ dy\_ _ (w—p—qu) df
dz & dz pdx Tax) = f dx
f f
A et o)
ov
oder
af dp f of _
dvdzx + P5e =0
und ebenso
afdg | of af
dv dx + +

Transformiert man anderseits die Gleichungen (1) mit
Riicksicht auf y' =u, & = v und (2), so erhilt man dieselben
Gleichungen. Dies erkennt man am einfachsten durch Dif-
ferentiation. Die erste Gleichung (2) gibt

o o) T s+ 1ag (30) =0

oder mit Riicksicht auf (1)

LA
+ dx 3v PR
und ebenso fiihrt die zweite nach kurzer Umrechnung auf
f dp 3f of _
dx du 2z

Damit ist die Identitiit der von einem Elemente z, ¥, 2,
p, q ausstrahlenden (zu ihm konjugierten) Extremale mit der
Bahnkurve, welche der Tridger des Elementes bei der ein-

df
dz

f

1) hat hier die Bedeutung f—}- Py,
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gliedrigen Gruppe von Beriihrungstransformationen beschreibt,
nachgewiesen, indem nimlich die Differentialgleichungen auf
dieselbe Form gebracht sind, eine Ubereinstimmung iibrigens,
die schon bei infinitistmal-geometrischer Betrachtung durchaus
selbstverstiindlich erscheint.?)

Die endliche Transformation also (mit beliebigem Para-
meter ¢) verwandelt jede Fliche F, indem ihre Flichenelemente
dauernd transversal zu den von F' ausstrahlenden Pseudonor-
malen bleiben und alle lings der Pseudonormale um das gleiche
Stiick von der reduzierten Linge (¢) wandern, in eine neue
Fliche (mit denselben Pseudonormalen), und damit ist der
verallgemeinerte Gaufische Satz bewiesen.

§ 2. Der allgemeine Malussche Satz.

Die bisherigen Betrachtungen sollten den verallgemeinerten
Malusschen Satz vorbereiten und einleiten. Um zu einem
deutlichen Bild der angestrebten Verallgemeinerung zu gelangen,
gehen wir von dem folgenden Variationsproblem mit Trennungs-
fliche aus.

Es sollen diejenigen Kurven bestimmt werden, welche die Summe

0 Py .
©) szf(x’ y,z,y’,z‘)dz—l—fﬁ (xIY?/l?Zl?y;?z;) dxx =J+ Jl
Py [4

eu einem Minimum machen.

Dabei ist angenommen, daf P, und P, zwei im Raum-
teil B(x, y, 2) bzw. R, (2, y,, #,) festgegebene Punkte sind,
withrend ¢ auf der Scheidewand

o9

_ ) - 3
2=y y), ( = g q=-a§>

1) Die Betrachtung setzt voraus, daf man aus den Transversalitiits-
bedingungen (2) wirklich » und ¢ als Funktionen von » und v berechnen
kann. Dafiir ist die Bedingung

7 3f 22f \
du vz (éztau +0

notwendig und hinreichend.
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frei beweglich ist. Damit dann o ein Minimum wird, muB der
in R verlaufende Teil der Kurve eine Extremale des Problems

. dy dz
(A [f@ v, 2 u, v)de = Min. <u = Vi= dx>
sein, und der in R, verlaufende Teil eine Extremale des Problems

. dy dz
(B) §f (=, v, 2, u,, v,) do, = Min. (u, = (Z—xl’ U = Eﬁ‘;—)

1
sein, und man hat nur noch das Verhalten an der Ubergangs-
stelle (@), also die an der Scheidewand eintretende Brechung
zu untersuchen. FErsetzt man ¢ durch einen unendlich be-
nachbarten auf der Scheidewand gelegenen Punkt
T4 e y4e¥y o+ ed @ =5+ q),

so erhiilt man die weitere Forderung

de = 6J 4 0J, = e{(g’— ) ;—I—%— (# —v)- f“l" fl,y, 2 u,0)

YL ol 8
'—(.7/ —u ) fL_ (Z —1)1) a];l _f;(xvyaziu’nvl) =0
1
und hieraus, wenn man erwiigt, daf z=7 + 77 und die Be-

ziehung fiir jeden Wert von 7' und 2’ besteht, die beiden
Gleichungen

f Zof _ofy . 3f
2 + T30 = du, T av'
f—u;—z’jf(z)— D = fn i G— o)

Trifft eine Extremale des Raumes R die Scheidewand im

Punkt @ (z, y, #), so hat man hieraus, da «, v und p, g be-
kannt sind, die Richtung

de,:dy, 1dz, =1:u

1 : z’1

ihrer Fortsetzung (des gebrochenen Strahles oder der gcbrochenen
Fxtremale) zu bestimmen, wobet sich selbstverstindlich mehrere
Richtungen ergeben kinnen.
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Unser Ziel ist jetzt der Beweis des folgenden allgemeinen
Satzes iiber gebrochene Extremalen :

Trigt man auf den Pseudonormalen einer Fliche I des
Gebictes R, die nach der Brechung gemdf (2') als Extremalen
des Variationsproblems (IB) fortzusetzen sind, gleiche reduzierie
Lingen ab, wobei dic reduzierte Linge in R durch

: dy dz
jf(l,‘?/,,a,’l(/,?/)d.’ﬂ (zt_%av_(lx>
und in R, durch
. dy dz
ffl (Zl, Yys @1y gy U]) dx1 (Ul T ﬁy Uy = c?x:)
2w messen ist, so ist der Ort der Fndpunkte wieder transversal
au den gebrochenen Extremalen, d. h. es ist, wenn

9z, 3z,
a=albny) (=g 6= W)

die Gleichung dieses Ortes ist,

o _,
Yo, :

2]
(29 3'{‘11 gl
of;

fi— 4 =

ofy _
1 all, +(pl_v1) 37)1 = 0.

Diese Verallgemeinerung des GauBschen Satzes ist zu
erweisen ; sie enthilt insbesondere auch den allgemeinen Malus-
schen Satz:

Jedes System wvon Pseudonormalen des Problems (A) geht
nach der durch (2") bestimmten DBrechung an der Scheidewand
in ein System von Pseudonormalen des Problems (B) iiber.

Fiir die Entwickelungen des § 3 ist iibrigens die genauere
erste Fassung wichtig; den Malusschen Satz, der darin mit
enthalten ist, haben wir nur der Vollstindigkeit halber aus-
gesprochen.

Da sowobl im Raum I wie im Raum R, der GauBsche
Satz des §1 gilt, so ist nur noch die Brechung zu unter-
suchen, und zwar ist zu zeigen, daB je zwei benachbarte Ele-
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mente vereinigter Lage (oder vereinigte, zu zwei unendlich
benachbarten Extremalen von A transversale Elemente) des
Raumes I in zwei unendlich benachbarte Elemente vereinigter
Lage von R, iibergehen. Diesen Vorgang wollen wir jetzt an
der Hand der Formeln (2), (2%, (2") im einzelnen verfolgen.

Wir betrachten ein Element z, y, ¢, p, q, dessen Triiger ¢
ein Punkt der Trennungsfliche ist, die daselbst das Element z,
Y, %, P, ¢ hat. Das erste, dem Raume R angehorige Element
wird dann augenblicklich gedreht und geht in ein Element z,,
Y1y 21y Pyy 4, des Raumes R, tiber. Dabei sind p; und ¢, aus
p, ¢, p und ¢ zu berechnen, wozu die sechs Gleichungen (2),
(2, (2) dienen, aus denen w, v, u, und v, zu eliminieren sind.

Nach der Zeit 6¢ ist dann dieses Element in ein neues
des Raumes R, iibergegangen mit den Koordinaten

(5) .’IJ—*-EI(St, y+"715t’ z+516t, p1+‘p16t1 %‘*"Z;aty

von denen die drei ersten den Triger P, bestimmen. Dabei
ist nach § 1 zu setzen

1 u v
4 &=+, g ==}, (=}
( ) 1 ]Ll ]l fl 1 f1
und @, und y; sind durch
at, —p, dé, —q,dn, — @, dx, — 3, dy, = 0,(de; — p,dz,
(31) - Q1 dyl)
bestimmt.

Ferner sei
x— oz, y—9dy, #— oz, (p—9op, ¢4— 99

irgend ein zu x, ¥y, 2, p, q unendlich benachbartes und mit ihm
vereinigt liegendes Element des Raumes R, dessen Koordinaten
also die Forderung
0z —pdzx — qdy =0
erfiillen.
Wir wollen sodann den oben noch willkiirlich gelassenen
Faktor 6¢ so bestimmen, dafi der Triiger P des zwreiten Elementes
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gerade nach der Zeit 6¢ in der Trennungsfliche liegt, daf
also seine Koordinaten

Qi) @ —dx 4 &t, y— oy + ndt, z—pdx—qdy+ (ot
die Gleichung

- _ %z _ 3z
s=2(y) <p=3x, q=5§)

erfilllen. Dies fiihrt auf die Forderung
(6) 0t (¢ —pé—qn) = (p—P) 0z 4 (¢ —9) 0y,
welche df bestimmt.

Wir wollen jetzt zeigen, daf das Element (5) und das aus
dem zweiten durch Wanderung seines Triigers nach ¢, und
Drehung in R, (wie sie oben beschrieben worden ist) hervor-
gehende Element wieder zwei unendlich benachbarte Klemente
vereinigter Lage, nunmehr selbstverstiindlich in R, bilden.
Dabei ist von vorneherein zu beachten, daf die beiden letzten
Elementkoordinaten, die man vielleicht im Gegensatz zu den
Tragerkoordinaten als Richtungskoordinaten bezeichnen kann,
sich fiir die betrachten Elemente voneinander und von p, und
g, nur um Grofen von der Ordnung 6¢ unterscheiden. Man hat
also nur nachzuweisen, dafi die Komponenten des Vektors P, @;:

dx, = (& — &) 0t + oz, Oy, = (n, —n) 6t + 0y,
02y = (§,— O 6t +pdz + g0y
die Bedingung
d&, = p, 0z, -+ ¢,0,

erfiillen, so daf3 die Aufgabe entsteht, die Gleichung
(M) (6= —p, (6= =10, (n,— )} =02 (p, —p)+0y (4, — 1)
unter Annahme von (6) fiirwillkiirliches d2 und dy zu erweisen.

Statt mit (6) und (7) rechnet man bequemer mit (6) und
der aus (6) und (7) entstehenden Gleichung
® OHh—ns—am+Ep =P+ 7 (g, — o)}

= dz(p; —p) + dy (@, — )

und unsere Aufgabe ist gelost, wenn wir erkannt haben, daf
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vermdge der Gleichungen (2), (2°) und (2") die Koeffizienten
der entsprechenden Glieder in (6) und (8) einander proportional
sind. Die genannten Gleichungen geben sofort

(»—p §£= (, —i),)gi‘l,

a—0 ) =w—n)

Aubkerdem ist nach (4)
¢ —pE—Ty = 52,
und nach (4) und (2
L—pé5 — 4+ & —D) + (4, —1q)

e e [ —p+u(,—q) +p, —p+ulg,— 1)
fi f T ef, f

oy,

Man hat also zum Nachweis der Proportionalitit nur noch
die Gleichung

f(v—p—qu)—f+ °f (19l — P+ ulg, — ),

d. 1. nach (2%) und (2")
2 _ -
=[+ 5—5(1)—19 +ulg—q)
oder endlich

of of

v

s i3

Thatiat o

zu beweisen, und damit ist sie bestiitigt.

Damit ist der Satz vollstindig bewiesen:

Zwei unendlich benachbarte Elemente vereinigter Lage
des Raumes R (z, y, ) gehen unter der Annahme, daf der
Triger @) (z, y, 2) des ersten im Zeitpunkt ¢ gerade die Trennungs-
fliche der beiden Rédume erreicht hat, wihrend der Triger P
(x —ox, y —dy, 2— pdx — qdy) des zweiten noch innerhalb
von It liegt, nach Verlauf der durch (6) bestimmten Zeit 6¢

Sitzungsb, d. math.-phys. K. Jahrg. 1916. 14
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in zwel unendlich benachbarte Elemente vereinigter Lage des
Raumes R, (z,, y,, 2,) iiber mit den Triigern P, (innerhalb von
R)) und @, auf der Trennungsfliche. Dabei sind die reduzierten
Liingen der Vektoren @QP, und P, alle beide gleich ¢

Betrachtet man im Anschluff hieran die Wanderung aller
Flichenelemente einer Fliche F' des Raumes R, wie sie durch
die Strahlung gegeben ist, dann die Brechung der Pseudo-
normalen und Drehung der Flichenelemente an der Scheide-
wand, endlich die Strahlung im Raum I, wobei jene Flichen-
elemente in Transversalstellung zu den gebrochenen Extremalen
bleiben und wieder einen Verein von o7 Flichenelementen
bilden, so sieht man die Giiltigkeit des Gaulischen Satzes fiir
gebrochene Extremalen.

§ 3. Der Brunssche Satz in allgemeiner Form.

Gegeben sei ein optisches System von folgender sehr all-
gemeiner Beschaffenheit: Ks besteht aus einem Objektraum,
der von homogenem isotropem Medium erfiillt ist, einer Folge
von inhomogenen anisotropen Zwischenmedien und einem Bild-
raum, den wieder ein homogenes isotropes Medium erfiillt.

Die Lichtgeschwindigkeiten seien ferner
im Objektraum ¢
im Bildraum ¢,

und im fk-ten Zwischenmedium

ds _ Vidz® + dy® + dz?

it dy dz\’
¢ dxfk<ﬁ Yy 4 ;7/, dx)
also von Ort und Richtung abhiingig.

Dann sind die Lichtwege oder Straklbahnen durch die
Forderung bestimmt, daf das lings einer Strahlbahn genom-
mene Integral

01 o Ont1 ry
cjds+jf<x v,2,9,#) da+ - +ffn(a v.2,y, ) da +o, [ds

Qn—+—l
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ein Minimum wird. Hierin bedeutet P den Ausgangspunkt,
@ den Schnittpunkt der Strahlbahn mit der Trennungsfliche
des (& — 1)-ten und des k-ten stchenmedlums, P, den End-
punkt im Objektraum.

Das erste Stiick P, und das letzte @41 P, der Strahl-
bahn ist geradlinig, die weiteren Stiicke sind Extremalen der
Variationsprobleme

S @y, 2 v, 2)dz = Min.
und die Brechungen an den Trennungsflichen sind nach § 2
bestimmt.

Wir wollen iibrigens nicht alle Strahlbahnen betrachten,
sondern nur eine ausgewihlte Schar von oo*, die wirklich alle
Zwischenmedien durchdringen. Demnach haben nicht alle Linien-
elemente eines Triigers I’ als Anfangselemente von Strahlbahnen
zu gelten, sondern nur ein gewisser Ausschnitt, dessen Be-
grenzung durch den Mantel eines Kegels veranschaulicht werden
kann, der P mit dem Rand der Offnung einer geeignet ge-
wiihlten Blende verbindet.

Beim Strahlungsvorgang hat man sich von P Kugelwellen
ausgehend zu denken. Die Flichenelemente einer Kugelwelle
wandern zuniichst mit konstanter Geschwmdmkelt ¢ im Objekt-
raum, in senkrechter Stellung zu den geradlinigen Strahlbahnen,
dann in den Zwischenmedien, so daB die Triiger auf einer Ex-
tremale bleiben, die Elemente die Transversalstellung einhalten;
im Objektraum wird die Transversalstellung wieder einfach
Orthogonalitit, die Geschwindigkeit konstant gleich ¢,.

Wenn nun P optisch vollkommen oder anastigmatisch abge-
bildet wird, d. h. wenn die von P ausgehenden Strahlbahnen
sich in P, vereinigen, so bilden nach dem Satze des § 2 die
Jlezclzzectzg von P ausgehenden Elemente £ im Objektraum einen
Verein von Flichenelementen ('), die zu den Strahlen, die
sich in P, vereinigen, senkrecht stehen, sie erfiillen also (fiir
einen Wert von ¢, der innerhalb gewisser Grenzen zu wiihlen
ist) eine Kugel mit dem Mittelpunkt P,; aufierdem sind alle
reduzierten Lingen (I E') einander gleich, eben gleich 7 Ins-

14*
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besondere kann man ¢ so wiihlen, daf die Elemente £’ den
Punkt P, zum Triger haben. IXs sind also die Durchlaufs-
zeiten aller von P ausgehenden und in P, sich wieder ver-
einigenden Strahlbahnen einander gleich; dieser Wert von ¢
mdge als der optische Abstand (PP,) bezeichnet werden.

Ist die Abbildung eines Teiles des Objektraums optisch
vollkommen, so ist sie nach Abb¢ bekanntlich eine Kollineation,
und wir konnen jetzt den in der Einleitung ausgesprochenen
Ahnlichkeitssatz leicht beweisen. Er lift sich so anssprechen :

Die durch eine Reihe ganz allgemeiner Zuwischenmedien ver-
miltelte, optisch vollkommene Abbildung eines homogenen isotropen
Objektraums auf cinen chenfalls homogenen isotropen Bildrawm
ist notwendig dhnliche Abbildung.

Wir wihlen im Objektraum vier in einer Ibene gelegene
Punkte A BCD so aus, dai A B, BC, AD und DC als
Strecken von Strahlbahnen betrachtet werden kénnen (wodurch
die Richtungen gewissen Beschrinkungen unterliegen, denn die
Fortsetzungen der Strecken miissen durch die Blendeniffnung
gehen), und daf iiberdies

AB+DC = AD 4+ BC

ist, also ABCD ein Tangentenviereck eines Kreises bildet.
Wegen der vorausgesetzten Beziehung zwischen den Liingen
der vier Seiten kann man dann vier Flichenelemente £, L,,
F,, I, angeben, deren Triiger ¢, ©,, @5, @, auf ADB, BC,
DC und AD liegen, wihrend die Elemente auf den Strahl-

bahnen senkrecht stehen und

AQy=49,, ¢,B=DG,, ,C=0,C, ¢D=DQ,
ist, @, kann beliebig gewihlt werden, die drei andern Punkte
sind dadurch bestimmt.

Die Elemente E,, I,, I,, I, gehen nach Verlauf eines
innerhalb gewisser Grenzen beliebig wihlbaren Zeitabschnittes ¢
in vier Elemente I5], 193, Iij, I} iiber, die im Bildraum liegen,
senkrecht zu den Strecken 4,5, B,C,, D,C;, und A, D,
stehen und als Triger vier Punkte haben, die auf diesen
Strecken liegen, den Fortsetzungen der Strahlbahnen A B, BC,
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DC und AD oder, was dasselbe ist, den Verbindungslinien
der Bildpunkte 4,, B, C,, D,.

Fiir die reduzierten Liingen findet man auf Grund unserer
Entwickelungen

(4, By = (A E)) + (B, Ei) — (4 4,)
(4, Ej) = (4 E) + (E, E) — (4 Ax)a
und hieraus wegen (I, E))==(E, E}) =1

A4Q, A,
¢

und (AE) =" P (4 E)

(4, Ey) = (4, E), also 4, Qs = A4, Q1.
Ebenso lassen sich die iibrigen Gleichheiten
QB = B¢, Q0 =0, D =D
beweisen, und man erhilt
A, B, + D C, = DB C, + 4, D,

Durch die optische vollkommene Abbildung hat sich also
das Tangentenviereck 4 BC 1) wieder in ein Tangentenviereck
eines Kreises verwandelt.

LiGt man jetzt X auf A.D und Y auf BC sich so be-
wegen, dai X Y bestiindig Anfangsstrecke einer Strahlbahn ist
und den dem Viereck A4 BC D einbeschriebenen Kreis beriihrt,
so beriihrt auch X, Y, immer einen und denselben Kreis im
Bildraum. Hieraus folgt zuniichst, daB die Kollineation oc®
zwar in threr Auswahl und Begrenzung durch die Forderung,
dali die Tangenten X Y Stiicke von Strahlbahnen sein sollen
— nicht aber in der Dimension ihrer Mannigfaltigkeit be-
schriinkte Kreisbogen wieder in Kreishogen iiberfithrt. Also ist
die Kollineation Alnlichkeit, wozu im Falle der Spiegelung
noch Symmetrie treten kann.

Schlietlich ist leicht zu zeigen, daB alle optischen Abstiinde
(PP)) einander gleich sind.?)

1) Die folgendé Betrachtung unterscheidet sich kaum von der ent-
sprechenden bei Klein, a. a. O. 8. 379.
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Betrachtet man zu diesem Zweck ein gleichschenkliges
Dreieck mit den Seiten

BA=AC = ¢v,, BC =c¢r,
und das ihm #hnliche Dreieck der Bildpunkte mit den Seiten
B A4, = A0 =c¢u, BC, =cr1,

so findet man

(CC)=(44) +u1—r

(CC) = BBY+ 15—,

(BB) = (44) + 7, —m,
also 1, —1n=@FB)—(44)=1,—u—r1,+ 1
oder 2(r, — 1) = 1,— 2.

Da aber das Verhiiltnis 7, :7i wegen der Ahnlichkeit der
Dreiecke gleich 7,:7; ist, so folgt
1, =71, 7, =71 und (44)=(BB,)=(CC)
oder allgemein: .
(PP,) ist von der Wahl von P unabhingig; auch wird
Pe P o .
¢ o

= (PQ) = (£ ¢) =

d. h.: Entsprechende Strecken wverhalten sich wie dic Licht-
geschwindiglkeiten in den beiden Riumen.



