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Die Liesche Geraden-Kugeltransformation und
ihre Verallgemeinerungen.

Von Heinrich Liebmann.

Vorgelegt von S. Finsterwalder in der Sitzung am 1. Mai 1915.

Keine der zahlreichen Darstellungen der Lieschen Geraden-
Kugeltransformation®) liit, das darf wohl gesagt werden, die
einfachen Gedankengiinge der projektiven Geometrie scharf um-
rissen in den Vordergrund treten, auf deren Grundlage diese
durch ihre wichtigen Eigenschaften und mannigfachen An-
wendungen so bekannte Berithrungstransformation abgeleitet
werden kann. Das hat seine geschichtlich woll begreiflichen,
auch von ganz bestimmten Lehrmeinungen und Absichten her-
rithrenden Ursachen,?) auf die hier nicht eingegangen werden
kann. Auf jeden Fall erscheint eine solche Ableitung berech-
tigh, um so mehr, wenn sie unicht nur beim Bekannten stehen
bleibt, sondern sich auch mit Verallgemeinerungen befabt, die
in den bisher vorliegenden Untersuchungen zum Teil noch
nicht einmal angedeutet zu sein scheinen.

Als Grundlage aus der Lehre von den Berithrungstrans-
formationen dient der Satz von Lie:?)

Soll eine Beriihrungstransformation die Punkte P des
Raumes B (x, y, 2) in o® Gerade s des Ranmes I iiberfiihren,

1) Lie-Scheffers, Geometrie der Beriihrungstransformationen 1
(Leipzig 1896), Kap. 10.

%) Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen I (Leipzig
1893), S. 137 —138,

%) 8. Lie, Liniengeometrie und Berithrangstransformationen (Leipzig,
Ber. 49, 1897, 8. 687 —740).
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und ihre Umkehrung die Punkte P' des Raumes I’ in oo? Ge-
rade s des Raumes IR, so bestehen, wenn dabei die Geraden s
einem linearen Komplex (Nullsystem) angehéren sollen, nur
zwel Moglichkeiten, niimlich

1. die Geraden s' sind die Treffgeraden eines Kegel-
schnitts A,

2. die Geraden s' sind die Tangenten einer Fliche zweiten
Grades.

Hierzu ist noch zu bemerken, daf der Satz zur Konstruk-
tion der Abbildungen in keiner Weise beniitzt werden kann,
er weist nur auf Moglichkeiten hin, und er spricht aus, daf

es aufier den — wie gesagt durch rein projektive Konstruk-
tionen herstellbaren — Abbildungen, welche diese Miglich-

keiten verwirklichen, keine weiteren geben kann.

I. Die Geraden-Kugeltransformation.

Die erste Abbildung, aus der iibrigens die Liesche Transfor-
mation wird, wenn der ausgezeichnete Kegelschnitt A* der ima-
giniire Kugelkreis ist, Lifit sich in folgender Weise aufbauen.?)

Im Gegenstandsraum 1! und im Bildraum 1’ sind je zwei
Punkte 4, B und A', B' gegeben. Sodann werden die Ge-
raden /2, durch 4 den Ebenen oi durch 4‘ linear (,korrelativ¥)
zugeordnet, eine Zuordnung, bei der zugleich den Ebenen a,
durch A die Geraden /iy durch A’ entsprechen; sie mdge mit
(hy — o1) oder (o, — ki) bezeichnet werden und ihre Umkeh-
rung mit (o] — /4,) oder auch (%; —»0,). Ebenso sollen auch
die Geraden %, durch £ den Ebenen oz durch B und damit
die Ebenen 6, durch 5 den Geraden 43 durch I3, linear zuge-
ordnet werden, was mit (2 — 03) bzw. (62— h3) bezeichnet
wird. Diese beiden Zuordnungen sollen aber nicht villig un-
abhingig voneinander sein, es wird niimlich die Beschrinkung
auferlegt, dafi dem gemeinsamen Strahl /i, der beiden Strahlen-
biindel (A4) und (B) in (Ju— 6;) und in (fz — o3) beidesmal
dieselbe Ebene o) entspricht.

1) Vgl hierzu Lie-Scheffers, a. a. 0., S. 446 fI.
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Aus (y — o1) und (b —> 63) entsteht dann die zu unter-
‘suchende Punktgeraden-Verwandtschaft (12— s*) durch die fol-
gende Vorschrift: Als Bild s* von P gilt die Schnittgerade der
den Geraden Ay (A L) und h, (I3 P) entsprechenden Kbenen o6
und os. Bei der Umkehrung (P'—s) ist s der Schuitt der
Ebenen o, und o,, welche den Geraden /iy (A'FP") und hi (' P)
in (fy — 6;) und (ks — 62) entsprechen.

Wir stellen im Anschlufi hieran zuniichst fest, was das
Bild einer beliebigen, nicht dem System s angehorigen Ge-
raden ¢ ist. Verbindet man ihre Punkte £ mit 4 und DI, so
erhiilt man zwel perspektivisch aufeinander hezogene ebene
Strahlenbiischel, denen zwel projektiv aufeinander bezogene
Ebenenbiischel entsprechen, deren Achsen {iibrigens die den
Ebenen o, = (4, ¢9) und o, = (B3, g) v (6 — hi) baw. (62 — /3)
zugeordneten Strahlen sind. Da die entsprechenden Lbenen
der beiden Biischel einander in den Erzeugenden einer Fliche
zweiten Grades I'y schnelden, so verwandelt demnach (P — %)
eine Gerade y mn eine Fliche I7.

Betrachten wir dagegen eine Systemgerade s, so gehen
die Achsen der /"5 erzeugenden Ebenenbiischel jetzt heide
durch 7, die Fliche artet also in einen Kegel aus, dessen
Spitze I’ ist.

Wir wollen nunmehr zeigen, dafi alle Systemgeraden s'
Treffgeraden eines bestimmten in o) gelegenen Kegelschnittes K
sind. Jeder Lbene 6,,, d. h. jeder Ebene, die sowohl A wie
I} enthiilt, wird durch (o, — /i) eine in oj gelegene Gerade ¢,
durch (6; — /i3) eine ebenfalls in oy gelegene Gerade #3 zuge-
ordnet, und der Ort der Schnittpunkte ist wegen der linearen
Zuordnung ein Kegelschnitt K. Jeder Punkt P bestimmt
zusammen mit A und B eine Ebene a,, und den Strahlen 7,
und /7y, welche A4 und 5 mit P verbinden, werden zwei
Ebenen 6; und o3 zugeordunet, die 4 und ¢ enthalten, die
Schuittgerade s der Ebenen ist also eine Treffgerade von A,
was zu zeigen war. Durch A gehen dann auch die Flichen 5.
welehe den Geraden ¢ in der Verwandtschaft (£ —-+s") ent-
sprechien.

a%

—
-
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Betrachten wir jetzt die Umkehrung (P —s). Es gilt
wie oben der Satz, dati die Bilder der Punkte P einer System-
geraden s' die Schuitte entsprechender Ebenen zweier projek-
tiven Ebenenbiischel sind, deren Achsen durch [’ gehen, nur
artet die projektive Zuordnung jetzt in eine Perspektive aus,
denn den beiden Strahlen ¢ und #5, die den Schnittpunkt S* von
s' und oy mit A’ und B’ verbinden, ist in (hi —o1) und (s —+0a2)
heidesmal dieselbe Ebene o, zugeordnet, d. h. diese Ibene,
welche die Achsen der projektiv zugeordneten Ebenenbiischel
enthiilt, entspricht sich selbst. Es ergibt sich also der Satz:

Durchliuft P' eine Systemgerade s, so bilden die ent-
sprechenden Strahlen s ein ebenes Strahlenbiischel durch P
(dessen Ebene in der Folge mit 7 hezeichnet werden soll).

(Beiliufig bemerkt, kann man nun noch zeigen, daf die
Ebenen 7 sich um eine Achse ¢ drehen, wenn P eine Gerade g
durchliiuft, und dadurch tritt dann die Beziehung P — 7 als
Nullsystem deutlich hervor. Legt man néimlich durch zwei
Punkte P, und P, von g die zugehirigen Ebenen 7, und z,,
so schneiden sie einander in einer Geraden ¢, deren Punkte ¢
einerseits den Systemgeraden ¢ P, anderseits den System-
geraden @ I, perspektivisch zugeordnet sind. Bei der Abbil-
dung (P --s') gehen P, und P, in zwel Erzeugende s;, s des
Bildes I von g iiber, die Bilder der Punkte ) aber sind eben-
falls Systemgerade s‘, also Treffgerade von K‘, die sich iiber-
dies auf s und s; stiitzen, also der Fliche I7) angehiren.
Jede Gerade des einen Systems von geradlinigen Hrzeugenden
der F'% (d. h. die Bilder aller Punkte P), schneidet aber alle
Geraden des andern Systems, und hieraus folgt, dafy die Ver-
bindungsstrahlen ‘eines beliebigen Punktes P von ¢ mit den
Punkten ¢ von ¢ lauter Systemgeraden s sind, d. h. daB
sich um ¢ dreht, weun P auf g wandert.)

Ein einfaches Beispiel einer derartigen Beriihrungstrans-
formation ist gegeben durch die beiden Gleichungen
wxy +yy, +1=0,

(1)
Y, -+ E _+' 2 =0,
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dessen Natur deutlicher hervortritt, wenn man statt der recht-
winkligen Koordinaten homogene (z:y:z:f) einfilhrt. Die
erste Gleichung gibt die Zuordnung (% — o;), wobei .1 und
A’ die Koordinaten haben

i =y =t =0,
Arw =y, =1, =0,

und die zweite Gleichung gibt die Zuordnung (b2 —»a}), wobei
L und B die Koordinaten haben

Dz =y =z =0,
iy, =gz, =1t = 0.

‘Der Geraden (/,), niimlich:

z=y=0
entspricht bei beiden Zuordnungen die Kbene (05), nimlich
¢, =0.

Die Systemgeraden s gehdren hier dem Nullsystem

ydz —zdy — dx =0

an, und die Systemgeraden s’ sind die Treffgeraden des Kegel-
schnittes (K*)
=10, xz —yi=0.
Auf bekanntem Weg?') findet man aus den beiden Grund-
gleichungen (1) dann die Darstellung der Beriihrungstrans-
formation : ‘

. py—1 qy-—= qz+ iz

Ly =" T !/1=‘, o = o
147y LY+ 2 LY+ x
rx ,

P = :[/, 4, =Ly —x,

wobei zur Abkiirzung
F—pr—qy =72
gesetzt ist.

1) Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen 11 (Leipzig
1890), S. H3.
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Man braucht nun nur noch die Transformation

v, =X+4iY, = -X+iY, y =2

1

hinzuzufiigen, um eine Liesche Geraden-Kugeltransformation
zu erhalten.

2. Die veraligemeinerte Geraden-Kugeltransformation.?!)

Um jetzt eine Transformation zu erhalten, welche die
Punkte P in die Tangenten u' einer Fundamentalfliche zweiten
Grades 2" iiberfiihrt, braucht man noch eine Punktverwandt-
schaft (P' —»¢'), die den Treffgeraden s' von A’ die Tan-

genten #' von X zuordnet (s’ —-u').

Eine solche Verwandtschaft erhiilt man in folgender Weise:
Zuniichst muli 2 den Kegelschnitt A‘ enthalten. Jede Treff-
cgerade s schneidet dann X' noch in einem weiteren Punkt,
Durch diesen Punkt denke man sich die Tangentialebene an
2 gelegt und zum Schnitt gebracht (¢') mit der Ebene, die
s" und den Pol €' der Kbene oy von K’ in Bezug auf X' ent-
hiilt. Diese Gerade ist Tangente an die Iliche 2* und soll
der Treffoeraden o' entsprechen, wodurch die gewiinschte Ab-
bildung hergestellt ist. Die Umkehrung dieser Abbildung ist
zweidentig, denn die durch € und die Tangente u' gelegte
Ebene schneidet A in zwei Punkfen. Die Abbildung (s’ — )
ist tatsichlich eine Punkttransformation (# — ("), denn
wenn man durch eimen Punkt P’ alle Treffgeraden von XK'
legt, so entsteht ein Kegel, der 2* in einem zweiten Kegel-
schnitt trifft, und die Ebenen, welche durch die KErzeugenden
des Kegels und durch €' gehen, also dureh P’ und (', ent-
halten alle den auf P'C" gelegenen Pol @' der Lbene des
zweiten Kegelschnitts, d. h. den Treffgeraden von J(', welche
P' enthalten, werden die von @' an 2" gelegten Tangenten

zugeordnet. Wir haben das Irgebnis:

) Vgl Lie, a. a. O. (Anm. 8), 8.7386 und F. Engel, Verzeichnis
der Schriften von Lie (Bibliotheca mathematica 3 (1), 1900, S. 166-—204),
Nr. 83 (S. 187).
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Ordnet man jedem Punkt P' des Raumes ' den Pol ¢’
derjenigen Ebene zu, in der der Kegelschnitt liegt, nach dem
die durch ' gehenden Treffgeraden s' von K die Fundamental-
fliche 2* zum zweiten Male schneiden, so gehen bei dieser
einzweideutigen Punktverwandtschaft die Geraden s’ in die Tan-
genten »' der Fundamentalfliche iiber.

Weitere Einzelheiten zur Ausfiihrung und Begriindung
sind aus der folgenden analytischen Darstellung zu entnehmen,
bei der wir die Koordinaten von P mit z, y, 2, die von ()
mit z,, y,, z, bezeichnen.

Wir withlen fiir £ wieder den imaginiren Kugelkreis und
fiir 2* die imaginire Kugel

224yt -2 41 =0.
Um die Verwandtschaft herzustellen, hat man den Kegel
@8+ G— = 0=

mit 2" zu schneiden. Die Gleichung der (zweiten) Schnitt-
ebene ist

228+ 2yy + 220+ 1 —a—y® —

und 1hr Pol ¢ ist gegeben durch

«©

.’220’

2, = A%, Y, = Ay, @, = g,
(2) : 2
Tl —at—yt—t

Die Umkehrung (@' — I*) der Abbildung ist dann ge-

geben durch
&= px, Yy=pny, &= uns;
dabei ist noch
l— @ gt =1 —a?— g — 2= 2,

woraus die schon erwihnte Zweideutigkeit hervorgeht.

Den Treffgeraden (s°)
y=rx 4 0, £ =5z -+ g, (1_}_?.2__*_32:0

des imagindren KNugelkreises (/') werden die Tangenten (u)
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z, 0y, 0801
22: 20z 4 0): 262 + 0): (1— 0 —a® —22(r0 + s0))

von '

zugeordnet.

Wir wollen auch noch die fiir die Zusammensetzung der
hier besprochenen Punkttransformation (P — ') oder (s' — ")
mit der Berithrungstransformation (I” — s') wichtige Frage be-
antworten, was aus einer beliebigen K’ enthaltenden Fliche
zweiten Grades I7) bei (P — @) hervorgeht.

Die I'; hat eine Gleichung von der Iorm

o=t 4+ y?+ 2 daw +by+ce+d=a®+ 4°
—l—:g—[—E((E,f/,Z):O,
und sie schueidet 2 auker in /C’ noch in einem zweiten Kreis,
dessen Ebene die Gleichung hat

E,y,2)—1=0.
Das Bild von I ist gegeben durch die Gleichung
1 — 21“ + A’L(a'xl + b.’/l + C,?:'I) + d=20

in Verbindung mit
1—2p0 — w?(xi +yi + 25 =0.

Aus diesen beiden Gleichungen zusammen folgt, wenn wir
E(z,, y,, ) zur Abkiirzung mit £, bezeichnen
E =1 —Q0Q+d2@E+yi+441)=0, d h
Jede 175, welche ' enthiilt, verwandelt sich bei der Ab-
bildung (P — @) in eine Iy, die 3 lings des Kegelschnitts
berithrt, den '3 und 2* aufer X' noch gemein haben.
Denkt man sich eine nichteuklidische (in unserem IKall
elliptische) MaBbestimmung mit der Fundamentalfliche X' ein-

gefithrt, dann sind die I7; als Kugeln zu deuten, also lifit
sich das Krgebnis in aller Kiirze so aussprechen:

Die durch Zusammensetzung von P — s mit s — u'
entstehende einzweideutige Punktgeraden-Transfor-
mation fiihrt die Geraden g in die Kugeln iiber bei
geeigneter nichteuklidischer Mafbestimmung.
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Diese durch Zusammensetzung entstehende ,nichteukli-
dische Geraden-Kugeltransformation® ist in Lie-Scheffers,
Btr. f. trotz ihres einfachen Aufbaus nicht einmal erwiihnt;
es ist anzunehmen, daB sie in den nicht erschienenen zweiten
Band Aufnahme finden sollte.

3. Entsprechende Transformationen in Ritumen von
hioherer Dimension.

Lie hat die Frage nach Punktgeraden-Transformationen
in Rédumen hoherer Dimension nur erwihnt,) auierdem scheinen
von anderer Seite?) nur vollig unzulingliche Versuche einer Ver-
allgemeinerung der Geraden-Kugeltransformation vorzuliegen.

Wir wollen deshalb auf eine dieser Verallgemeinerungen
eingehen, niimlich die durch die Gleichungen:

sy gy, 41 =0,
(3) Yy +ys + =0,
Ziy A yuy - u=10
gegebene Beriihrungstransformation des R,. Denkt man sich
wieder homogene Koordinaten (z:y:2:u:{) eingefiihrt, so er-
kennt man leicht die Bedeutung dieser Gleichungen. Gegeben
sind in den Riiumen R, und R} je drei Gerade:
Adyz=y=1t=0 Bliz=y=2=0, (Niz=y=u=0
und (A):z, =y, =t =0, (B):y =¢=1t=0,
(C):e, =u, =t =0.

Durch die Gleichungen (3) werden den drei Biindeln von
je ®? BEbenen durch 4, B, (' die drei Biindel von je o?
linearen Iy durch A’', B, (' zugeordnet, wobei die Ebene
x=y=0, in der die drei Geraden 4, B, (' liegen, in jeder
der drei Zuordnungen dem linearen R, (f, = 0) zugeordnet wird,
welcher A', B' und " enthiilt. Das Bild von P ist die Ge-
rade s, in der die drei R, einander schneiden, welche den
Ehenen (P 4), (PB) und (P(') zugeordnet sind. Entsprechend
ist die Umkehrung (P* - s) der Abbildung zu deuten.

Y Lie, a. a. O. (Anm. 3), S, 740.
) Vgl. den Bericht von F. Engel (Jahrbuch der Fortschritte der
Mathematil 80, Jahrgang 1899, S. 338 —339).
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Die Geraden s’ sind hier die Treffeeraden der unendlich
fernen Kurve dritter Ordnung (des lkubischen Kegelschnittes)

o A AN . Ay < __ 5 P . —
L), =0, w0, —yi=yu, — &l =zy, — x,u, =0,

Die Geraden s bilden wieder ein Nullsystem, wie oben
in (1), d. h. durch jeden Punkt P gehen oo! Gerade s, die
wieder ein ebenes Strahlenbiischel bilden. Ihre Fortschreitungs-
richtungen im Punkte @, y, 2, # sind durch das nicht integrale
System von Pfaftschen Gleichungen bestimmt

yde —zdy — da = 0,
ydu-—udy + xdz — zdx = 0.
Jede Ebene =a,z+ by + ¢,
w=a,x -+ b,y + ¢,
bildet sich auf eine (dreifach ausgedehnte) I7, ab, die (K*)
enthilt. Insbesondere kann man (vgl. den Schluf von Nr. 1)
die Transformation auch so wiihlen, daf sich unter den ¢
Bildern der Ebenen auch o* (dreidimensionale) Kugeln be-
finden. Man erhilt damit eine (unvollstindige) Ebenen-
Kugeltransformation des R,. Eine vollstiindige Geraden-
Kugel- oder Ebenen-Kugel-Transtormation ist schon deshalb
unmoglich, weil die Schar der Geraden und Ebenen je sechs,
die der Kugeln aber nur fiinf Parameter enthiilt.

Genau entsprechend zu der Untersuchung in Nr. 2 kann
auch im I, die Abbildung verallgemeinert werden zu einer
Transformation, welche die Punkte P abbildet auf oo* von
den oo® Tangenten einer dreidimensionalen 77, oder Funda-
mentalmannigfaltigkeit ', die K’ enthiilt.

Schon die Gestalt der Gleichungen (3) zeigt, wie man
von hier aus zu bestimmten Verallgemeinerungen, zu ent-
sprechenden Punkt-Geradentransformationen in Riumen hiherer
Dimension gelangen kann. Daneben besteht die Aufgabe, zu-
nichst im R, einen Uberblick iher alle Maglichkeiten zu
gewinnen, wie ihn Lie fiir den R, gegeben hat. und alle diese
Moglichkeiten auch durch einfache Beispiele zn verwirklichen.

[y
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Uber die Ausgleichung des zukiinftigen bayerischen
Hauptdreiecksnetzes.

Von Sebastian Finsterwalder.

Vorgetragen in der Sitzung am 1. Mai 1915.

Das zukiinftige bayerische Hauptdreiecknetz, welches nach
den Erkundungen des K. Bayer. Katasterbureans ent-
worfen) und in Fig. 1 dargestellt ist, umfalit 42 Hauptdrei-
eckspunkte, 62 Dreiecke, 103 Seiten und 22 innere Punkte,
die zu Kranzsystemen Veranlassung geben. Im Norden hingt
es mit 4 Punkten und 8 Seiten mit dem preuBischen Haupt-
dreiecksnetz zusammen, dem noch ein Punkt (Kapellenberg)
des siichsischen Dreiecksnetzes?) anniihernd gleichwertig ange-
schlossen ist, so dal; ein 223 Kilometer langer Anschlufizug
(Steigekoppe, Kreuzberg, Grofigleichberg, Débra, Kapellenberg)
zur Verfiigung steht, der eine Basismessung im Norden des
Netzes iiberfliissig erscheinen Lifit. Im Siiden ist eine Basis-
messung vorgesehen, welche die Liinge der Dreiecksseite Miinchen-
Schweitenkirchen liefern soll. Das Netz ist also, obwohl es
im {ibrigen nur eine schlichte Folge von Dreiecken ohne Dia-
gonalen darstellt, reichlich verwickelt und seine Ausgleichung
stellt auf alle IViille eine umfangreiche Avbeit dar, die wohl
itherlegt sein will. Wenn das Netz als Ganzes ausgeglichen

1) Es st hier gegeniiber dem urspriinglichen Entwurf um die Punktbe 8
(Steigekoppe) und 34 (Breitstl) erweitert um eine weitere preufiische
Anschlufiseite einbeziehen zu kounen.

%) Vel diese Berichte, Jahrgang 1914, S. 241,
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werden soll, so kommen vornehmlich zwei Methoden in Be-
tracht, die zuerst besprochen werden sollen.

Die Methode der bedingten Beobachtungen. Die
Beobachtungen an den 42 Stationen ergeben ebensoviele Rich-
tungssitze mit 2103 = 206 Richtungen, die darch 206 -—42
== 164 Richtungswinkel ausgedriickt werden konnen. Wegen
des im Norden zu iibernehmenden Anschlufizuges fallen 3 von
den in den mittleren Kcken sonst zu beobachtenden Winkel
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weg, da diese dem Anschlufizug zu entnehmen sind. Is ver-
bleiben also 161 beobachtete Richtungswinkel. Diese unter-
liegen zuniichst den 62 Dreiecks-SchluBbedingungen und den
22 Kranzbedingungen. AuBierdem kommen noch 4 Seiten-
bedingungen hinzu, welche aussagen, dafi die Basis im Siiden
ein bestimmtes Verhiiltnis zu den 4 Anschlufiseiten im Norden
hat. Es sind also im Ganzen 62 + 22 + 4 = 88 Bedingungen
zu berlicksichtigen. Dementsprechend ergeben sich ebensoviele
(leichungen fiir die unbekannten 88 Korrelaten, aus denen
sich die Verbesserungen der 161 beobachteten Richtungswinkel
aufbauen. Die verbesserten Winkel gewiihrleisten dann eine
widerspruchfreie Berechnung der Seiten des Netzes und der
Koordinaten der Kckpunkte.

Die Methode der vermittelnden Beobachtungen.
Von den 42 Netzpunkten sind 37 neu zu bestimmen. Diese
haben 74 unbekaunte Koordinaten. Letztere werden so ge-
withlt, dafi die 161 gemessenen Winkel moglichst richtig und
die Seite Miinchen-Schweitenkirchen genau nach der Messung
wiedergegeben werden. Mittels der letzteren Bedingung kann
man eine (z. B. die nordsiidliche) Koordinate von Schieiten-
kirchen eliminieren, so daf 73 unbekannte Koordinaten iibrig
bleiben, durch deren Wahl den 161 Beobachtungen miglichst
Rechnung getragen wird. Die Zahl der Unbekannten ist hier
also nur 73 und die Unbekannten sind das gewiinschte Schlufi-
ergebnis der Ausgleichung.

Beide Arten der Ausgleichung haben ihre Vor- und Nach-
teile; es unterliegt aber kaum einem Zweifel, da, so lange
man nur unter ihnen zu wiiblen hat, im vorliegenden Falle
die zweite Art den Vorzug verdient. Die Hauptrechenarbeit
beruht in der Auflésung der Gleichungen fiir die Unbekannten
und wiichst mit dem Quadrat ihrer Anzahl; diese Rechenarbeit
verhiilt sich also in den beiden Fillen wie 882:73% = 7744 : 5329,
Der Umstand, da die Bedingungsgleichungen bei der ersten
Methode erheblich leichter zu bilden sind als die Fehlerglei-
chungen bet der zweiten, hebt den Unterschied zu Gunsten der
zweiten Methode nicht auf. Aber auch in der Art des Schluli-
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ergebnisses ist die zweite Art der ersten iiberlegen, da dieses
gerade in den gesuchten Punktkoordinaten besteht, wobei deren
mittlere Fehler, ja wenn man will sogar die Fehlerellipsen der
gefundenen Lagen der Punkte in unmittelbarem Anschluff an
die Auflosung der Normalgleichungen gefunden werden kénnen.
Die erste Art liefert unmittelbar und einfach nur den mitt-
leren Fehler der gemessenen Winkelgrofien und dient in diesem
Sinne gewissermalien nur der Befriedigung der personlichen
Eitelkeit der Messenden, ohne zugleich eine ausreichende Kritik
des KErgebnisses zu ermoglichen, da die Punktlagen nicht blof
von der Genauigkeit der gemessenen Winkel, sondern in nicht
minderem Grade von der Anlage des Netzes abhiingen. Kine
Berechnung der Koordinatenfehler, die ja an sich moglich ist,
erweist sich hier wegen der grofien Zahl der Korrelaten prak-
tisch als ganz undurchfithrbar. Welche von den beiden Arten
der Ausgleichung man auch wiihlen mag, stets wird die rie-
sige Rechenarbeit in einem gewissen Miiverhiltnis zu dem er-
zielten Schluliergebnis stehen, wenn man nimlich praktische
Erwigungen als ausschlaggebend erachtet und nicht das Be-
wufitsein, das Beste unter dem Moglichen erreicht zu haben,
als gentigenden Ausgleich fiir die aufgewendete Arbeit ansieht.
Das erwihnte Mifiverhiltnis liegt in der Natur der Ausglei-
chung aus einem Guf begriindet. Gerade, weil sie den vielen
auf das Ergebnis einwirkenden Umstiinden einzeln und unpar-
teiisch Rechnung trigt, wird die Abhiingigkeit des Lirgebnisses
von diesen Umstiinden so verwickelt, daly sie weder genau aus-
gerechnet, noch auch im Einzelnen durchschaut werden kann.
Rein praktische Erwigungen haben in vielen #hnlichen Fillen,
z. B. auch bei der Ausgleichung des alten bayerischen Haupt-
dreiecksnetzes durch v. Orff zu einer Teilung des Netzes (bet
v. Orff in 30 Polygone) gefiihrt, wobei das Ergebnis der Aus-
gleichung des einen Teils immer als Zwangshedingung fiir die
Ausgleichung des anschliefenden Teiles eingefithrt wird. Da-
durch wird die Rechenarbeit auf alle I'ille sehr erheblich ver-
mindert. Allerdings ist das Schlufiergebnis abhiingig von der
Art der Zerlegung des Netzes und der Rethenfolge der Teile
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bei der Ausgleichung. Auch verzichtet man von vorneherein
auf die moglichst giinstige Ausgleichung. In wieweit bei einer
solchen teilweisen Ausgleichung eine ausreichende Kritik der
Messungsgenauigkeit und ein geniigender Einblick in die Sicher-
heit des Messungsergebnisses erzielt wird, hiingt ganz und gar
von der Anordnung der Ausgleichung ab. Ks soll im folgen-~
den ein diesheziiglicher Vorschlag gemacht werden, welcher
die genannten Gesichtspunkte in befriedigender Weise beriick-
sichtigt.

Der Vorschlag setzt voraus, daBl Niherungskoordinaten
von den Hauptdreieckspunkten bereits bekaunt sind, was fiir
das bayerische Netz durch die Vorarbeit des Verfassers!) zu-
trifft. In dieser sind in gemeinsamer konformer Doppelprojel-
tion die genauen Koordinaten der Anschlufipunkte und die ge-
nitherten Koordinaten der iibrigen Netzpunkte gegeben?) und
es ist das System so gewiihlt, daBl unter Beibehaltung der
GauBschen Projektionskugel die gendherten Koordinaten des
nérdlichen Frauenturms in Miinchen die Werte Null erhalten.
Von dem preubiischen System der konformen Doppelprojektion
unterscheidet sich das genannte nur in der Wahl des Aus-
gangsmeridians, der durch Miinchen statt durch 31° 6st. Ferro
geht und die Zihlung der Abszissen, die von Miinchen aus,
statt von 52°42°275 n. B. aus geschieht. Das Netz wird nun
durch die in Fig. 1 angedeuteten strichpunktierten Linien in
7 Felder zerschnitten und in jedem Ield ein trigonometrischer
Punkt als Ausgangspunkt gewihlt. Jedes Feld stellt ein ein-
faches Teilnetz mit wenigen Bedingungen dar; es soll ohne
jeden Zwang fiir sich ausgeglichen werden und zwar mnach
der Methode® der bedingten Beobachtungen. Folgende Tabelle
gibt eine Ubersicht der in Betracht kommenden Verhiiltnisse.

1) Es fehlen die genitherten Koordinaten des Punktes 34 (Breitsol);
diese sind: Absc. -+ 198394,4, Ord. — 154145,7.

%) Der Zusammenschlufi des preuBischen und siichsischen Haupt-
dreiecksnetzes im Norden von Bayern, Diese Berichte 1914, S. 259,
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|

Nummer des Feldes I L, 218 |4 5 6 7 Summe
| |
Zahl der Dreiecke . . . . 9 6, M4 9 7| 7| 10 62
Zahl der Zentralp. . . . . 1 1 2t 1 1 1 2 9
Zahl der Bedingungsgl. . .| 10 7| 16 10/ 8 8 12 71
777

Rechenarbeit . . . . . . 100 49 256 100 61 64 |144
|

s werden nun mit den ausgeglichenen Winkelwerten und
einem passenden Niherungswert fiiv die Lingen ausgehend von
den Niherungskoordinaten des gewiihlten Ausgangspunktes des
Feldes Koordinaten aller derjenigen Punkte des zugehirigen
Teilnetzes gerechnet, welche mit den preubiischen Festpunkten
oder mit den Grenzpunkten eines Nachbarfeldes zusammen-
treffen sollen. Naturgemils entstehen dabei gegeniiber den
preutiischen Iestpunkten und an den Grenzpunkten henach-
barter Felder Koordinatenunterschiede, die einer zusammen-
fassenden Hauptausgleichung unterzogen werden sollen.
Wir denken uns dabei die einzelnen Felder unter Beibehaltung
threr Form #hnlich veriindert, verschoben und gedreht, so dali
ein moglichstes Zusammenpassen der Felder untereinander und
gleichzeitig ein miglichst giinstiger Anschluff an die preufii-
schen Festpunkte erfolgt. In dem 6. Feld, das die Basisseite
Miinchen-Schweitenkirchen (6—24) enthilt und das in seinen
Abmessungen hiedurch schon bestimmt ist, soll sich die Ver-
inderung bloB auf Verschiebung und Drehung beschriinken.
Da die Verschiebung des Ausgangspunktes je zwei, die Ver-
drehung und Mafstabéinderung je eine unbekannte Grile fiir
das Feld einfiihrt, so sind hiernach 6 - 4 - 3 = 27 Unbekannte
zu bestimmen. Die dabei notwendige Rechenarbeit wird durch
272 = 729 ausgedriickt und es beziffert sich die Gesamtrechen-
arbeit einschlieklich der in der Tabelle ausgewiesenen auf
729 -} 777 = 1506 gegeniiber 7744 bzw. 5329 bei der Aus-
gleichung aus einem Gufi. Sie kann also auf ein Fiinftel bis
ein Drittel von jener geschiitzt werden. Ehe wir auf die wei-
teren erheblicheren Vorteile dieser Ausgleichung in Teilen auf-
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merksam machen, soll auf die genauere Durchfithrung der-
selben nither eingegangen werden.

Von den 24 Punkten, welche bel der angegebenen Felder-
einteilung auftreten, haben 4, niimlich 8, 9, 11 und 12 feste
preublische Koordinaten und einfache Felderkoordinaten, die bei
8 und 9 dem Felde 1, bei 1! und 12 dem Ielde 2 angehiren.
Man wird die Quadrate der Koordinaten-Unterschiede der Feld-
koordinaten gegeniiber den festen Koordinaten, oder, was auf
das Gleiche hinausliuft,!) die Quadrate der Entfernungen der
Feldlagen von den festen Lagen in die Fehlerquadratsumme
aufnechmen. Der Punkt 10 kommt in 2 Feldern vor und ist
aulierdem preubischer Aunschlufipunkt. Man wird das Quadrat
der Entfernung des Mittels beider Feldlagen von der festen
Lage in die Fehlerquadratsumme einrechnen, um seiner Kigen-
schaft als Anschlufipunkt an die preufiische Vermessung ge-
recht zu werden. Als gegenseitiger Anschluipunkt zweier be-
nachbarter Felder wird er wie die Punkte 13, 14, 15, 17, 18,
19, 20, 21, 22, 24, 26, 27, 28, 29, 30, 31 zu behandeln sein.
Man nimmt das doppelte Quadrat der Entfernung jeder der
beiden Feldlagen von ihrer Mittellage in die Fehlerquadrat-
summe auf. Der Punkt 23 kommt in 3 benachbarten Feldern
vor. Hr liefert 3 Fehlerquadratsummanden, die aus den Int-
fernungen jeder Feldlage vom Schwerpunkt der 3 Feldlagen
gebildet werden. Die Punkte 16 und 25 endlich treten in 4
verschiedenen Feldlagen auf, aus denen je 4 Bestandteile der
Fehlerquadratsumme dadurch gebildet werden, daf man die
Entfernung jeder Feldlage vom Schwerpunkt der 4 Feldlagen
quadriert. Es setzt sich also die Fehlerquadratsumme aus fol-
genden Summanden zusammen: 5 Summanden infolge des preus-
sischen Anschlusses, 17mal 2 Summanden infolge des Auf-

1) Das gilt nur so lange, als die Entfernungen sich wie in der
Ebene aus den Koordinaten-Unterschieden lerechnen lassen. Bei kon-
formen Koordinaten wird hiebei die Mafistabsiinderung vernachliissigt;
die bis zu 0,4%00 betragee kann. So lange die Verschiebungen unter
einigen Metern bleiben, ist das erlaubt. Eine Beriicksichtigung der Mal-
stabsiinderung begegnet keinerlei Schwierigkeiten.

Sitzungsh, d. math.-phys, K1, Jabrg, 1913, 14
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tretens von ebensoviel doppelten gegenseitigen Anschluipunkten
zweier Felder, 1 mal 3 Summanden infolge des dreifachen und
2mal 4 Summanden infolge der beiden vierfachen Ansehluli-
punkte. Hs gibt insgesamt: 5 + 34 4- 3 4- 8 = 50 Entfernungs-
quadrate oder die doppelte Zahl, wenn man die Quadrate der
Koordinaten-Unterschiede zihlt. Letztere Zihlung schmiegt
sich mehr der tiblichen Bildung der Fehlergleichungen an, in-
dem man die verbleibenden Koordinaten-Unterschiede als Ver-
besserungen ansieht, die an den verschiedenen Feldkoordinaten
anzubringen sind, damit letztere fiir denselben Punkt gleiche
Werte ergeben. Diese Verbesserungen sind Funktionen der
27 einzufiihrenden Unbekannten und ihre Quadratsumme wird
durch geeignete Wahl derselben zu einem Minimum gemacht.
Als Unbekaunte fithrt man am besten ein: die Koordinaten-
Verschiebungen der 7 Felder-Ausgangspunkte, welch letztere
mit 1 bis 7 bezeichnet sind, die kleinen Drehwinkel, die diese
Felder erfahren und 6 kleine Grofien, die zur Einheit addiert,
das geiinderte MaBistabverhiltnis der Felder 1, 2, 3,4, 5 und 7
kennzeichnen. Feld 6 behiilt, wie schon erwiihnt, den Basis-
mafistab bei. Bezeichnen wir mit a7, y» die Koordinaten des
nten Punktes im mt Feld nach der ersten Teilausgleichung,
mit Jo—;'l‘y;’l‘ dieselben Koordinaten nach der Schlufiausgleichung
und nennen wir die kleinen Koordinaten-Verschiebungen des
Feldausgangs-Punktes dw,,, dy,, den Drehwinkel da, und die
Streckung der Einheit dF,., so bestehen folgende Beziehungen:?)

x;’: = x’: + dwm - (!/;': . ym) dam + (x;]: B xm) dkm
yr =y + dyn + @) — 20) dan + Y2 — yn) dlon,

@,, und ¥, sind dabei die Koordinaten des Feldausgangs-Punktes
vor der Hauptausgleichung ,, - dz.., ¥, -+ dy., nach derselben.

Die frither erwihnten 2 > 50 = 100 Fehlergleichungen
lassen sich nun mittels obiger Differentialformeln leicht bilden.

1) Diese Formeln gelten streng nur fiir ebene Koordinaten. Bei
konformen Koordinaten wiire wieder der Mafistabunterschied zwischen
dem Ausgangspunkt und dem betrachteten Punkt zu beriicksichtigen,
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Kinige charakteristische Gleichungen dieser Art migen ange-
fithrt werden. Die Koordinaten der preullischen Anschlufi-
punkte werden mit griechischen Buchstaben bezeichnet.

[iir den preufiischen Anschlufipunkt 9 im Feld 1:

pl g I
Ty — &y = Uy

Ahnlich in y und 7; insgesamt 8 Gleichungen.
Fiir den preubischen AnschluBpunkt 10 in den Feldern 1
und 2:
’-_12 (xiv + xfn) — & =1y
Ahnlich in  und y; insgesamt 2 Gleichungen.
Fir den gleichen Punkt 10 als gegenseitiger Anschlufi-
punkt der Felder 1 und 2:

&:}o hons :13 (x}n + ;/'vfi)) = /U‘m
x;llu — 4 (x}u + xlfn) = Uy
Ahnlich in y; insgesamt 68 Gleichungen.
Fir den Punkt 235 als gegenseitiger Anschlufipunkt der
Felder 3, 5 und 6:

J.u — (@ + T+ a5) = vy

T — 5 (@h + ok + 2h) = vl

T':; — 3 (xn + -7'2'3 + -_73‘.’;) = vy
Ahnlich in y; insgesamt 6 Gleichungen.

Fiir den Punkt 16 als gegenseitiger Anschlulipunkt der
Felder 1, 2, 3 und 4:

@i — } @k + @l 4+ @ + k) = v,
2l — (@l + 2l + al 4 wl) =l
2l — 1 (@ + 2% + b + al) = vl
i, — § (@ + 2h + @+ 21) = v
Ahnlich in y; insgesamt 16 Gleichungen.

Diese 100 Gleichungen werden nach den 27 Unbekannten
dxw, dyn, da,, dk, geordnet und aus ihren Koeffizienten in
der iiblichen Weise jene der Normalgleichungen gebildet, deren

14*
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Auflssung dann die Werte der Unbekannten liefert. Die Be-
rechnung der Gewichtskoeftizienten und der mittleren Fehler
der Unbekannten, die bei ihrer miliigen Auswahl vollstiindig
durchgefiihrt werden kaunn, liefert dann die wertvollsten Auf-
schliisse iiber die erzielte Genauigkeit der Lagebestimmung
durch die Triangulation, indem sie die mittleren Punktfehler
oder, wenn man will, auch die Fehlerellipsen von 7 iiber das
Netz gut verteilten Punkten ergibt und aufierdem noch die
Sicherheit der Orientierung und der Mafistabbestimmung in den
7 um diese Punkte herumliegenden Feldern, wobei der preus-
sische Anschlufy im Norden die Ausgangsbasis fiir die genanute
Genauigkeitsbestimmung in dem Sinne abgibt, dal die mitt-
leren Punlktfehler und Orientierungsfehler gegeniiber jener als
richtig angenommenen Basis zu gelten haben.

Mit den aus der Hauptausgleichung ermittelten Unbe-
kannten werden nun die Koordinaten der den einzelnen Fel-
dern zugehorigen Punkte korrigiert und fiir die Grenzpunkte
zweier oder mehrerer Felder die Koordinaten gemittelt. Diese
betrachtet man jedenfalls als endgiltige Werte und man hat
dann aufler den 5 preulbiischen AnschluBpunkten noch 19 wei-
tere feste Punkte, die iiber das ganze Netz verteilt sind. Sind
die Anschlufidifferenzen geniigend klein, so kann man die 7
ausgeglichenen Ausgangspunkte eines jeden Feldes unbedenlk-
lich zu den 24 schon bestimmten Punkten hinzunehmen und
die noch fehlenden Punkte mit jenen Koordinaten ansetzen,
die sie nach der Hauptausgleichung in ihrem Felde haben.
Sollten sich jedoch, was kaum zu erwarten ist, Anschlufidiffe-
renzen herausstellen, die zu Bedenken Anlal geben, so bliebe
immer noch der Ausweg, an den 19 - 5 Punkten festzuhalten
und die iibrigen Punkte jedes Feldes durch kombiniertes Vor-
und Rickwiirtseinschneiden einzuschalten. Man hiitte auf diese
Weise im ersten Feld 3, im zweiten Feld 1, im dritten Feld 3,
im vierten Feld 2, im fiinften Feld 3, im sechsten Feld 1, im
siebenten Feld 5 Punkte gemeinsam einzuschalten. Die be-
treffende Rechenarbeit wiire mit 62 + 22 62 - 42 4 62 4
22 4102 = 232 zu beziffern. s wiirde sich damit die Ziffer
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fiir die Gesamtrechenarbeit auf 1738 erhithen, bliebe aber noch
weit hinter der Mindestziffer 5329 einer Gesamtausgleichung
aus einem Gufy zuriick.?) '

Fassen wir endlich zusammen, was sich zu Gunsten der
vorgesehlagenen Ausgleichung nach 7 Feldern sagen lifit.

1. Die Rechenarbeit ist gegeniiber einer Gesamtausglei-
chung auf ein Drittel bis ein Viertel vermindert; sie kann in
jedem Felde fiir sich begonnen und weiter gefithrt werden;
man braucht also nicht das KEnde der Messungen abzuwarten.

2. Die zwanglose Ausgleichung der einzelnen Felder liefert
einwandfreies Material zur Ermittelung der reinen Winkel-
messungsfehler.

3. Aus der Zusammentiigung der Felder ergeben sich fiir
siehen gut verteilte Punkte des Netzes die Lagen-, Orien-
tlerungs- und Mafistabfehler und damit wird eine zutreffende
Kritik des eigentlichen Messungsergebnisses erzielt.

4. Das Ausgleichungsverfahren triigt insofern systema-
tischen Charakter, als das Krgebnis desselben zwar von der
Art der Feldereinteilung, nicht aber von der Rethenfolge, in
der die Felder aneinandergefiigt werden, abhingt. Im vor-
liegenden Falle ist iibrigens die Art der Feldereinteilung durch
die Zahl der Felder und die Riicksichten auf den preufiischen
Anschluly sowie die siidbayerische Basismessung so gut wie
festgelegt.

1) Bei der Hauptausgleichung werden anch die Koordinaten des
Punktes 6 (Miinchen, nordl. Frauenturm) kleine Anderungen erfahiven und
nicht mehr genau gleich Null sein. Legt man wegen der alten Kataster-
blatt-Einteilung Wert darauf, die Koordinaten Null fiir diesen Punkt
beizuhalten, so ist eine Transformation simtlicher Koordinaten erforder-
lich, die sich jedoch bei der vovaussichtlichen Kleinheit der Anderungen
sehr einfach erledigen lLift.
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Die Losung der Spannungsaufgabe fiir das
Ausnahmefachwerk.

Von A. Fippl.

Vorgelegt in der Sitzung am 1. Mai 1915.

Die Theorie des Fachwerks beschiiftigt sich hauptsiichlich
mit der Ermittelung der Stabspannungen, die entweder in
einem statisch Dbestimmten oder auch in einem unbestimmten
Fachwerke durch gegebene Lasten hervorgebracht werden, die
an den Knotenpunkten angreifen. Schon lingst hat man ver-
schiedene Verfahren gefunden, nach denen diese Spannungs-
aufgabe fiir das ebene wie fiir das riumliche Fachwerk in fast
allen iiberhaupt moglichen Fillen ohne Schwieriglkeit und 1in
befriedigender Weise gelost werden kann.

So welt es sich um statisch unbestimmte Iachwerke han-
delt, legt man bei der Lisung der Spannungsaufgabe die An-
nahme zu Grunde, daf die Liingeniinderungen der Stibe pro-
portional mit den Stabspannungen und zugleich so klein gegen
die urspriinglichen Stabliingen sind, dafi sie mit hinreichender
Genauiglkeit als unendlich klein in die Rechnung eingefithrt
werden diirfen.  Bei den praktischen Anwendungen, die man
von der Theorie des Fachwerks im Bauwesen zu machen hat,
trifft diese Voraussetzung stets mit grofer Anniiherung zu.

Groflere Abweichungen bestehen freilich bei den prak-
tischen Bauausfithrungen von der anderen Annahme, dafi die
Fachwerkstiibe in den Knotenpunkten frei drehbar miteinander
verbunden secin sollen.  Diese Annahme liegt indessen schon
dem geometrischen Begriffe des Fachwerks zu Grande. Wenn
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sic nicht genau genug erfiillt ist, wird dadurch zwar die An-
wendbarkeit der Theorie auf den betreffenden Fall der Bau-
ausfithrung entsprechend beeintriichtigt; der Fachwerktheorie
selbst kann aber kein Vorwurf daraus gemacht werden, dal
sie auf Umstiinde keine Ricksicht nimmt, die iberhaupt nicht
in ihren Aufgabenkreis fallen.

Mit diesen Vorbehalten kann man sagen, dafi die Span-
nungsaufgabe der Fachwerktheorie, abgesehen von dem beson-
deren Falle, der hier besprochen werden soll, bereits als voll-
stiindig befriedigend geldst angesehen werden darf. Bisher
noch nicht gelost ist niimlich die Aufgabe nur bei den soge-
nannten Ausnahmefachwerken. Darunter versteht man Fach-
werke, die trotz geniigender Stabzahl und sonst geeigneter
Gliederung wegen der besonderen Lage, in der sich die Knofen-
punkte gegeneinander befinden, keine steifen und gegen be-
liebige Belastungen widerstandsfithigen Stabverbiinde bilden.
Um ein einfaches Beispiel dafiir vor Augen zu haben, bhetrachte
man den Zusammenschluf von zwel Dreiecken in der Ebene
dureh drei Verbindungsstitbe. Wenn man jeder Ecke des einen
Dreiecks eine Ecke des anderen Drelecks als entsprechend zu-
weist und zwischen je zwel entsprechende Fcken einen Ver-
bindungsstab anordnet, erhilt man im allgemeinen ein stabiles
ebenes Fachwerk., Dagegen tritt der Ausnahmefall ein, sobald
die Dreiecke so zueinander liegen und die Stiibe zwischen ihnen
so gefithrt werden, dai sich ihre Richtungslinien entweder
in demselben Punkte schneiden oder dafz sie parallel zu ein-
ander sind.

Kin anderes sehr bekanntes Beispiel liefert das Pascalsche
Sechseck. Ein Stabverband aus 9 Stiiben, von denen 6 den
Umfangsseiten eines Sechsecks und die anderen den drei Haupt-
diagonalen folgen, bildet némlich unter gewdhnlichen Um-
stinden ein widerstandsfihiges Fachwerk. Sobald aber die
Eclken des Sechsecks auf einem Kegelschnitte liegen, bildet
der Stabverband ein Ausnahmefachwerk.

Die Ausnahmefachwerke haben seit langem in der Fach-
werktheorie eine wichtige Rolle gespiclt. Gewdshnlich hat man
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sich aber doch nur insoweit mit ihnen beschiftigt, als man
die Bedingungen nachwies, unter denen der Ausnahmefall ein-
tritt.)) Auf die Spannungsaufgabe ging man nicht niher ein,
sondern begniigte sich mit der Bemerkung, dafi im Grenzfalle,
der dem Ausnahmefachwerke entspricht, die Spannungen bei
beliebig gegebenen Lasten unendlich grofy ausfielen. Natiirlich
ist aber diese Aussage nur dahin zu verstehen und auch nur
dahin verstanden worden, dafi selbst noch so grofie Stabspan-
nungen kein Gleichgewicht mit den Lasten herzustellen ver-
mogen, ohne daf eine Gestaltinderung der Fachwerkfigur er-
folgte. Wie grofi aber die Spannungen nach einer solchen
Gestaltinderung tatsiichlich ausfielen, lief man dahingestellt.

Eine Gestaltiinderung tritt bei jedem Fachwerke ein, wenn
es belastet wird, da die Stiihe durch die Spannungen elastische
Lingeninderungen erfahren. Unter gewdhnlichen Umstinden
bletht jedoch die Gestaltinderung von derselben Grifenordnung
wie die Lingeniinderung der einzelnen Fachwerkstibe, so dali
sie bel der Spannuugsermittelung iiberhaupt nicht heachtet zu
werden braucht. Beim Ausnahmefachwerk ist dies aber anders;
es stellt auch in dieser Beziehung einen Ausnahmefall dar,
indem eine merkliche Gestaltinderung bereits moglich ist, wenn
sich auch die Stabliingen nur um im Vergleiche dazu unmerk-
lich kleine GriBen iindern. Um dieser geometrischen Eigen-
schaft der Ausnahmefachwerke durch eine auschauliche Be-
zeichnung Ausdruck zu geben, habe ich ibnen in meinem Lehy-
buche der graphischen Statik das Eigenschaftswort ,wackelig®
beigelegt. Man kinnte daher die Ausnahmefachwerke auch
als , Wackelfachwerke® bezeichinen.

Nachdem sich eine kleine Gestaltinderung vollzogen hat,
ist der Ausnahmefall nicht mehr genau verwirklicht und der
Stabverband wird um so widerstandsfiihiger gegen weitere Form-

1) Tine sehr ausfiihrliche und griindliche Untersuchung dieser Art,
die sich auch auf das riimmliche Fachwerk erstreckt, hat neuerdings
Herr Prof. Ernst Kotter in Aachen unter dem Titel ,Uber den Grenz-
fall u. s. £ im Anhange zu den Abhandlungen der Berliner Akademie
fir 1912 verdflentlicht, Sonderabdruck im Verlage d. Akad., Berlin 1913,
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inderungen, je mehr die Gestaltinderung fortschreitet. Diese
Uberlegung lehrt, dafs jeder Grund fehlt, die Stabspannungen
als unendlich grofi anzusehen; sie werden nur sehr groli aus-
fallen im Verhiltnisse zu stabilen Fachwerken unter sonst iihn-
lichen Umstiinden, weil sich die Fachwerkfigur auch nach der
Formiinderung 1mmerhin nicht viel von der dem Ausnahme-
falle entsprechenden unterscheidet. Aber wenn die Belastung,
die von dem Fachwerke aufgenommen werden muli, ziemlich
klein ist, konnen die Stabspannungen, die dadurch hervor-
cerufen werden, leicht unterhalb der Grenzen bleiben, die man
als zuliissig anzuselien hat. Iis liegt dann kein erhebliches
Bedenken gegen eine praktische Ausfithrung dieser Art vor.

Freilich sind die Ausnahmefachwerke im Vergleiche mit
thnen sonst dhnlichen Anordnungen von stabilen Fachwerken
stets nur in geringem Make widerstandsfithig. Man wird sie
daher, wenn nicht zwingende Griinde vou anderer Art vor-
liegen, stets sorgtiiltig zu vermeiden suchen. Hierin ist jeden-
falls der Grund dafitr zu erblicken, dali man sich bisher so
wenig um die Losung der Spannungsaufgabe fiir die Aus-
nahmefachwerke bemiiht hat. In der ersten Auflage meines
vorher erwiihnten Lehrbuchs, die im Jahre 1900 erschienen
ist, habe ich zwar hereits fiir einen besonders einfachen Fall,
der bhei gewissen praktischen Anwendungen tatsiichlich vor-
kommt, eine Losung der Spannungsaufgabe gegeben. Daran
habe ich damals die folgende Bemerkung gekniipft: ,Ein ganz
allgemein anwendbares direktes Verfahren fiir die Lisung dieser
Aufgabe ist bisher, so viel mir bekannt ist, nicht ausgearbeitet
worden und ich will mich jetzt auch nicht mit einem Ver-
suche aufhalten, die Liicke auszufiillen.® Hierin war offen-
sichtlich eine Anregung ausgesprochen, diese Frage in Angnriff
zu nehmen. Aber obschion das Buch in den Kreisen, die sich
mit Fragen dieser Art beschiiftigen, cine grofie Verbreitung
gefunden hat, scheint bisher noch Niemand der Aufforderung,
wenigstens nicht mit einem merklichen Erfolge, entsprochen
zu haben.  Als ich vor einiger Zeit selbst Veranlassung fand,
mich mit diesen Dingen von neuem zu beschiiftigen, beschlofs
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ich daher, selbst den Versuch zu einer Lissung zu machen, die
immerhin von vornherein keineswegs leicht erschien. Dabel
stellte sich jedoch schliefilich heraus, daf die Losung durch
Einfihrung von Vernachliissigungen, die den Rahmen der auch
sonst iiblichen nicht wesentlich iiberschreiten, weit einfacher
gestaltet werden kann, als ich anfinglich vermutet hatte.

Hier werde ich mich damit begniigen, das Verfahren ganz
allgemein zu beschreiben und zu begriinden und die allgemein
aiiltigen Schluffolgerungen abzuleiten, die sich daraus ergeben.
Zur besseren Erliuterung wiire freilich auch die Behandlung
einiger Beispiele wiinschenswert; aber diese mdchte ich lieber
auf eine andere Gelegenheit verschieben.

Um zu einer leicht verstiindlichen, mdglichst einfachen
Ausdrucksweise zu gelangen, lege ich bei der Auseinander-
setzung des Verfahrens ein ebenes Fachwerk zu Grunde, wie
ja auch von jeher das ebene Fachwerk den Hauptgegenstand
fast aller Arbeiten iiber die Fachwerktheorie gebildet hat.
Ieh bemerke jedoch, dak dieselben Uberlegungen mit geringen
Anderungen ebenso auch bei riumlichen Ausnahmefachwerken
zumn Ziele fithren.

Um #n Knotenpunkt in der Ebene steif miteinander zu ver-
binden, braucht man 27— 3 Stiibe. Diese miissen zwischen den
Inotenpunkten so verteilt sein, daf niemals zwischen irgend-
wie ausgewiihlten »' von diesen Knotenpunkten (n>n'>1)
mehr als 2#'—3 Verbindungsstiibe verlaufen. Die Erfiilllung
dieser Bedingungen fithrt im allgemeinen zu einem geome-
trisch und statisch bestimmten Fachwerke; dem Begriffe des
»Ausnahmefachwerks oder ,Grenzfachwerks® entspricht es,
dak dieselben Bedingungen bei ihm ebenfalls erfiillt sein sollen.

Nimmt man aus dem hiernach aufgebauten Verbande der
2n — 3 Stibe einen beliebig ausgewiihlten Stab heraus, so
wird ein zwangliufiger Mechanismus entstehen. Das gilt eben-
falls nicht nur fiir das statisch bestimmte Fachwerk, sondern
im allgemeinen auch mnoch fiir das Ausnahmefachwerk. Man
muls allerdings hinzufiigen, dafi Herr Ernst Kétter in seinem
Jeitrage zur Festschrift fir Miiller-Breslau und auch in der
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vorher schon aungefithrten Akademieschrift darauf hingewiesen
hat, dali dies nicht unbedingt so sein muli. Man kann niim-
lich, wie Herr Koétter gezeigt hat, auch solche Stabverbiinde
angeben, die bei n Knotenpunkten und weniger als 2% -3
Stiben trotzdem ,in sich einspannbar®, d. h. fihig sind, ein
Spannungsbild von Eigenspannungen ohne Mitwirkung fulierer
Lasten aufzunehmen und die aulerdem bei streng unveriinder-
lichen Stabliingen auch als unverschieblich zu betrachten wiiren,
¥s ist daher nicht ausgeschlossen, dal man nach Entfernung
eines Stabes aus dem Verbande von 27 -— 3 Stiiben nicht auf
einen Mechanismus, sondern auf einen solchen Koétterschen
Stabverband kommt. Aber von diesem ganz besonderen Falle
will ich hier absehen und mich damit begniigen, ein gewdhn-
liches Ausnahmefachwerk zu untersuchen, das durch Fortnahme
eines Stabs in einen Mechanismus verwandelt werden kann.

Dafs der Stabverband ein Ausnahmefachwerk bildet, ist
alsdann darauf zuriickzufithren, dafi der Stab, den man ent-
fernt hatte, um einen Mechanismus herzustellen, nach seinem
Wiedereinsetzen wenigstens eine kleine Bewegung des Mecha-
nismus nicht zu verhindern vermag. Das ist nur unter der
Bedingung méglich, dafy sich der Abstand der Knotenpunkte
des Mechanismus, zwischen denen der herausgenommene Stab
verlief, bei einer kleinen Bewegung des Mechanismus ohnehin
nicht iindert und daB daher die bestehende Bewegungsmig-
lichkeit durch das Kinsetzen des Stabs nicht wieder aufgehoben
werden kann. Diese Uberlegung fiihrt zu dem von Mohr fiir
die Ausnahmefachwerke angegebenen Kennzeichen, dali irgend
ein Stab, etwa der, den wir uns herausgenommen dachten, eine
Liinge haben muf, die entweder ein Maximum oder ein Mini-
mum bildet, das mit den als gegeben anzusehenden Lingen
aller itbrigen Stiibe aus Griinden des geometrischen Zusammen-
hangs noch vertriiglich ist.

Der kiirzeren Ausdrucksweise wegen soll hier der Stab,
durch dessen Herausnahme man das Fachwerk in den vorher
besprochenen Mechanisimus verwandelt, als der Hauptstab
hezeichnet werden. Bei der Bezifferung, durch die wir her-
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nach die einzelnen Stibe des Fachwerks voneinander unter-
scheiden wollen, soll er die Ziffer 0 erhalten. Welchen Stab
des Fachwerks mun als den Hauptstah anschen will, ist im
allgemeinen gleichgiiltig, wenn nur fiir ihn das vorher ge-
nannte Mohrsche Kennzeichen zutriftt. Gewdhnlich und so
auch bei den vorher als Beispiele angefiihrten einfachen I'iflen
kann sogar jeder Stab des Fachwerks als Hauptstab ausge-
withlt werden. Gehen jedoch z. B. von einem Knotenpunkte
nur zwei Stidbe aus, die nicht in einer geraden Linie liegen,
so kann von diesen heiden Stiiben jedenfalls keiner als Haupt-
stab angesehen werden, da das vorher angefiithrte Mohrsche
Kennzeichen fiir ihn nicht zutrifft. Ferner ergibt sich aus den
weiteren Betrachtungen, dafs nur solche Stiibe nicht als Haupt-
stiibe gelten konnen, die bei dem in dem Ausnahmefachwerke
moglichen Spannungsbilde von Eigenspannungen nicht beteiligt
sind, sondern beim Feblen iuierer Lasten notwendig spannungs-
los bleiben miissen. Die Entscheidung nicht nur iiber die
zuliissige, sondern zugleich auch iiber eine zweckmiibige Aus-
wahl des Hauptstabs wird in der Regel bei den Ausnahme-
fachwerken, fiir die man die Spannungsaufgabe zu 15sen wiinscht,
keinerlei Schwierigkeiten verursachen.

Die augenblickliche Stellung des Mechanismus, der durch
Entfernen des Hauptstabs hervorgegangen ist, soll durch eine
geeignet gewiihlte Verinderliche ¢ gekennzeichnet werden. Am
zweckmiiBigsten wird es gewdhunlich sein, als Hiilfsveriinder-
liche ¢ einen Winkel zu wiihlen, den zwei Stibe miteinander
bilden, die sich bei einer Bewegung des Mechanismus gegen-
einander drehen. Fiir die Ausgangsstellung, die der Mecha-
nismus im gegebenen Ausnahmefachwerke einnahm, sei der
Winkel mit ¢, bezeichnet und fiir die Drehung ¢ — ¢, sei,
unter der Voraussetzung, daf; die Drehung ziemlich klein bleibt,
kiirzer A¢ geschrieben. .

Man kann aber unter dem bei den folgenden Rechnungen
vorkommenden Buchstaben ¢ auch den Abstand zwischen zwel
passend ausgewiihlten Knotenpunkten des Mechanismus ver-
stehen. In diesem Falle wiirde eine Stabvertauschung, bei der
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man den beseitigten Hauptstab durch den Stab von der Linge ¢,
ersetzt, das Auspabmefachwerk in ein gewdhnliches stabiles
Fachwerk verwandeln. Ieh nehme hier zuniichst an, dai ¢
ein die Stellung des Mechanismus beschreibender Winkel sein
soll, mache jedoch darauf aufmerksam, dafy die aufgestellten
Formeln auch bei der anderen Deutung des Buchstabens ihre
Giiltigkeit behalten.

Der Abstand der Kunotenpunkte, zwischen denen im Aus-
nahmefachwerke der Hauptstab verlief, sel fiir trgend eine
Stellung des Mechanismus mit ! bezeichnet und fiir die An-
fangsstellung mit /,. Der Abstand [ ist als eine I'unktion
von ¢ aufzufassen und fiir die Anderung { —17, oder Al die
I bei einer kleinen Bewegung ¢ des Mechanismus erfihrt,
findet man nach dem Taylorschen Satze

221

3(1/9 4.

Al = d¢ . + L dg?
2q -
Nach der Voraussetzung, daB es sich um ein Ausnahme-
fachwerk handeln soll, ist aber der erste Differentialqnotient
von [ nach ¢ gleich Null. Unter Vernachliissigung von hiheren
Potenzen der kleinen Grifie Ad¢ behilt man daher

2

)
Al =} d¢? a(l‘,.
p?

Der Wert des zweiten Differentialquotienten von [ fiiv die
Anfangsstellung des Mechanismus kann und muf in jedem
Beispiele, fiir das man die Spannungsaufgabe ldsen soll, auf
Grund einer geometrischen Betrachtung der Bewegung, die der
Mechanismus ausfithrt, zahlenmiifiig ermittelt werden. Sollten
sich fiir eine genaue Berechnung irgend welche Schwierig-
keiten einstellen, so wird es doch stets leicht moglich sein,
auf graphischem Wege einen hinreichend genauen Niherungs-
wert dafiir abzuleiten, indem man mehrere aufeinander folgende
Stellungen des Mechanismus im Mafistabe so genau als mig-
lich aufzeichnet und die aus der Zeichnung abgemessenen Ab-
stiinde [ mit den zugehdrigen Drehungen 4¢ aus der Anfangs-
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stellung vergleicht. Jedenfalls darf daher fiir die weitere Unter-
suchung vorausgesetzt werden, dafi der Wert des zweiten Dif-
ferentialquotienten von [ nach ¢ fiir die Anfangsstellung des
Mechanismus bereits ermittelt sei.  r 1st dann als eine be-
kannte konstante (ritie anzusehen, fitr die weiterhin die Be-
zeichnung ¢, gebraucht werden soll.  Die vorige Gleichung
st dann kiirzer

Al =3¢, Adg? (1)
zu schreiben,

Bisher war angenommen, dal die Stablingen 1,1, ...
konstant bleiben sollten. Jetzt setze ich aber voraus, dat
nicht nur der Winkel ¢, eine Anderung um A¢ erfahren soll,
sondern dafi zugleich auch alle Stibe des Mechanismus ihre
Liingen um beliebige kleine Groten Al, Al, ... Al, indern
sollen. Die augenblickliche Gestalt und Stellung des Mecha-
nmismus wird dann durch die voneinander unabhiingigen Ver-
inderlichen ¢, [, I, ... I; beschrieben und der Abstand 7
der Endknotenpunkte des aus dem Ausnahmefachwerk heraus-
genommenen  Hauptstabs ist als eine Funktion aller dieser
Variabeln aufzufassen.  Nachher sollen unter den A/, u. s. f.
elastische Liingeniinderungen der Stiibe verstanden werden, die
nach dem, was vorlher besprochen wurde, und mit demselben
Rechte wie bet der Spannungsherechnung fiir die gewdhn-
lichen statisch unbestimmten Fachwerke mit geniigender An-
niherung als unendlich klein angesehen werden diirfen. Hier-
nach ist die Anderung von [, die zu einer solchen Anderung A1,
von {; gehort, wenn dabei die anderen unabhiingigen Veriinder-
lichen als konstant angesehen werden,

41— 41, % @)
al,

zu setzen. Der Differentialquotient von I nach [
niimlich, wie wir nachher noch sehen werden, im allgemeinen
nicht; in der Regel wird vielmehr A7 mit A/, von ungefiihr
gleicher Groienordnung sein. Von der Beifiigung eines wel-
teren Gliedes in der Taylorschen Entwickelung mit dem IFak-
tor /17 darvf daher abgesehen werden.

verschwindet
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Auch die Differentialquotienten von ! nach 7, u. s. f.
konnen uud miissen im einzelnen Falle siimtlich zahlenmiiig
ermittelt werden. Das wiire, wie vorher bei ¢;, durch eine
Untersuchuny der Bewegung moglich, die der Mechanismus
ausfithrt. Kiirzer und anch noch aus anderen Griinden zweck-
miiiiger 1st aber ein anderes Verfahren.

Wie vorher schon bemerkt, gehort es nimlich zu den
wichtigsten und lingst bekannten Kigenschaften des Ausnahme-
fachwerks, dat in ihm Spannungen auftreten Lkionnen, die an
jedem Knotenpunkte Gleichgewicht herstellen, ohne dafi dabei
fullere Kriifte mitzuwirken brauchten. Um sich davon zu iiber-
zeugen, denke man sich den Hauptstab herausgenommen und
an seinen beiden Kndknotenpunkten Lasten S, angebracht von
gleicher Grofie und entgegengesetzten Richtungen, so wie sie
einer vom Hauptstabe iibertragenen Zugspannung entsprechen
wiirden. Bei einer kleinen virtuellen Bewegung, die man hier-
auf mit dem Mechanismus vornimmt, ist die Summe der Arbeits-
leistungen der beiden Krifte S; gleich Null, weil sich nach
der grundlegenden Kigenschaft des Ausnahmefachwerks der
Abstand der beiden Angriffspunkte nicht, oder doch wenig-
stens nur um unendlich kleine Grifien von der zweiten Ord-
nung #odert. Hierin besteht aber nach dem Prinzip der vir-
tuellen Geschwindigkeiten das hinreichende Kennzeichen dafiir,
dafs sich die beiden Lasten S, an dem Mechanismus im Gleich-
gewichte halten. Xs miissen sich hiernach in den anderen
Stiben Spannungen S, S, ... S, ausbilden, die zusammen mit
den Lasten S; an jedem Knotenpunkte Gleichgewicht herstellen.

Das Spannungsbild S;, S;, S, . .. S der ,Eigenspan-
nungen lifit sich im einzelnen Falle auch durch einen Kriifte-
plan vor Augen fiihren, der fiir eine beliebige Annahme von
S, n bekannter Weise mit geringer Miihe aufgezeichnet wer-
den kann. ZweckmiBig ist es, die Spannung S, im Haupt-
stabe hierbei als eine Zugspanuung von der Lasteinheit anzu-
nehmen, wie es in dhnlicher Weise auch bei der Losung der
Spannungsaufgabe fiir die gewbhnlichen statisch unbestimmten
‘achwerke zu geschehen pflegt.  In der Folge bezeichne ich
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diesen Kriifteplan der Kigenspannungen mit dem Buchstaben «
und zwar derart, dali die daraus entnommene Spaunung des
Stabes 1 mit #, bezeichnet wird u. s. f.  Jedes u ist positiv
zu rechnen, wenn es einer Zugspannung und negativ, wenn es
einer Druckspannung entspricht. Iiir den Hauptstah hat man
hiernach auaf jeden Fall

ty = - 1 (3)
zu setzen.

Nachdem der Krifteplan u gezeichnet ist, denke man sich
auier dem Hauptstabe noch einen anderen Stab, etwa den
Stab 1, der ja ein ganz beliebiger Stab sein kann, aus dem
ganzen Verbande entfernt. Um das vorher betrachtete Gleich-
gewicht dann noch weiter aufrecht zu erhalten, bringe man
an den Kndknotenpunkten von Stab 1 zwel iiuBlere Kriifte an
von derselben Grite und Richtung wie die daran vorher an-
greifende Stabspannung von Stab 1. Die Grofie stimmt daher
mit «, tiherein und die Richtung bestimmt sich nach dem Vor-
zeichen von u,. Bei einer virtuellen Bewegung des jetzt mit
zwel I'reiheitsgraden ausgestatteten Stabverbandes moge ¢ kon-
stant bleiben, wiihrend sich die Entfernung der Kndknoten-
punkte des herausgenommenen Stabes 1, die vorher gleich
war, um den kleinen Betrag A7, #ndern soll. Dann steht die
zugehdrige Anderung der Entfernung der Endknotenpunkte des
gleichfalls herausgenommenen Hauptstabes 47 mit A7, in dem
durch Gl. (2) angegebenen Zusammenhange.

Bei dieser virtuellen Bewegung mufi die Summe der Arbeits-
leistungen der vier an dem Stabverbande angreifenden fiuferen
Kriifte gleich Null sein. Die beiden Kriifte 2, leisten hierbei
zusammen genommen eine Arbeit

ey Al
wobei das negative Vorzeichen davon herriihrt, dafi die Zug-
spannungen positiv gerechnet werden und dafy A7, positiv ist,
wenn es eine Verlingerang bedeutet, wobei aber die Zugspan-
nungen, weil sich die Angriffspunkte entgegen den Kraftrich-

tungen voneinander entfernen, eine negative Arbeit leisten.

Sitzungsh. d. math.-phys, KL Jabrg, 1915, b
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In derselben Weise lifit sich auch die Arbeit der an den
Endknotenpunkten des herausgenommenen Hauptstabes angrei-
fenden Zugspannungen von der Lasteinheit ausdriicken und
die Arbeitsgleichung lautet daher

= Al —u, Al =0,
woraus in Verbindung mit Gl (2)

al
al1 = Uy (4)

gefunden wird. Hiernach kénnen die Differentialquotienten von
! nach den unabhiingigen Veriinderlichen /, . . . l; ohne weiteres
aus dem Kviifteplan # entnommen werden.

Hierauf kehren wir zur Betrachtung der Gestaltinderung
zurlick, die der durch Herausnahme des Hauptstabs erhaltene
Mechanismus erfihet, wenn sich gleichzeitis ¢ um A¢ und
die Stabliingen [, /, ... [, um beliebige kleine Betrige A,
... 4l iindern. Die zugehorige Anderung der Strecke [ er-
gibt sich mit Riicksicht auf GL (4) zu

M= lte, dg? —u Al —uy, Al - o — 2wy Al ()

Insbesondere gilt diese Gleichung auch fiir den Fall, daf
man unter den 2l die elastischen Liingeninderungen versteht,
die die Stiibe durch die Spannungen erfahren, die in dem Aus-
nahmefachwerk durch die daran angebrachte Belastung her-
vorgerufen werden. Bezeichnet man die Spannung, die hier-
bei der Hauptstab aufzunehmen hat, mit X, die der iibrigen
Stiibe mit S, S, . .. S, und die Stabkonstanten mit ry, »,, 7, .. .9y,
so geht die vorige Gleichung hierfiir iiber in

roN =L co dg? ——ur S,y Sy - -0 w7y Sk (6)

Die in dieser Gleichung vorkommenden Spannungen kann
man sich zu einem Krifteplan zusammengesetzt denken, in
dem auBer ihnen noch die gegebenen Lasten I’ auftreten. Aber
die Stabspannungen sind, weil es sich um ein Ausnahmefach-

werk handelt, jedenfalls bedeutend grofer, als die Lasten I
Dies gilt um so mehr, je kleiner die Lasten sind und je kleiner
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hiermit auch die durch sie hervorgebrachte Gestaltiinderung
der Fachwerkfigur bleibt. Wenn beide klein genug sind, kann
sich daher der Krifteplan, vom Mafistabe abgesehen, nur sehr
wenig von dem vorher bereits besprochenen Kriifteplan u der
Kigenspannungen unterscheiden. Wirklich gleich diirfte man
beide Kriftepline freilich nur unter der Voraussetzung unend-
lich kleiner Lasten und hiermit einer unendlich kleinen Gestalt-
inderung der Fachwerkfigur setzen.

Aber die Annahme, daf es als geniigend zu erachten sei,
die Formiinderungen als unendlich klein anzusehen und den
daraus hervorgehenden Fehler mit in den Kauf zu nehmen,
liegt der Liosung der Spannungsaufgabe bereits in allen anderen
Fillen zu Grunde, mit denen sich die Fachwerktheorie be-
schiiftigt. Man braucht daher auch in unserem IFalle nicht zu
zbgern, sie sich anzueignen. Freilich ist die Ungenaunigkeit,
die dadurch herbeigefiithrt wird, hier grofer als sonst, weil die
Anderung A, von der die Gestaltiinderung des Ausnahme-
fachwerks hauptsiichlich abhiingt, weit grifier ausfillt, als die
verhiiltnismiiligen Lingeninderungen der Fachwerkstiibe. Man
kkann sich aber, wenn aus diesem Grunde ein Bedenken er-
hoben wird, immer darauf zuriickziehen, dafi die Betrachtung
nur fiir den Grenzfall unendlich kleiner Lasten und zugleich
auch emer unendlich kleinen Gestaltiinderung Anspruch auf
genaue (iiltigkeit erhebt. Da bei den praktischen Anord-
nungen der Theorie die zuldssigen Feblergrenzen gewdhnlich
sehr weitherzig bemessen werden, so dafy selhst auf einige Pro-
zente mehr oder weniger im SchluBergebnisse nicht viel an-
kommt, wird man jedoch wohl in allen Fiillen, die praktisch
vorkommen kénnen, unbedenklich die Formeln verwenden diirfen,
die unter der Voraussetzung unendlich kleiner Lasten abge-
Jeitet sind.

Auf Grund dieser Uberlegungen geniigt es, in Gl. (6)

TG (7)
u. s. f. zu setzen. Hiermit geht Gl. (5) iiber in

Xg+uir, 4 -+ wfr) = Le, d9?
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Hierbei ist es nach GL (3) zuliissig, beim ersten Gliede
in der Klammer noch den Faktor ui beizufiigen, um es aut
die gleiche Form wie die iibrigen Glieder zu bringen. Die
Gleichung lautet dann

XZutr = Lle, d¢® ®)

Die Summe 1st tiber alle Stiibe des Ausnahmefachwerks
zu erstrecken und leicht zahlenmiifig auszurechnen. Jeden-
falls liefert sie einen positiven Wert und hieraus folgt, daf
X und ¢, stets vom gleichen Vorzeichen sein miissen.

Um die gestellte Aufgabe zu losen, miissen wir sowohl
X als 4¢ berechnen und GIl. (8) liefert zuniichst eine Gleiélmng
zur Berechnung der beiden Unbekannten. Sie ging aus der
Betrachtung des geometrischen Zusammenhangs der Fach-
werkfigur hervor, indem fiir ein gegebenes A¢ die geiinderten
Stablingen miteinander vertriiglich sein miissen, was eben durch
Gl. (8) zum Ausdruck gebracht wird. Nun brauchen wir noch
eine zweite Gleichung zwischen den beiden Unbekannten, die
nur dadurch erhalten werden kann, daf man den statischen
Zusammenhang zwischen dem von der Grifie X abhiingigen
Spannungsbilde und den gegebenen Lasten I’ in geeigneter
Weise zum Ausdruck bringt.

Zu diesem Zwecke wollen wir eine virtuelle Bewegung des
durch Herausnahme des Hauptstabs erhaltenen Mechanismus
betrachten, bei der sich von den unabhiingigen Veriinderlichen
nur der Winkel ¢, der durch die Formiinderung die Grifie
po + d¢ angenommen hatte, weiterhin um einen unendlich
kleinen Betrag o¢ indert, wihrend die Liingen /, bis { die
Grofien beibehalten, die sie durch die elastische Formiinderung
erhalten haben. Die Liinge / des Hauptstabs mufi sich da-
gegen infolge davon auch um ein Differential d 47 bei der vir-
tuellen Verschiebung indern und zwar finden wir aus GL (5)

Al =c A b (H

Bei der virtuellen Verschiebung, die hiermit niiher be-
zeichnet ist, legen die Angriffspunkte der gegebenen Lasien I
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gewisse Wege zuriick, die fiir jeden gegebenen Fall ohne
Schwierigkeit festgestellt werden konnen. Zuniichst kann man
den Weg os,, der vom Angriffspunkte der Last P, in der
Richtung dieser Last zuriickgelegt wird, in der Form

3s,

0 §, = 3(/)

op

anschreihen. Da wir aber annehmen diirfen, da der Zu-
sammenhang zwischen dem Wege s, und dem Winkel ¢ oder
Ag in jedem Falle, fiir den man die Spannungsaufgabe zu
I5sen wiinscht, ohne weiteres ersichtlich sein wird, diirfen wir
den in dieser Gleichung vorkommenden Differentialquotienten
als eine, wenn nicht genau, so doch mindestens mit hin-
reichender Anniiherung zahlenmiiiig angebbaren Wert ansehen,
den wir weiterhin s; bezeichnen wollen. Die vorige Gleichung
lautet dann

08, = s10¢

und fiir die Arbeit aller dufieren Krifte 2 bei der betrachteten
virtuellen Verschiebung findet man

0 [/ 2 Ps'.

Bei der Berechnung der Summe kommt es natiirlich nur
aut die relativen Verschiebungen der Knotenpunkte gegenein-
ander an, denn bei einer Verschiebung ohne Gestaltinderung
wird die Summe der Arbeiten aller I gleich Null, da diese
den Gleichgewichtsbedingungen am starren Korper auf jeden
Fall geniigen miissen.

Fiir die Arbeit der Kriifte X, die an den Xndknoten-

punkten des beseitigten Hauptstabs noch als weitere iiuliere
Krifte am Mechanismus angreifen, erhilt man

— Xodl

und mit Riicksicht auf Gl (9) lifit sich daher nach Wegheben
des gemeinschaftlichen Faktors d¢ die Arbeitsgleichung

3Ps— Xe,dp=0 (10)
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schreiben. — Es bleibt jetzt nur noch iibrig, die beiden Glei-
chungen (8) und (10) nach den Unbekannten X und Ad¢ auf-
zulosen. Man findet

_1/ ELsy

X = (L)

¢, Sulr

9 Sudr. S P
Qe UTYE & S F
Ag =]/ 5 . (12)
Cy

womit die Aufgabe geldst ist, da alle auf den rechten Seiten
beider Gleichungen vorkommenden Grifien nach den dariiber
frither gemachten Bemerkungen als bereits bekannt anzusehen
sind, und die iibrigen Spannungen aus Gl (7) folgen, nach-
dem X berechnet ist.

Kin besonderer Fall tritt ein, wenn die Lasten P so ge-
geben sind, daf fiir sie
2Ps' =0 (13)

wird. Dann erhilt man nach den vorhergehenden Gleichungen
sowohl X als A¢ gleich Null. Das ist indessen nicht wort-
lich zu nehmen. Vielmehr mufi man dieses Rechenergebnis
dahin deuten, dak X keineswegs, wie bei der Ableitung der
Formeln vorausgesetzt war, sehr viel grofier wird, als die
Lasten P sind. Die in Gl (7) ausgesprochene Niherungs-
annahme verliert daher in diesem Falle ihre Giiltigkeit und
damit fallen auch alle Folgerungen, die daraus gezogen wurden.
Nur wenn 2 Ps’ von Null so viel verschieden ist, dafi das mit
diesem Werte nach Gl. (11) berechnete X bedeutend grifier
ausfillt, als jede der Lasten P, sind die Gleichungen (11) und
(12) iiberhaupt anwendbar.

Ubrigens ist der durch G1. (13) gekennzeichnete Belastungs-
fall schon frither niher untersucht und die Spannungsaufgabe
fiir ihn bereits gelost worden. Kr ist von der Art, daB der
durch Herausnahme des Hauptstabs erhaltene Mechanismus
unter dem Einflusse der Kriifte im Gleichgewicht bleibt, ohne
dafi dabei eine Spannung X mitzuwirken braucht. Anderer-
seits kann man aber fiir das Ausnahmefachwerk auch unend-
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lich viele Spannungsbilder angeben, bei denen X einen be-
liehigen Wert annimmt, withrend keine Lasten an den Knoten-
punkten angreifen. Beim Bestehen von GIl. (13) sind daher
unendlich viele Gleichgewichtsmdglichkeiten vorhanden, die
durch Ubereinanderlegung des zuerst angefithrten Spannungs-
bildes mit einem der zuletzt erwihnten herauskommen. Die
Aufgabe, die Spannungen zu bestimmen, ist statisch unbestimm$
in demselben Sinne wie bel den Fachwerken mit einem {iiber-
ziihligen Stabe und sie kann auch mit denselben Hiilfsmitteln
wie bei diesen gelost werden. In meinem frither schon er-
wiihnten Lehrbuche der graphischen Statik kann man diese
Losung finden.

Weiterhin sehe ich von diesem Falle ab, nehme also an,
daf die Gleichungen (11) und (12) wirklich als zutreffend
gelten diirfen.

Dann ist ferner der Grenzfall zu erwiihnen, dak alle Stab-
konstanten # gleich Null zu setzen sind. Das wiirde heifien,
dab die Stibe als starr betrachtet werden sollen. Die For-
meln liefern dann d¢ == 0, d. h. man erfiihrt daraus, was an
sich selbstverstiindlich ist, dalk bei volilkommen unverinder-
lichen Stablingen keine Gestaltinderung der TFachwerkfigur
eintreten kann, und ferner X =oo. Das ist die Losung, mit
der man sich gewihnlich bei der Behandlung der Statik des
Ausnahmefachwerks begniigt und die in der allgemeinen giil-
tigen Liosung auch mit enthalten ist. — Sollte ¢, = 0 werden,
so wire dp =00, d. h. man hiitte eine so grofie Gestalt-
inderung zu erwarten, daf die vorhergehenden Betrachtungen,
die eine kleine Gestaltinderung voraussetzen, nicht mehr an-
wendbar blieben. Insbesondere wiirde dieser Fall eintreten,
wenn der Stabverband einen sogenannten iibergeschlossenen
Mechanismus bildete; man hiitte es aber dann nicht mehr
mit einem Ausnahmefachwerke im gewthnlichen Sinne dieses
Wortes zu tun. _

Wenn die Gleichungen (11) und (12) hiernach iiberhaupt
zu Recht bestehen, lifit sich als wichtigste Folgerung daraus
entnehmen, nach welchem Gesetze die Stabspannungen und
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die Gestaltiinderung der Fachwerkfigur zunehmen, wenn man
die Lasten P wachsen Lifit und zwar so, dali alle Lasten P
proportional miteinander wachsen. Man sieht, dafs die Gestalt-
inderung mit der 1t und die Spannungen mit der j'" Potenz
der Lasten wachsen. Zur 8-fachen Belastung gehiirt demnach
eine verdoppelte Gestaltiinderung und in jedem Stabe eine vier-
fache Spannung.

Zu demselben Schlusse war ich schon friither bei dem ein-
fachen Beispiele gekommen, das ich, wie bereits erwiihnt, in
der ersten Auflage meines Lehrbuchs der graphischen Statik
(und dann auch in den folgenden) behandelt hatte. s hat
sich aber jetzt herausgestellt, dafi diesem Ergebnisse eine viel
allgemeinere Giiltigkeit zukommt. Wiihrend bei dem gewihn-
lichen statisch unbestimmten Fachwerke die Spannungen und
die Iorminderungen proportional mit den Lasten zunehmen
und auch noch bei den Ausnahmefachwerken das Gleiche gilt,
wenn fiir die Lasten die durch Gl (13) ausgesprochene Be-
dingung erfiillt ist, zeigen die Ausnahmefachwerke anderen-
falls und im Gegensatze hierzu das durch die Gl (11) und (12)
ausgesprochene Verhalten.

Schlieflich méchte ich noch einige Bemerkungen iiber die
Genauigkeit machen, mit der die Gleichungen (11) und (12)
voraussichtlich fiir einen bestimmten, praktiseh vorliegenden
Fall zutreffen werden. Daf man bei der Anwendung dieser
Gleichungen an gewisse Beschriinkungen gebunden ist, war
schon erwiihnt und ich mochte nur nochmals betonen, dak sie
nur fiir Belastungen gelten, die nicht so grof sind, um Stab-
spannungen hervorzurufen, durch die die Proportionalitiits-
grenze iiberschritten wird. Aulierdem muli aber auch in Er-
innerung behalten werden, dai bei der Ableitung der Glei-
chungen, wie bei allen Berechnungen, die zur Fachwerktheorie
im engeren Sinne gehoren, keine Riicksicht auf den Einflug
der Steifigkeit der Knotenpunkte genommen wurde. Wie grofs
die Abweichungen sind, die hierdurch gegeniiber dem wirk-
lichen Verhalten eines genieteten Stabverbandes hervorgerufen
werden, mufy ich vorliufig unentschieden lassen. Man kinnte
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daran denken, eine Berechnung nach Art der Theorie der
Sekundiirspannungen vorzunehmen, um zu einem Urteile dar-
iiber zu gelangen. Besser wiire aber eine experimentelle Prii-
fung, die in einem Vergleiche von Gl (12) mit den Krgeb-
nissen eines Belastungsversuchs an einem geeigneten Modell
bestehen kinnte. Ich werde mir noch iiherlegen, ob ich einen
Versuch dieser Art oder vielmehr eine Versuchsreihe, da ein
einzelner Versuch nicht ausreichend erscheinen kionnte, bei Ge-
legenheit selbst vornehmen oder sie wenigstens in die Wege
leiten soll.

Bei dem Vergleiche der Formeln mit den Ergebnissen
eines Belastungsversuchs wird man {iibrigens jedenfalls noch
auf einen anderen Umstand zu achten haben, von dem bisher
noch nicht die Rede war. Geringe unbeabsichtigte und leicht
unbeachtet bleibende Abweichungen der Fachwerkgestalt von
der dem Ausnahmefalle entsprechenden infolge von Ungenauig-
keiten in der Ausfiihrung, die bis zu einem gewissen Grade
iitberhaupt unvermeidlich sind, kionnen niimlich gerade beim
Ausnahmefachwerke unter Umstiinden von erheblichem Ein-
flusse auf das Verhalten des Versuchsmodells sein. Sie diirften
sich darin #uBern, daB die Formiinderung nicht einfach pro-
portional mit der dritten Wurzel aus der Belastung zunimmt,
sondern so, als wenn den wirklich aufgebrachten Lasten schon
eine Anfangsbelastung vorausgegangen wire, durch die man
sich die bereits bestehende Abweichung von der Figur des
Ausnahmefalls hervorgebracht denken kénnte. Um dem Rech-
nung zu tragen, lieie sich in Gl (12) zu 2'Ps' ein konstantes
Glied beiftigen. Einstweilen scheint es aber nicht notig, hier-
auf niiher einzugehen.






Uber die Transformation linearer Formen und
die Losung linearer Gleichungen.

Von A. VYoss.

Vorgetragen in der Sitzung am 1. Mai 1915.

§ L

Die Auflosung linearer Gleichungen ist durch den Begriff
des Ranges r der Matrix des Gleichungssystems ihrem all-
gemeinen Verlaufe nach vollstiindig erledigt. Dabei miissen
aber die Unbekannten, welche mit Hiilfe der iibrigen, will-
kiirlich bleibenden, zu ermitteln sind, so gewiihlt werden, dak
die Determinante r-Grades ihrer Koeffizienten von Null ver-
schieden ist. Aber wenn, wie das bei Fragen der Geometrie
und Mechanik hiufig der Fall ist, einige dieser Unbekannten
eine vorgeschriebene Bedeutung haben, wiithrend die anderen
nur als zu bestimmende Parameter auftreten, lilt diese Rech-
nung hiufig die erforderliche Symmetrie vermissen. Herr
Frobenius hat allerdings eine vollstindig symmetrische Be-
handlung von m linear voneinander unabhiingigen Gleichungen
mit » > m Unbekannten durch seine Methode der Fundamental-
losungen gegeben;) bei der Willkiirlichkeit der in diese letz-
teren eingehenden Grofien fithrt sie aber schon bald zu recht
umstiindlichen Ausdriicken.

Schon bei den einfachsten Fragen der Geometrie und
Mechanik, wo bei der Benutzung von Parallelkoordinaten gerade

1) Uher das Pfaffsche Problem, Borchardts Journal 82, 3. 236.
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Linien als Orter zu bestimmender Punkte auaftreten, begniigt
man sich daher hitufie mit der Ermittelung der Ebenen, deren
Schnittlinien diese Punkte bilden, falls man nicht Betrach-
tungen der Liniengeometrie oder der Vektorenrechnung heran-
ziehen will. — Man kann indes diesen formalen Mangel leicht
beseitigen, wie zuniichst an einigen typischen Beispielen
zeigt werden moge.

ge-
Die Geschwindigkeitskomponenten eines Punktes mit den

rechtwinkeligen Koordinaten x, y, 2, welche vermige einer
Rotation mit dem Komponenten p, ¢, + um eine (der Kinfach-
heit halber) durch den Anfang der Koordinaten gehende Achse
und durch die Translationskomponenten u, », w entstehen, sind
bekanntlich

Ve=gqi— 7Y 4+ u

V=18 —ps v

=Py —qZ + w
und die Lage der zugehdrigen Schraubenachse ist bestimmt
durch die Gleichungen

qz—ry +u =1p
1) ra-—pst+ov =Aq
PY —qx = w=72r.

Da wup 4 vqg+ wr=24(p*+ ¢ 4- %), so wird dieselbe
zuniichst gegeben durch die Gleichungen

,  qz- r_z/—{—u__rx—pg/—}—v Py —qx +w
- p o q /s

d. h. durch den gemeinsamen Schnitt von drei Ebenen.?!)
Die einfache Bemerkung, daf die Schraubenachse durch die
Minimumseigenschaft der Geschwindigkeit charakterisiert ist,
liefert indes eine explizite Bestimmung der @, y, 2 Bildet

man nimlich die Summe der Quadrate der linken Seiten von
1) in der Form

1) So z. B. auch bei Darboux, Leg¢ons sur la théorie des surfaces I,
S.8; Appell, Traité de mécanique I, S. 65 nsw.
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Q492 + &%) — 2 F 0w 4 2ulgz —ry)
+ 20(ra — pe) 4 2w (py — qa),
wobel :
t=px—+qy+rz
Q=p +¢ +*
gesetzt ist, so ergibt sich durch Differentiation nach z, y, =
Qr=pt-+wqg—vr
2) Qy=qgt+ru-—wp
Qez=rt—++pv —uq,
wobei ¢ vollig willkiirlich bleibt. Man erkennt hieraus die
vektorielle Lisung
ijk
Qx + jy + kay=t@p+jg+ k) + pqr
wo
so daf der Vektor J jedes Punktes der Schraubenachse mit
den Komponenten z, y, # durch die Vektoren I mit den Kom-
ponenten p, ¢, » und ¢ mit den Komponenten u, v, w durch

die Gleichung

QV=tP+[PQ]
bestimmt ist, in der der Klammerausdruck das Vektorprodukt
von P und () bezeichnet.

In dieser Form hat man denn auch fiir die Koordinaten
der Achse des zu dem Kriiftesystem «; y; £;, dessen Komponenten
und Momentensummen beziiglich «, y, 23 MM, M,, M, sind,
gehorigen Winders die Gleichungen

e(XE+ Y 42 =tX+YM.—ZM,
J(XEH Y24+ Ay =tY + ZM, — XM,
(XY 2 =tZ - XM, —YM,.
Soll nun das etwas allgemeinere Gleichungssystem
qz—ry 4 u = ip,
rex—pz v =Aiq,
Py qr = 2r,
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gelost werden, so hat man zuniichst
J up + vq + wr
T A
und, wenn man an Stelle von u, », « in den Gleichungen 1)
die Ausdriicke
A 2(p — py)
v44g —q)
w4 A —r)

treten liBt, die Losung

Qe =pt+quw—rv —i(gr, —rq,)
3) Qy=qt +ru —pw— L@p, — pr,)
Qe=vrt 4 pv —qu—7(pq, -— qp,).

Diese Gleichungen, die wieder vektoriell gedeutet werden
kinnen, bestimmen diejenigen Punkte, deren Geschwindigkeit
der vorgeschriebenen Richtung p,, ¢,, » parallel Liuft. In
einer gegebenen Ebene gibt es daher nur einen Punkt, dessen
Geschwindigkeit eine vorgeschriebene Richtung hat usw.

Ein weiteres charakteristisches Beispiel kann man der
Theorie des linearen Nullsystems entnehmen:

a,(x —x) + A,y —y,) + ay(e —2) + a,(yz, — zy,)
+ a5 (22, — 22)) + a5 (xy, — yz,) =0,

welches dem Punkte z,, y,, z, die Ebene 4) zuordunet. Fiir die
Koordinaten des Punktes =, y,, z,, der in der gegebenen Ebene

H) e, -+ Y+ ez e, =0

liegt, hat man die Gleichungen

4

AglYy — Uy2y 1 Ay = 1,

(&) — Ay + a, = Ac,

a,x, — a,y, + a, = ic,
%+ ayy, + a,2, = — ey,

deren letzte sich auch durch
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6%, + ¢y + ¢ ¢, =0
ersetzen lifit. Aus den 3 ersten Gleichungen 6) erhiilt man
nach 3) fiir p=—a,, g = —a;, r=—ag 4=10a,, v=a,,
w=ay p, = ¢, q, =€y T =0, falls
A =da, + a; 4 a;

gesebzt wird,

Az, = — a,t — (ay0; — agay) + A(a,cy — agc,)
7) Ay, = — at — (aga, — aga,) + A{age, — a,c,)
Az, = — azt — (a,a, — aza,) 4 2 (a,c, — agc,),

wobel nach 6)
ieya, + c,a - cya5) = a,a, + a,a; + aza,
zu setzen ist, und aus der letzten Gleichung 6) folgt endlich
€1 6 G
0= dc, — (¢,a, + ca; + ca5)t —|a, a; ag
a,a,d,
womit auch ¢ gefunden ist. Ist nun « a, 4 a,a, 4 a;a, = 0,
also 1 =0, so werden z,y, 2, unabhiingig von ¢, ¢, ¢, ¢,,
d. h. die Nullpunkte liegen alle auf der Achse des speziellen
Komplexes, dessen Gleichung eben durch 7) gegeben ist. Und
nimmt man anstatt der Ebenenkoordinaten ¢; die eines Biischels
a; 4+ pefi, so geben die Gleichungen 7) die Punkte der zur
Biischelachse konjugierten Geraden usw.
Um die Gleichungen
A, %, 4+ a2, + a7, 4 Aa, = b,
(g Ty + Aoy 4 g2y + Lay, =1,
Ugy ) + gy @y + gy @y + Ly = by,
bei denen die Matrix der a;, vom Range 2 ist, so dali
2éian =0 fir k=1, 2, 3

auf eine ihnliche Weise zu behandeln, kann man die 3 Formen
Ay = Xaxe, wenn keine zwel derselben zueinander propor-
tional sind, und sie demgemiif; gleich Null gesetzt 3 KEbenen
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&y £y, &5 vorstellen, die eine durch den Anfang gehende Gerade
gemein haben, durch eine Transformation auf den friitheren
Fall zurticktiihren.

§ IL
Die Transformation eines Systems von n-linearen Formen.

Die Betrachtungen des § 1 fithren auf die allgemeine I'rage,
wann 7-lineare Formen

1) A=Y apa; ki=1,2...n

13

sich in #z-lineare Formen

-Bi = X}bik Y
durch eine nicht singuliire Transtormation
2) T =Y Criy1,

deren Determinante C = ¢; nicht Null ist, {iberfiihren lassen, und
wie man die siimtlichen Substitutionen 2) dieser Art finden kann.

Dabei werde angenommen, dafi die Matrix der Koeffizienten
der Formen 1) vom Range » ist, so dali also etwa die De-
terminante »-Grades

A=lapl; L, E=1,2...7r

von Null verschieden ist, wiihrend alle Determinanten hiherer
Ordnung gleich Null sind. Ich bezeichne nun die Indices 1
bis » durch lateinische Buchstaben s, ¢. .., die Indices » 41 ...
bis » dagegen durch griechische ¢, z...; die Indices i, £, /
sollen dagegen von 1 bis » gehen.

Alsdann lassen sich immer nicht siimtlich verschwindende
Multiplikatoren?)

A, A3 ... A2

angeben, welche die Gleichungen

1) Die /] wiirden nur dann alle Null sein, wenn die a,, simtlich
Null wiiren; dann miifiten aber nach 4) auch alle a_, verschwinden, so
dafs die Formi Ao identisch Null ist, was natiitlich auszuschliefien ist.



Uber die Transformation linearer Formen ete. 237

May, + e+ e, =a,

Il

;"l,alr + ;"ga’?r i + }'r;'arr Uy

befriedigen. Aus diesen Gleichungen folgt aber, dab auch

Ma, +2a,, +---Aa, =a,

fiir alle 7=» -+ 1...7%n sein mufi, weil jede Determinante
7 4 1-Grades aus den Elementen «;, Null ist. Demnach be-
steht das System der Gleichungen

1) MNay, A Aay, A Aa, =a,
fiir alle L=1,...n.
Ist nun
-3) );a,',_.x,‘ == Zb”‘?/"; i = ], R 71
e %

und multipliziert man die ersten r-Gleichungen 5) mit den
Ay A5, .. 2%, so folgt

L@, A5y, A 270, — b )y, =05
k

dies erfordert aber wegen der Willkiirlichkeit der %, ... v
die zu 4) analogen Gleichungen

4% Mby 4 50y 4 20 =

ak”®

Diese Bedingungen sind fiir die Transformierbarkeit not-
wendig. Setzt man 2) in 5) ein, so folgt

6) > i == by
13
Aus den in 6) enthaltenen Gleichungen
7) Eastctl: '{" Ea'sr Crp = bsk
t r
fiir s,t=1,...r; v=r41,...0

Sitzungsb, d. math.-phys. K1. Jabrg. 1915, 16



248 . A. Voss

kann man nun die simtlichen ¢;; durch die willkiirlich bleiben-
den ¢, ausdriicken. Multipliziert man jetzt in Gleichungen 7)
mit den A7 und summiert iiber den Index s, so entsteht

Ezastlgcﬁc + E}:asrl:crk= Ebskz:'
t s s

s

Aber diese Gleichung geht nach 4) und 4°) iiber in
Ea/atcth + Eaﬂt Crkp = brrk
t r

oder einfacher in

Y i = boi
iiber. Vermoge der Gleichungen 7) sind alle Transformations-
relationen schon von selbst erfiillt.

Daraus ergibt sich:

Unter der Voraussetzung, dafi die Matrix der
Formen 4 vom Range # ist, und zugleich die Koeffi-
zienten der Formen B den Gleichungen 4°) geniigen,
lassen sich nr der Transformationskoeffizienten ¢
mit Hilfe der iibrigen ¢,;, deren Zahl n(n —») betriigt,
so ausdriicken, dafi die Formen A vermdge 2) in I
iibergehen.

Aber diese Transformationen sind damit noch nicht nicht-
singulire. Hierzu ist vielmehr erforderlich, daf die Deter-
minante der ¢; nicht verschwindet. Um zu unterscheiden,
wann dies der Fall ist, multipliziert man ihre Determinante

Cin ... Gl Cr411 <o Oy ’
| .
(1 Ciyr « .. Cpy Crd1r - -+ Cur
P
Cirg1l « -+ Crydel Codlvdl + o o Curdd |
Cin *** Cryp Crdin -« Can '

mit der nicht verschwindenden Determinante
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Dann ergibt sich vermige der Gleichungen 7)

b” —_Ealrclly o brl - Zartctly cr-l—ll e O

¥ | 7)12— EaITCIQ, . br? s 2_‘,“1'1072, cr—}-l? ]
CA4=

| .
\ bln = Zalrcmn R -brn i Ea'l'lctny Crdin..-Cun

die sich durch geeignete Subtraktion der letzten n — r-Ver-
tikalrethen von den ersten in
biibay . .. b Crg11 - -« Cn1

A = bl?bf? o bl"l Cr4-12 . . . Cn2

[‘lnllin e brn Cr4-1n « « - Cun

verwandelt. Die bisher willkiirlichen ¢ok sind daher so zu
wiihlen, daf diese Determinante nicht Null ist. Das wird aber
stets miglich sein, wenn wenigstens eine der r-rethigen De-
terminanten der Matrix

b”b” 0 G o [)1,,

()rl br’l ChONG br n
welche mit der Matrix

11((12 e (T

it Ao o5 Qg

korrespondiert, von Null verschieden ist, womit zugleich aus-
gedriickt ist, daf die Matrix der Koeffizienten b, selbst vom
Range 7 ist.

So ergibt sich der Satz, der ibrigens auch auf m>n

lineare Formen unter entsprechenden Voraussetzungen erweitert
werden kann:

n lineare Formen vom Range » lassen sich dann
und nur dann durch eine Mannigfaltigkeit von (n—r)n
Transformationen in # lineare Formen B transfor-

16*
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mieren, falls die Bedingungen 4') erfiillt sind. Soll
aber die Transformation eine nicht singulédre sein, so
mufi die zu den eine nicht verschwindende Determi-
nante vom Grade » bildenden Klementen der 4 kor-
respondierende Matrix der Formen B vom Range » sein.

Kin System von Formen A4 vom Range » kann man daher
immer in jedes gegebene System an Formen B von gleichem
Range durch eine einzige nichtsingulire Transformation ver-
wandeln, was iibrigens selbstverstiindlich ist.

Die vorstehenden Betrachtungen sind namentlich dann an-
wendbar, wenn es sich darum handelt, ein Formensystem A
in ein System I von vorgeschriebenem Charakter zu
transformieren.

Einige einfache Fille mogen hier behandelt werden.

1. Transformation von % Formen 4 vom Range n—1
in n Formen B, deren Koeffizienten ein symmetrisches
System bilden.

Die Gleichungen 4) und 4') sind, falls die Determinante

G ... Urp—
A=
Ap—11 v v v Upy_1 51
nicht Null ist,
E;-i i = Upx
i
8) )
E/ﬂ' ]’il: = ['n k
{
fiir i=1,...n—1; k=1...n

Die Transformationsrelationen sind

3 s Cor = bi — AinCur
s

(g
.))
2 y Oy Cs = bnk = Ay Cnly

§

wo die Indizes s von 1 bis » — 1 gehen.
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Aus den Gleichungen 8) oder:

by - o A Aaban = by

bz e oo A An1bp12 = byo

89 e
Jibin—1 -+ Ancibyu—ia—1 = bpuo
Mbin o F Aumrbu—in—1 = byn—

ergeben sich die Werte der bu1, bao, . .. bnn, wenn man die
biis iy iy =1...n—1 willkiirlich annimmt. Aus den ersten
n— 1 Gleichungen 9) ergeben sich fir k=1, ...#n die ¢x
ausgedriickt durch die ¢,; die letzte der Gleichungen 9) ist
dann jedesmal vermdge 8) von selbst erfiillt, so daf die
n Grofen ¢u1 . .. cay willkiirlich bleiben. Die Determinante €' A
erhiilt vermoge 8) die Gestalt

Z)” e bn»—ll
e ! (Can — 29 4iCni),
bﬂ—ll CE bn-—lu-—l i

sie verschwindet bei willkilrlich angenommenen Werten der
b;;, nicht. Die Gesamtheit der ¢ ist daher von

(m—1)0—2)  nm+1)
[5) -

2n — 1+ 5 2

Parametern, nimlich von den 7 ¢, . .. ¢un und den b, abhiingig.

2. Transformation von #» Formen 4 vom Rangen —1
in ein System von Formen B, deren Koeffizienten by, ein
alternierendes System b, = — y; bilden,

Hier muB 7 eine ungerade Zahl sein, da sonst die For-
men B ein System von niedererem als n— 1%" Range bilden.
Von den Gleichungen 8‘) dienen jetzt die »—1 ersten zur

Bestimmung der b, ... b,,—1; die letzte ist identisch erfiillt.
Die Gesamtheit der ¢, ist von

n -+ (n — 1)0(73f— 2) _ nt—mn 42

Parametern abhiingig.

2 2
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Fir » =23 hat man in Ubereinstimmung mit § 1, falls
keine zwei der Formen 4,, 4,, 4, zueinander proportional
sind, die von Null verschiedenen Multiplikatoren &, #, ¢, fiir die

E4, +yA,+274,=0,
und die Bedingungen fiir die &;; sind

—nby— {0, =0
big& — byl =0
byg& — by =0,
so daB nur b, 3 0 willkiirlich bleibt und die ¢, ¢5,, ¢5; 50 zu
withlen sind, daf
Eey 165 - Ly F0.
Aber eine nichtsingulire Transformation existiert auch
dann, wenn zwei der Formen, etwa A, und A; zueinander

proportional sind. Dann ist # =0 und b, = 0 und man
kann die 4 durch eine nichtsingulire Transformation

(falls &¢gy 4 Loy £ 0)

in die Formen

B, = by,

By=—by,y, + by, 2
&

Bs = b12'.1/2 c

iiberfiithren.

3. Dieses Verfahren lifit sich auch bei beliehigem Range
der Formen A befolgen. Es mag das noch fiir den Rang n—2
der Formen A hei geraden » unter Voraussetzung eines
alternierenden Koeffizientensystems der Formen B
ausgefithrt werden.

Die Gleichungen 4), 4‘) sind hier, wenn die Indices i, j
von 1 bis »—2, die &, k, von 1 bis »n gehen,
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a) Z;»;bij=b1x—]j

h) Z';”; bin—1 =10y 1,1
C) Ezébin=bn 1n
(]) E Z;" b,’j == 7),,_,'

§

e) E)»: Z’x‘n—-] = by
f) E ;: bin - bnn .

Die Gleichungen a) geben die b,_1;= — l;n-1, und da-
mit ist zugleich b) erfiillt. Gleichung c) liefert die b, ,, aus-
gedriickt durch die aus d) zu entnehmenden b, ;. Endlich
wird ¢) vermdge d) zu

. 2:';;;:[)1] = bn—] n
und e) vermige a) zu
2-‘12;/.-;1)1] == bnn—ly
so daB auch b,, 1= —b,_1n wird, und bei willkiirlichen

Werten der b;; = — b;; die by, ein alternierendes System bilden.
Die Determinante €A bringt man auf die Form

Cd = d(P ¢y — P, Q).

Wwo
0 by ... baca
(5=|l)]2 0 ... bn—‘_’2
biuce ... 0 |
und

P] = Cp—1n-—1 + Ecn_“'}.."
i

(1)1 = Cyn—1 + 2 Cn i Af

%

Py=corn+ Xearidi
i

(1)2 == Cny '+‘ z:lcm' Ai.
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Iis existieren also im ganzen von

. n—2n—3 w—n-46
2n+ —— =
- o

Parametern abhingige Koeffizienten ¢, welche die Formen 4
nicht singulir in die 0 iiberfithren. Z. B. lassen sich die
Formen d,, 4,, 4,, A,, welche den Gleichungen

LA, + A4, = A,
oA+ p,d, =4

4

geniigen, falls a;, a,y — a,,a,,9=0 in das System der Formen
vom Range 2

By =y, + %y, + 1,

Bz =—lh— /:1 Yg — 1Y,

Bs = —lyYy + 4 ¥, — DY,

By = —wyy, + m ¥, + 1y,
durch eine nichtsingulire Transformation verwandeln, wenn
das System der willkiirlichen ey, ¢sx, k=1, ...4 so gewiihlt
ist, daf

U3y Cgg a3 Oy
Ca1 Cao Ca3 Oy
0 1 4, 1
1074,
nicht Null ist. Fiir p ist g, 4, — 1,4 zu setzen.
Ich schliefie hieran noch den Beweis eines Satzes iiber
bilineare Formen, der mit diesen Betrachtungen nahe ver-
wandt ist:

Jede bilineare Form 2a;z;yx vom Range » lifit
sich durch nichtsingulire Transformation der z und ¥y
in die Normalform

PIRTA s=1,...»r
8

iiberfithren.
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Setzt man, den fritheren Bemerkungen gemiifs, voraus,
dafy den Gleichungen 4) entsprechend

;»,17(1/”; + s + }b;‘ Ay == U

fiir alle o =7+ 1...n k=1...n ist, so folgt

= .
X i e = 2 g B Yo+ 2, Y
N S
= Dagy(n+ 22 x,)
Q) VY AT
= 2 (st -+ s ypy) (s -+ 2045 2,).
Setzt man jetzt
Yo =y:
y ' ]
24 st Yt = Ys
Ly =&,
ul (i3 i
X + L}s Lo = Xs.
Dies sind zwei nichtsingulire Transformationen der Va-
riabeln 2, y in #', y' und man erhilt so eine #»?®fache Mannig-
faltigkeit nichtsinguliirer Transformationen, welche eine Bilinear-

form A4 vom Range » in eine Form gleichen Ranges I3 ver-
wandeln,

Unter derselben Voraussetzung gilt {ibrigens noch eine
zweite Transformation mittelst der Gleichungen

" (73
ZJ My Qpy == Q5

welche durch die Gleichungen

Yo =Y

, ' o t

Yr + L Uy Ys = Yy
L, =&,

. L Apy Ly == Xy
ausgedriickt ist.
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§ IIL
Die symmetrische Auflosung linearer Gleichungen.
Durch die im § II behandelten Transformationen wird
allerdings der symmetrische Charakter der Losungen, der sich
in den einfachen Beispielen des § I erreichen liefs, wieder auf-

gehoben. Indessen lifit sich auch hier auf eine vollig sym-
metrische Weise verfahren.

Es sei zuniichst das System der n Gleichungen
-
2ianx =
i

1)

>-J (yi Li == Uy
i

gegeben und die homogenen Gleichungen
E a),; x; = 0
;
2) e
Ea'uixi =0
‘
voneinander unabhiingig. Die Indices i sollen dabei von 1 bis
n + p gehen. Alsdann handelt es sich, da die siimtlichen
Losungen des Systems 2) in symmetrischer Weise durch die

Methode der Fundamentallssungen als gegeben zu betrachten
sind, nur um eine spezielle Losung des Systems 1).

Fiigt man den Gleichungen 1) die folgenden mit den will-
kiirlichen Koeffizienten wuy, 1 =1 ... p; k=1 ... n+p
gebildeten

)_:v Uy Xy =
3) e
Z]u,,;x; =0
hinzu und bezeichnet die Unterdeterminanten nach der n - 1,
. n -+ p Reihe der Determinante
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mit

so isb
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‘(611
Uy
‘:
i1
Up1
llr/“', k=1
=1
=
20 U
§
—
Z-Juki Ulci
1t
v T
Litkibm‘
i

B3 ntp

- Upntp

=4

- Upatp

. n--p

P
. n—+p,

=0

=0, x+k

i

247

wobei die Indices 2 von 1 bis #, » und & von 1 bis p gehen.

Setzt man noch

6)

Eyixl": Xa
i

so erhilt man aus 1), 3), 6)

7)

mit den y; sind willkiirliche Koeffizienten bezeichnet.
pliziert man die Determinante

an

I Uy 1

Jx\’—i—l’ltn

Upr . . .

g

- Ay p

o Qyygp Uy
Uiy 0 =0;

Up ntp 0
Yntp O

ay nefp

Ay n--p I

. [[1 n-tp

l

I/p ntp

Multi-
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mit der Determinante 4, die als nicht verschwindend voraus-
gesetzt wird, so folgt aus 5)

|A1] S A_l,,
Ad= 7| « « + .« . =4,
Anl g o o Amn

wobel die Klemente der symmetrischen Determinante A durch
die Gleichungen

Apny = 2anini, Iy hy=1...n
definiert sind. KEs ist aber A4 das Quadrat der Matrix des

Systems 2)

(oo 4y ngp

Ayl o o o Aupdp

mithin gleich der Summe der Quadrate der n-reihigen Deter-
minanten derselben und verschwindet nicht, wenn man sich
auf reelle Koeffizienten «;, beschriinkt. Unter dieser Voraus-
setzung ist daher o nicht Null.

Man kann die Determinante A in eine einfachere Gestalt
bringen. Da die n-reihige Determinante der a;;; i,j=1...n
stets als von Null verschieden angenommen werden kann, lit sich

y .8 .8
‘\) Uings = L1001 + . + fq Clin

fiir s=1,...p

setzen., Formt man nun die Determinante A4 in derselben Weise
um, wie dies auf Seite 251 geschehen ist, mit Hiilfe von 8) um,
so entsteht, falls man die Determinante der a@;; mit I) be-
zeichnet, die Gleichung (abgesehen vom Vorzeichen)

1 + C11 C12 5o o Cin
A= D? 1 1 + Cag . . . Can y
Cnl Cre ... 14 cun

WO
a W LEr
cc'j = Lzsls = Cjt’
3
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eine symmetrische Determinante ist, die sich wieder als Summe
von Quadraten darstellen léft.
Multipliziert man die Gleichung 7) mit 6, so folgt:

All b oo 11.] n 0 0 0 0 3]

./1,,1 o000 Ann ‘) 0 0 O Ly
XMWA4 Duar;... 2t 4 0 0 0 0 =0

iy .. 2y 00 0 A4 0
E;'ia’li-~-2}'ianix;'iUli . X:’:'i[]ni 0

In der so entstandenen 7 + p -+ 1-reihigen Determinante
aber kommen in den letzten p 41 ... »n 4 pt" Vertikalreihen
die y; nur mit den Uk;, d. h. mit den Fundamentallosungen
des Systems 2) vor, auf deren Bestimmung es nicht weiter
ankommt. Liit man diese Glieder fort, so erhilt man die
von den willkiirlichen Klementen u;, vollstindig be-
freite Lisung

1111 [P 1’11,, e8]

XA+ =0,

Ay ... Adpn
. ' Al
L;'i'(li- --)—J}'ian{ 0

von der man jetzt iibrigens unmittelbar erkennt, daB die aus
der durch Vergleichung der Koeffizienten der y; entnommenen
Werte der »; das System 1) befriedigen.

Ein ganz analoges Verfahren lifit sich einschlagen, wenn
es sich um die Losung des voneinander unabhingigen Systems
von Gleichungen
Yagea, + la; =1,

8) ‘
i,/.:=1...'n

.,,
993

handelt, wobei die Determinante der a,, vom Rang
n-—1 vorausgesetzt wird.

U
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Nimmt man hier die Gleichung
D=0
hinzu, und bezeichnet mit A die Determinante

A A;
ur O

die bei willkiirlichen #; nicht Null ist, so ergibt sich, falls
man mit den U; die nach der letzten Reihe von 4 genommenen
Unterdeterminanten bezeichnet, nach Kinfiihrung von

an ... A pl
Ap1 . - . Upply,
v, ... U, 0

An+4 ai ... A+ ava, 0
L Ao+ aya, ... Ayy 4 al 0
dlwiar; ... Swa,; A
oder
An N 111,,61/1[

o= —
-Anl 0ioo ‘Jnnan

a ... da, 0

da die aus den Elementen 4;. gebildete symmetrische Deter-
minante verschwindet.

Die Determinante 6 kann aber, abgesehen von ihren Vor-
zeichen, in die Gestalt einer 2# - 1-reihigen Determinante
gebracht werden, indem man von den KElementen Ay, wieder
zu den Klementen a;; zuriickkehrt, man erhiilt nimlich:
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0 a1 an a2 ... diy 1 Qg

0 ax an ap ... G, Qo

[ 0 ... 0 0 @y Guen@u_12. . Gype1n—10y_1n|
0 ... 0 0 ay Gu1 ys ... Gua—l Oy

0=| a1 ...04_1a, O 0 0o ... 0 (I
ayy .. Uy—110n1 0 —1 0 0o o 0 0
Ao .. oy 12042 0 0o —1 ... 0 0

: Blpey o o o Qg1 -1 Qu—1u 0 0 - 1

U1 o oo Opu—1 Upy 0 0 CE 0
Setzt man nun voraus, was immer angenommen werden

kann, daB etwa die Determinante

iy .0. Upp—

An .

Up—11 - .« Ap—in—1
nicht Null ist, so gibt es #n-—1 nicht simtlich verschwindende
Multiplikatoren &, ... &,_ derart, daf

Eaiksi _'_ Anp =— 0
t

fir k=1, ...7n und ebenso n —1 denselben Bedingungen ent-

sprechende Multiplikatoren #, ... %, derart, daBs
2 ki Ny + Ay == 0.

Man kann daher — abgesehen vom Zeichen — ¢ zunichst
in die Form bringen

0 a oo 0 @y .. Qpy- Ay
0 0o o 0 (y—11 -+« Ayl n—1 Un—1n
e a
Xas+a) an .. auen —1 ... 0 0
Ayy—-l « o« Uy p—1 0o ... —1 0

Aun oo Quoiyg 0 ... 0 =
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Aber diese verwandelt sich, wenn man die n+1 ...
2n — 1t Vertikalrethe mit den #y ... 3,—; multipliziert und
zur letzten addiert und ebenso in Bezug auf die Horizontal-
reihen verfihrt, in

0 90 o 0 a1 v Wy —1 0

0 ... 0 U1l v oo Op_1p=1 0O

ana ... y_q1 -1 ... 0 moos
(p_11 « . Ay_1y—1 ) =il n -1

0o ... 0 N Yp—t -1

deren Wert, vom Zeichen abgesehen, gleich A5 ist. Die Deter-
minante 4 kann daher nur dann verschwinden, wenn

-
Z-Ja'igi + ay, = 01
d. h. wenn die Gleichungen 1) nicht voneinander unabhiingig sind.

Multipliziert man jetzt die nach Analogie von 1) gebildete

Gleichung A
@y ... Ayl 7)1

X4 + K220 TR annanbn. =
‘ux C Uy 00!
Y1 «-. 7a 00

mit ¢, so folgt:

! All"}‘ ((f FRN .A.],,+(L|C(m 0 [)[

Nod+ Aptadn. . dyptai 05 =0
Swiay; ... widan; A0
E}’;(in 5aE E’}’zaniz“/iUiO
oder, wenn man XJy;U; fortlibt,
An ... Ay, b
9) X5—| Anr ... Aun by ay

Dy ... 23yt 00

a; Uy 0 —1
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In dieser von den u; freien Gleichung kann man endlich
noch das Klement — 1 fortlassen, da die Determinante

All CE Aln bll
-

Aul CREI Ann bn!
E;u-au S )::7;'(07::' 0|
Null ist. Man erkennt dies durch Multiplikation von

@1y ... g Wy
Up1 o oo Oy Wy
I ... pq O
mit der verschwindenden Determinante
(775 U / TIP 0
Up1 oo Oyy 0
0o ... 01

|
Man erhiilt demnach zur Bestimmung der z; die in den
i identische Gleichung
1’11] 6o a Al n bl a |

X{S -*—- Jlnl L fj—nn [/n y = 0.
a, - y, 0 0
2:’7':’ (/7T N E)'i i 0 0

Derselbe Weg fiihrt nun auch zur Lisung des Systems

Ea1i$i+7~10u c '+;~sals=ﬂl
10) 2az; @ 4 dian - dsars = f

o) - "
La;zixi+/~lanl' '+Asusl=ﬁny
falls die Koetffizienten ¢, eine Determinante vom Range » bilden
und s = n — # ist, wobel die Z; . . . 4; ebenfalls zu bestimmende
Parameter vorstellen. Indessen ist es nicht notig, die vorhin

Sitzungsb. d. math.-phys. K1, Jabhrg, 1915, T 17
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angestellten Betrachtungen zu wiederholen, nachdem einmal
der Charakter der Liosung erkannt ist.

Setzt man
I A[] 54 Al,, ayr ... s ﬁ]
I flnl LR Anal Ay o o Uy p)u
11) GX—{—' an ... g 0 ... 0 0 =0,
}
Uys ... Oys 0 ... 0 0
Bl Ul
| L)’;(bl,' A L}',-(l‘,.i 0O ... 0 0
wobel wieder X == 2Jy;2; genommen ist, so erhiilt man fiir
Vi= Qxi
!Au Al,,au (llsﬂl‘

| Ayr ... Appapyr ... & fy
Ol i — | Ay ... Oy 0 ... 00 =0

Ays . . . Oyg 0 PN 0 ()

0 ... 0 ... ausf.

oder, wenn man die Koeffizienten der Determinante, welche bei
den Elementen der letzten Horizontalreihe auftreten, mit

— A, —4,, - — 4,, 4
bezeichnet,

62Xy + a4 4+ - as di=f, A

Um die Losung zu erhalten, ist der bisher willkiirlich
gebliebene Faktor o gleich

1‘111 a0 o A;,,a“ L. Opg

flnl v Aty oty
g — |
an ... Uy 0 ... 0 |

P N U
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zu setzen. Dali er nicht verschwindet, wenn das System der
Gleichungen 10) voneinander unabhiingig ist, Lifit sich durch
eine geeignete Transformation der Determinante o, die der
vorhin fiir den Fall s = 1 durchgefiihrten ganz analog Ist,
zeigen.') Die Bestimmung der Losung 11) wird allerdings
schon in einfachen Fillen ziemlich weitliufig. Ist z. B. das
System der Gleichungen

azy — bz, 4 cx, + Loy + A f, =,
—ax, + do, + ex, + Aay + Lay, =17,
bz, —dz, + [z, + Aay + Loy =y,
—cx, —ex,— fx, + Ao, + La,=7y,

gegeben, und setzt man voraus, daB

af + be -+ ecd =0,
also
f=by—cp, e=ca—ay, d=aff— ba

ist, so ist das System der a,, vom Range 2), aber die 4
erhalten Werte, welche eine Reduktion der siebenreihigen Deter-
minante nicht unmittelbar zu gestatten scheinen.

Wenn aber die Determinante der a;, vom Range n — [
ist, kann man von vornherein aus ihren ersten Unterdeter-
minanten u,, . . . 4, nach irgend einer Horizontalreihe das
System bilden

2 + A = b;
Y =0.

Man erhiilt dann

y 1
‘@11 CoL g ay by

(——“ l)”XZ (I‘g—l_{anl e Oy Qy, bu = (.
‘UL U, 00
| Yoo .. Vn O O |

1) Hierbei ist die auf S. 248 und 251 angedeutete Reduktion derselben
zur Anwendung zu bringen.
17*



256 A. Voss, Uber die Transformation linearer Formen ete.

In dem einfachen Beispiel des § 1
Ge—ry—4-ip=u
re—pz+lqg=v
py—aqr+ir=w

wird, da die u,, u,, u, beziiglich gleich
—p2, —qQ, —r0
werden :
| 0 —7r q¢ pu
r 0 —paqgov
XQS—{—.Q\—qp 0 »rw =0,
P q r 00
7 e 7 00

Multipliziert man mit der Determinante

0 —r q p

o 0 ——=pq — o
|—q p 0
(I A

so entsteht
XOQ—(ulgys—ry) + o0y, —pry) + w0y, —qr) =0
oder xQ=rv —wq
Yy =pw—ru
28 =qu— pv
wie vorhin im § L.



